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Prefaţă la versiunea în limba română 


Scrierea unui curs bun de fizică generală este astăzi o sarcină deosebit de grea. Autorii 
sînt confruntați cu necesitatea de a face numeroase opțiuni în materie de conținut, metodică 
și formă, de atitudine, atit față de progresele fizicii cît şi față tie-cei ce se inițiază în tainele ei. 
O întrunire adecvată a acestor opțiuni poate avea ca rezultat un material. cu valoare de refe- 
rință ce se va bucura de o largă circulație. Dimpotrivă, o alegere necorespunzătoare a mijloa- 
celor poate să îngreuneze, dacă nu să dăuneze, înțelegerii și însușirii disciplinei. La originea aces- 
tei situații se află, desigur, dezvoltarea foarte rapidă a cercetării științifice-de fizică. Volumul 
de informații crește continuu, iar importanța relativă a multor fapte se schimbă. Aceasta creează 
greutăți în selectarea corectă a elementelor și noțiunilor de bază, proces care nu poate fi 
realizat prin simple adăugiri și eliminări, ci necesită o muncă de analiză și sinteză, de evaluare 
și ordonare. În același timp, ritmul rapid de acumulare face ca ceea ce astăzi este surprinzător 
şi de avangardă, miine să apară ca vechi și uneori depășit. Asimilarea într-un curs universitar 
a noutăților științifice trebuie făcută astfel încît modificările ulterioare să conserve, pe o perioadă 
cit mai îndelungată, structura logică și valoarea de cunoaștere a faptelor expuse. Imaginea pe 
care cursul sau manualul” de fizică ține să o creeze în conștiința studentului este aceea a 
unei științe a naturii solid constituite și, totodată, orientată mereu spre progres. 

Întregul proces de ilustrare este de fapt supus acestor exigențe, iar numeroasele căutări 
din întreaga lume privind organizarea și modernizarea predării fizicii reflectă tocmai conștiința 
că soluțiile actuale pot fi, în continuare, îmbunătățite. 

Modul de organizare și orientare a procesului de învățămînt năzuiește spre formarea unor 
specialiști cu o gindire sistematică şi, totodată, îndependentă și creatoare. Se ştie că învăță- 
mintul strict expozitiv-deductiv, cu pretenția de a da enunțuri definitive unor constatări 
valabile în general numai pentru cazuri idealizate, determină formarea unor specialiști limitați 
incapabili să vadă dincolo de litera cărții. Claritatea şi logica internă a unei cărți nu este contra- 
dictorie cu deschiderea sa către faptele reale, care nu pot fi tratate în general exact, putînd fi 
în schimb modelate din ce în ce mai adecvat. De aceea, aprecierea valorii unui curs de fizică 
generală trebuie făcută nu numai din punctul de vedere al clarității faptelor prezentate ci, în 
egală măsură, prin deschiderea pe care o oferă înțelegerii fenomenelor complexe în interdepen- 
denţă. 
Aplicarea cit mai eficientă a unor asemenea criterii de orientare și evaluare a materialului 
didactic constituie o preocupare permanentă a învățămîntului din țara noastră, angajat într-un 
proces de continuă perfecționare, în pas cu exigenţele progresului și în acord cu condițiile deose- 
bite create de statul nostru învățămîntului și cercetării științifice. O serie de cărți de fizică de 
îmnă calitate apărute în ultimii ani demonstrează concret rezultatele acestei preocupări. În 
acest sens, traducerea, în limba română a cursului de fizică al Universităţii din Berkeley poate 
cemstitui o contribuție exemplară. 

Cursul apărut în cinci volume, conține lecţiile de fizică generală pentru studenții anilor. 
I-II de la Universitatea Berkeley — S.U.A. Între autori am recunoscut cu plăcere fizicieni ale 
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căror înaltă competenţă şi autoritate profesională de cercetători le-am putut aprecia din expe- 
riența contactelor și colaborării directe. 

De data aceasta, specialiștii ca Knight, Kittel, Pound, Purcel! și alții sint, în primul rînd, 
profesori. Scopul lor mărturisit este de a prezenta un ciclu de lecţii care să permită atit forma- 
rea gîndirii fizice cit și însuşirea noțiunilor de bază ale aceștei științe. Cele cinci volume — meca- 
nica, electricitatea, undele, fizica cuantică, fizica statistică — nu constituie unități închise, 
fiind legate unele de altele prin exemple interesante care se referă la fenomene ce urmează 
a fi prezentate sau prin referiri la legi și noțiuni discutate anterior. Dezvoltarea cursului se face 
din aproape în aproape, într-o succesiune firească. Nivelul matematic este accesibil, redus la 
strictul necesar, în centrul atenţiei autorilor aflîindu-se explicația sensului fizic al fenomenelor. 
Se realizează astfel o tratare clară, modernă și unitară a întregului ansamblu al ideilor de bază 
ale fizicii. 

Fiecare volum posedă un material de metodică a predării capitolului respectiv, destinat 
profesorului cît şi unele recomandări ale autorilor către student. Prefețele volumelor dau lămuriri 
complete asupra conținutului și metodicii. Se scoate astfel în evidență atenţia cu care aceste 
lucrări au fost elaborate, reprezentind şi sub acest aspect un model de lucru care poate fi studiat 
cu folos și la noi în țară. + 

Cu toate că materia prezentată în fiecare volum se propune a fi predată într-o perioadă 
scurtă de timp (8—14 săptămini), spațiul alocat este suficient pentru ca studentul să poată 
efectua un studiu individual. În acest scop sînt indicate lucrări bibliografice, sînt date exerciţii 
și probleme și sint expuse şi propuse spre efectuare o serie de experimente pentru acasă. Se 
încearcă și se reușește, să se aducă „acasă“ fizica studiată la facultate. 

Pe baza experienței dobindlte în mai mulți ani de predare, cursul a suferit modificări care 
i-au îmbunătățit conținutul şi au permis aducerea lui la o formă cit mai adecvată didactic şi 
ştiinţific. 

Dacă se ține seama de faptul că în cadrul programului Berkeley a fost pus la punct și 
un set de lucrări de laborator, se poate aprecia că acest curs este bine echilibrat, cuprinzind 
atit aspectele teoretice cit și cele experimentale esențiale in predarea fizicii generale. 

Sint sigur că lucrarea va fi mult folosită de toți cei care fac primii paşi în însuşirea me- 
seriei de fizician reprezentind, alături de alte traduceri și tratate scrise de specialişti români, 
o carte de referință. Consider că Editura Didactică și Pedagogică face, prin publicarea tradu- 
cerii acestui curs, un serviciu real învățămîntului de fizică, precum și învățămîntului tehnic, 
în general, din țara noastră. 


Acad. prof. loan Ursu 


Prefaţa originală la cursul de fizică Berkeley 


Acesta este un curs general de fizică de doi ani pentru studenții ce urmează științele și 
ingineria. Intenţia autorilor a fost de a prezenta elementele de fizică, pe cit posibil, în modul 
în care sînt folosite de către fizicienii ce lucrează pe fronturi înaintate ale domeniului lor. 
Ne-am gîndit să facem un manual care să scoată în evidență fundamentele fizicii. Obiectivele 
noastre particulare au fost de a introduce, în mod coerent, într-o programă elementară ideile 
relativității restrinse, ale fizicii cuantice și ale fizicii statistice. 

Acest curs se adresează oricărui student ce a urmat un curs de fizică în liceu. În paralel 
cu acest curs ar trebui urmat un curs de matematică incluzind calculul diferențial și integral, 


În momentul de față*, în Statele Unite, se află în lucru cîteva noi cursuri universitare 
de fizică. Ideea de a elabora cursuri noi aparține multor fizicieni afectați atit de nevoile dez- 
voltării științei şi ingineriei cît şi de accentul crescînd pus pe studiul științelor în școala 
generală şi în liceu. Propriul nostru curs a fost inițiat ca urmare a discuţiei ce a avut loc la 
sfîrșitul anului 1961 între Philip Morrison de la Universitatea Cornell şi Charles Kittel. Am 
fost încurajați de către John Mays şi colegii săi de la Fundaţia Naţională de Ştiinţă și de către 
Walter C. Michels, pe atunci președintele Comisiei de fizică universitară. S-a format un comitet 
neoficial care să îndrume elaborarea cursului în etapele inițiale. Comitetul a fost alcătuit, la 
început, din Luis Alvarez, William B. Fretter, Charles Kittel, Walter D. Knight, Philip Mor- 
rison, Edward M. Purcell, Malvin A. Ruderman şi Jerrold R. Zacharias. Comitetul s-a întrunit 
pentru prima dată în mai 1962, la Berkeley ; la acea dată, a elaborat un plan provizoriu al noului 
curs de fizică. Din cauza obligațiilor unora dintre membrii inițiali, comitetul a fost parțial 
Teconstituit în ianuarie 1964 şi acum este constituit din subsemnații. Contribuțiile celorlalți 
au fost recunoscute în prefețele la volumele individuale. 


Planul provizoriu și ideea care a stat la baza elaborării lui au avut o puternică influență 
asupra cursului final. Planul a acoperit în întregime temele și deprinderile care credem că ar 
trebui și ar putea fi însușite de către studenții începători în studiul științei şi ingineriei. N-am 
avut niciodată intenția să elaborăm un curs adresat numai absolvenților sau studenților avan” 
sați. Ne-am gîndit să prezentăm principiile fizicii din puncte de vedere noi și unificatoare. De 
aceea părți ale acestui curs pot părea aproape tot atît de noi, atît pentru cel care instruieşte 
cît şi pentru cel instruit. Cele cinci volume ale cursului vor include: 

1 Mecanică (Kittel, Knight, Ruderman) 

11 Electricitate și magnetism (Purcell) 

III Unde (Crawford) 

IV Fizică cuantică (Wichmann) 

V Fizică statistică (Reif) 


* În ianuarie 1965 (N.T.). 


Autorii fiecărui volum au fost liberi să-și aleagă stilul și metoda de prezentare potrivite subiectuditi 
elaborat. 

Activitatea de început la acest curs l-a condus pe Alan M. Portis să conceapă un nou 
laborator de fizică generală denumit acum Laboratorul de fizică Berkeley. Deoarece cursul 
scoate în evidență principiile fizicii, unor profesori li s-ar putea părea că el nu se ocupă indeajuns 
de fizica experimentală. Laboratorul este bogat în experiențe importante şi contrabalansează 
cursul. 

În vederea apariției acestui curs, sprijinul financiar a fost dat de Fundaţia Naţională de 
Știință cu un aport indirect din partea Universității din California. Fondurile au fost adminis- 
trate de către compania Serviciile Educaţionale, o organizație constituită pentru a administra 
îmbunătățirea programelor generale. Sintem în mod special îndatorați lui Gilbert Oakley, James 
Aldrich şi William Jones, toți de la Serviciile Educaţionale, pentru sprijinul lor substanțial şi 
binevoitor. Serviciile Educaţionale au deschis la Berkeley, sub competenta direcțiea d-nei Mary R. 
Maloney, un oficiu pentru a ajuta dezvoltarea cursului și a laboratorului. Universitatea din 
California nu a avut o legătură oficială cu programul nostru dar ne-a ajutat în diferite mo- 
duri. Pentru acest ajutor dorim să mulțumim în special celor doi președinți consecutivi ai Depar- 
tamentului de fizică, August C. Helmholz şi Burton ]. Moyer; cadrelor didactice și personalului 
departamentului; lui Donald Coney și multor altora din Universitate. Abraham Olshen ne-a 
ajutat mult în problemele inițiale de organizare. 

Corecturile și sugestiile dumneavoastră vor fi întotdeauna bine primite. 


Eugene D. Commins Edward M. Purcell 
Frank S. Crawford, Jr. Frederick Reif 

Walter D. Knight Malvin A. Ruderman 
Philip Morrison Eyvind H. Wichmann 
Alan M. Portis Charles Kittel, preşedinte 


Berkeley, California, 
iannarie 1965 


Notă suplimentară 


Volumele I, II și V au fost publicate în forma finală în perioada iantărie 1965—iunie 1967. 
În timpul pregătirii volumelor III și IV pentru publicarea finală, au intervenit cîteva modificări 
administrative. Departamentul Education Development Center a înlocuit organizația Educa- 
tional Services Incorporated ca for administrativ. S-au produs, de asemenea, unele modificări 
chiar în comitet precum şi o redistribuire a responsabilităților. Comitetul este în mod deosebit 
recunoscător tuturor colegilor care au folosit acest curs şi care, pe baza experienței lor, au adus 
critici și sugestii pentru îmbunătățirea lui. 

Ca şi în cazul volumelor publicate anterior, corecturile şi sugestiile dumieavoaștră vor fi 
întotdeauna bine primite. 


Frank S. Crawford, Jr. Frederik Reif 

Charles Kittel i Malvin A. Ruderman 
Walter D. Knight Eyvind H. Wichmann 
Alan M.' Portis A. Carl Helmholz 


Edward M. mer E adi 


lunie 1968, 
Berkeley, California 


10 


Prefaţa la volumul li 


Acest volum este dedicat studiului undelor. Acesta este un subiect vast. Se cunosc multe 
fenomene naturale în care intervin unde — există unde pe apă, unde sonore, unde luminoase, 
unde radio, unde seismice, unde de Broglie precum și alte tipuri de unde. Mai mult, dacă exami- 
năm rafturile oricărei biblioteci de fizică constatăm că studiul unui singur aspect al fenomenelor 
ondulatorii — de pildă, undele sonore supersonice în apă — poate constitui obiectul unor cărți 
sau reviste întregi şi poate absorbi complet atenția unor anumiți oameni de știință. În mod 
surprinzător însă, un specialist într-unul din aceste domenii înguste de studiu poate de obicei 
să comunice foarte ușor cu alți cercetători specializați în alte domenii aparent fără nici o legă- 
tură cu primul. El trebuie să le învețe mai întîi limbajul, unitățile (de pildă, ce este un parsec) 
și care sînt valorile numerice ale constantelor semnificative. Într-adevăr, dacă doreşte, el poate 
deveni surprinzător de rapid un specialist într-un nou domeniu îngust. Acest lucru este posibil, 
deoarece oamenii de ştiinţă folosesc un limtaj comun, datorită faptului remarcabil că multe 
fenomene fizice total diferite și aparent necorelate pot fi descrise prin aceleași concepte. Multe 
din aceste concepte comune sînt conținute în termenul de undă. 

Obiectivul principal al acestei cărți este să adincească înțelegerea conceptelor de bază refe- 
ritoare la unde precum și a relațiitor dintre ele. În acest scop, cartea este organizată în funcție 
de aceste concepte și nu în funcție de fenomenele naturale observabile, cum sînt sunetul, lumina 
şi altele. 

Un scop complementar al cărții este să familiarizeze cititorul cu un mare număr de exemple 
interesante și importante de unde, din care să rezulte în mod concret caracterul general și larga 
aplicabilitate a conceptelor. De aceea, după introducerea fiecărui nou concept, acesta este ilustrat 
prin aplicații imediate în multe sisteme fizice diferite: coarde, resorturi, linii de transmisie, 
tuburi, raze de lumină și altele. Această tratare diferă de tratările în care mai întii se expun con. 
ceptele utile pe baza unui exemplu simplu și apoi se consideră și alte sisteme fizice interesante. 


Alegînd pentru ilustrare exemple care prezintă o „similitudine“ geometrică unele cu altele, 
sper să încurajez studentul să caute asemănări și analogii între diferite fenomene ondulatorii. 
Sper, de asemenea, să îl stimulez să-și dezvolte curajul de-a folosi astfel de analogii pentru „a 
risca să emită ipoteze“ atunci cînd este confruntat cu noi fenomene. Folosirea analogiilor are 
binecunoscute pericole și capcane, dar așa se întîmplă în general. (Presupunerea că undele 
luminoase ar putea fi exact ca și undele mecanice, într-un așa-numit „eter“ gelatinos, a fost 
foarte rodnică ; ea l-a călăuzit pe Maxwell, în încercările lui de a-și găsi faimoasele ecuații. Ea 
a condus la predicții interesante. Atunci cînd experiențele — în special cele ale lui Michelson și 
Morley — au indicat că acest model mecanic nu poate fi în întregime corect, Einstein a arătat 
cum se poate renunța la model, păstrindu-se totuși ecuațiile lui Maxwell. Einstein și-a scris ecua- 
țiile direct — cum s-ar spune „pe ghicite“. În prezent. deși cei mai mulți fizicieni folosesc încă 
analogii și modele care îi ajută să deducă noi ecuaţii, ei publică de obicei numai ecuaţiile.) 


Experiențele pentru acasă formează o parte importantă a volumului. Ele produc satisfac- 
ţii — și dezvoltă perspicacitatea — într-un mod care nu se poate realiza prin demonstrațiile 
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obișnuite de la curs, oricît de importante ar fi acestea. Experiențele pentru acasă sînt toate de 
tipul „fizicii cu mijloace accesibile“, presupunînd o aparatură redusă şi fără pretenţii. Aceste 
experiențe sînt concepute realmente pentru a fi efectuate acasă, nu în laborator. Multe ar putea 
fi numite mai adecvat demonstraţii în loc de experiențe. 

Fiecare concept important discutat în text este ilustrat în cel puțin o experiență pentru 
acasă. În afara ilustrării conceptelor, aceste experiențe dau studentului ocazia să se afle în „con- 
tact“ direct cu fenomenele. Din cauza faptului că experienţele sînt efectuate acasă, contactul 
se poate realiza temeinic și pe îndelete. Acest lucru este important. Nu există nici un partener 
de laborator care să prindă mingea și să alerge cu ea în timp ce dumneavoastră studiați încă 
regulile jocului (sau care să țină mingea atunci cînd dumneavoastră vreți să o prindeți); nici 
un profesor care să explice semnificațiile demonstrației Lui, cînd ceea ce doriți de fapt este să 
efectuaţi demonstrația singuri, cu propriile miini, în ritmul care vă convine şi de cite ori doriți. 

Un avantaj al experiențelor de acasă este că, dacă descoperiți la ora 10 seara că ați greșit 
o experiență efectuată cu o săptămină în urmă, puteţi să o începeți din nou și să o repetaţi la 
ora 10 și un sfert. În activitatea experimentală reală, nimeni nu reușește mereu de la început. 
Ideile care ne vin ulterior în minte reprezintă un secret al succesului. (Există și altele.) Nimic 
nu frustrează și nu inhibă mai mult procesul de învățare decit imposibilitatea de a da curs unei 
idei experimentale din cauză că „aparatura a fost demontată“ sau „este trecut de ora 5 după- 
amiază“ sau din alt motiv stupid. 

În sfîrşit, prin experiențele efectuate acasă, sper să educ ceea ce s-ar putea numi „prețuirea 
justă a fenomenelor“. Vreau să tentez studentul să-și creeze cu propriile miini un cadru care 
să-i surprindă şi să-i încînte simultan ochii, urechile și creierul. 


Pietricele viu colorate 
scînteiază în albia piriului. 
sau este numai apa. 
— Soseki* 


* Reprodus după The Four Seasons (Cele patru anotimpuri), Copyright (C) 1958, Editura 
„Peter Pauper Press", Mount Vernon, New York, cu acordul editorului. 
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Cuvînt de mulţumire 


În versiunile lui preliminare, volumul III a fost folosit timp de cîţiva ani la Berkeley. 
Observații critice şi comentarii prețioase asupra edițiilor preliminare au fost primite de la stu- 
denții de la Berkeley ; de la profesorii L. Alvarez, S. Parker, A. Portis și în special de la C. Kittel, 
de la Universitatea terkeley ; de la J.C. Thompson și studenţii lui de la Universitatea din Texas; 
și de la W. Walker și studenții lui de la Universitatea din Santa Barbara, California. O critică 
extrem de utilă a fost făcută de S. Pasternack, care a citit cu atenție ediția preliminară. De un 
deosebit folos și o influență considerabilă au fost observaţiile critice detaliate ale lui W. Walker, 
care a citit o versiune apropiată de cea finală. 

Luis Alvarez a contribuit cu prima lui experiență publicată, „O metodă simplificată peri- 
ru determinarea lungimii de undă a luminii“, din School Science and Mathematics 32, 89 (1932), 
care constituie baza experienței 9.10. 

În mod deosebit, îi sînt recunoscător lui Joseph Doyle, care a citit în întregime manu- 
scrisul final. Sugestiile și criticile lui atente au condus la multe modificări importante. El mi-a 
sugerat, de asemenea, versurile japoneze care încheie prefața. El şi un alt student, Robert 
Fisher, au contribuit cu multe idei subtile la experienţele pentru acasă. Fiica mea Sarah (de 
4 ani și jumătate) şi fiul meu Matthew (de 2 ani şi jumătate) au contribuit nu numai cu resor- 
turile lor de jucărie, ci au demonstrat, de asemenea, că sistemele pot avea grade de libertate la 
care nimeni nu S-a gindit vreodată. Soţiei mele Bevalyn îi sînt recunoscător pentru că mi-a 
pus la dispoziție unele ustensile de bucătărie, precum și pentru multe altele, 

Publicarea primelor versiuni preliminare a fost supravegheată de către doamna Mary R. 
Maloney. Doamna Lila Lowell s-a ocupat de realizarea ultimei ediții preliminare șia dactilografiat 
cea mai mare parte a manuscrisului final. Ilustraţiile își datorează forma finală lui Felix Cooper. 

Sint recunoscător tuturor celor care şi-au adus contribuţia în vreun fel, dar responsabili- 
tatea finală asupra manuscrisului îmi revine mie. Voi considera binevenite orice corecturi, re- 
clamații, laude și sugestii de revizuire ulterioare, precum și idei pentru noi experienţe pentru 
acasă, care îmi pot fi trimise pe adresa: Physics Department, University of California, Berkeley, 
California 94720. Orice experienţă pentru acasă introdusă în următoarea ediție va indica numele 
celui care a propus-o, chiar dacă se întîmplă să fi fost deja efectuată de Lordul Rayleigh sau 
de altcineva. 


F,S. Crawford, Jr, 
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Îndrumări metodice 


Organizarea cursului 


Undele progresive sînt foarte atrăgătoare din punct de vedere estetic și ar fi tentant să 
începem cu ele. Dar, în pofida esteticii și a frumuseții lor matematice, undele sînt destul de 
complicate din punct de vedere fizic, deoarece implică interacții între multe particule. Deoarece 
doresc să pun în evidență sistemele fizice și nu matematica, voi începe cu cel mai simplu sistem 
fizic şi nu cu cea mai simplă undă. 


Capitolul 1. Oscilaţiile libere ale sistemelor simple, Pentru început, trecem în revistă oscila- 
țiile libere ale unui oscilator unidimensional, subliniind aspectele fizice ale inerției şi forţei de 
revenire, semnificația fizică a lui e? și faptul că, pentru a avea o mișcare armonică simplă în 
căzul unui sistem real, amplitudinea oscilaţiilor nu trebuie să fie prea mare.. În continuare, con- 
siderăm oscilațiile libere ale unui sistem de doi oscilatori cuplați şi introducem conceptul de 
mod normal. Subliniem faptul că un mod seamănă cu un oscilator armonic unic „extins“, ale 
cărui părți pulsează toate cu aceeași frecvență și în fază, precum şi faptul că, pentru un mod dat, 
«2? are semnificația fizică pe care o avea în cazul oscilatorului unidimensional. 

Ce se poate omite. Pe parcursul cărții, citeva sisteme fizice apar în mod repetat. Profesorul 
nu trebuie să le discute pe toate și nici studentul să le studieze pe toate. Exemplele 2 și 8 se 
referă la oscilațiile longitudinale ale unui corp legat de două resorturi, pentru un grad de liber- 
tate (ex. 2) și două grade de libertate (ex. 8). În capitolele ulterioare, acest sistem este extins 
la multe grade de libertate, la sisteme continue (o coardă de cauciuc şi un resort slab care exe 
cută oscilații longitudinale) și este folosit ca model pentru a ajuta înțelegerea undelor sonore. 
Profesorul care dorește să omită din curs undele sonore, poate omite de la început toate oscila- 
țiile longitudinale. La fel, exemplele 4 și 10 se referă la circuite LC cu unul sau două grade de 
libertate. În capitolele ulterioare, ele sînt extinse la rețele LC şi apoi la linii de transmisie conti- 
nue. De aceea, profesorii care vor să lase deoparte studiul undelor electromagnetice în liniile 
de transmisie pot omite toate exemplele simple de circuite LC, chiar de la început. (Se poate 
proceda astfel, făcîndu-se totuși o analiză completă a undelor electromagnetice, dacă se studiază 
în capitolul 7 ecuaţiile lui Maxwell.) Nu omiteți oscilațiile transversale (exemplele 3 și 9). 

Experienţe pentru acasă. Recomandăm insistent experiența 1.24 (Oscilaţiile nivelului apei 
dintr-un vas) şi problema corespunzătoare 1.25 (Seișe), pentru a stimula studentul să înceapă 
să lucreze singur. Experiența 1.8 (Cutii de conserve cuplate) poate fi efectuată la curs. Aveţi 
desigur montată o astfel de experiență de curs (cu pendule cuplate). Cu toate acestea, eu reco- 
mand folosirea cutiilor de conserve și a unor resorturi simple, chiar la curs, pentru a încuraja 
st-dentul să lucreze și singur cu ele. 


Capitolul 2. Oscilaţiile libere ale sistemelor cu multe grade de libertate. Mărim numărul 
gradelor de libertate de la două la un număr foarte mare și găsim modurile transversale — unde- 
le staționare — ale unei coarde cu distribuție continuă de masă (coardă continuă), Definim nu- 
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mărul de undă & și introducem noțiunea de relație de dispersie, care îl determină pe & în funcție 
de F&. Folosim modurile coardei, pentru a introduce în paragraful 2.3 analiza Fourier a funcțiilor 
periodice. Relaţia de dispersie exactă, pentru o coardă cu masa distribuită în mod discontinuu, 
este dată în paragraful 2.4. - 

Ce se poate omite. Paragraful 2.3 este facultativ — în special dacă studenții cunosc deja 
puțină analiză Fourier. Exemplul 5 (din paragraful 2.4) se referă la o rețea liniară de pendule 
cuplate, cel mai simplu sistem care are o frecvență de tăiere inferioară. El este folosit ulterior 
pentru a explica comportarea altor sisteme care au o frecvență de tăiere inferioară. Profesorii 
care nu doresc să trateze sistemele acționate sub frecvența de tăiere inferioară (ghiduri de undă, 
ionosfera, reflexia totală a luminii în sticlă, pătrunderea undelor de Broglie printr-o barieră, 
filtrul trece-sus etc.) pot omite exemplul 5. 


Capitolul 3. Oscilaţii forțate, În capitolele 1 și 2 am început cu oscilațiile libere ale unui 
oscilator armonic şi am încheiat cu undele staționare libere ale sistemelor închise. În capitolele 
3 și 4 considerăm oscilațiile forțate, mai întîi ale sistemelor închise (capitolul 3), unde descope- 
rim „rezonanțe“, și apoi în sisteme deschise (capitolul 4), în care punem în evidență undele pro- 
gresive. În paragraful 3.2, trecem în revistă oscilațiile forțate unidimensionale cu amortizare, 
considerînd atît regimul tranzitoriu cît și cel staționar. Trecem apoi la două sau mai multe grade 
de libertate și constatăm că există cite o rezonanță pentru fiecare mod de oscilație liberă. Consi:. 
derăm, de asemenea, sisteme închise excitate cu o frecvență inferioară celei mai joase (sau supe- 
rioară celei mai înalte) frecvențe a modurilor și descoperim undele exponențiale și acțiunea de 
„filtrare“. 

Ce se poate omite. Efectele tranzitorii (din paragraful 3.2) pot fi omise. Poate fi, de ase- 
menea, omis tot ceea ce se referă la sisteme acționate deasupra frecvenței de tăiere. 

Experienţe pentru acasă. Pentru experiențele 3.8 (Oscilaţiile forțate ale unui sistem de două 
cutii de conserve cuplate) și 3.16 (Filtru mecanic trece-bandă) sint necesare discuri de picup, 
Ele constituie excelente demonstraţii ce pot fi efectuate la curs, în special pentru undele expo- 
nențiale în sisteme excitate deasupra frecvenţei de tăiere. 


Capitolul 4. Unde progresive, Aici introducem undele progresive care rezultă din oscilațiile 
forțate ale unui sistem deschis (spre deosebire de undele staționare, produse de oscilațiile forțate 
ale sistemelor închise, pe care le-am găsit în capitolul 3). Restul capitolului 4 este dedicat stu- 
diului vitezei de fază (incluzînd dispersia) și al impedanței în undele progresive. Subliniem distinc- 
ţia dintre cele două „mărimi fundamentale ale undelor progresive“, viteza de fază şi impedanța 
şi „mărimile din cazul undelor staționare“, inerția și forța de revenire, precum şi diferența dintre 
relațiile de fază în cazul undelor staționare şi al celor progresive. 

Experienţe pentru acasă. Recomandăm experiența 4.12 (Prisma de apă) pentru care este 
nevoie pentru prima oară de trusa de optică; ea foloseşte un filtru purpuriu (care lasă să treacă 
culoarea roșie și cea albastră, dar oprește verdele). Recomandăm insistent să efectuaţi experiența 
4.18 (Măsurarea constantei solare la suprafața Pămîntului), folosindu-vă fața ca detector. 


Capitolul 5. Reflexia. La sfirșitul capitolului 4 avem la dispoziție atit undele staționare cît 
şi cele progresive (unidimensionale). În capitolul 5 considerăm suprapuneri generale de unde 
staționare și progresive. Pentru a deduce coeficienții de reflexie, aplicăm într-un mod foarte 
„fizic“ principiul superpoziţiei, în loc să punem accentul pe condiţiile la limită. (Folosirea condi: 
țiilor la limită este subliniată în probleme.) 

Ce se poate omite. Există multe exemple, referitoare la sunet, linii de transmisie și lumină. 
Nu le parcurgeți pe toate ! Capitolul 5 este, în esență, o „aplicație“ a celor învățate în capitolele 
1—4. Oricare parte a lui poate fi omisă. 

Experienţe pentru acasă. Fiecare student trebuie să efectueze experiența 5.3. (Unde sta- 
ționare în regim tranzitoriu într-un resort slab). Experiențele 5.17 și 5.18 sînt deosebit de inte 


resante. 
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Capitolul 6. Modulaţii, pulsuri și pachete de unde. În capitolele 1—5 am lucrat, în cea mai 
mare parte, cu o singură frecvență w (cu excepția paragrafului 2.3 referitor la analiza 
Fourier). În capitolul 6 considerăm superpo ziții ale unor oscilații de diferite frecvențe pen- 
tru a forma pulsuri și pachete de undă, extinzind analiza Fourier (dezvoltată în capitolul 2 
pentru funcții periodice) în cazul funcțiilor neperiodice. 

Ce se poate omite. Cea mai mare parte a fizicii este conținută în primele trei paragrafe. 
Profesorii care au omis din curs analiza Fourier din paragraful 2.3, pot trece peste paragrafele 6.4 
şi 6.5, în care se introduc și sînt aplicate integralele Fourier. 


Experienţe pentru acasă. Nimeni nu crede în viteza de grup, pînă cînd nu urmărește pa- 
chetele de undă pe suprafața apei (vezi experiența 6.11). De asemenea, trebuie neapărat să 
fie efectuate experiențele 6.12 și 6.13. 

Probleme. Modulația în frecvență și cea în fază sînt analizate mai mult în probleme decît 
în text. Astfel sînt unele aplicații recente ca de pildă laserul cu moduri calate (sincronizate) (pro- 
blema 6.23), multiplexarea frecvenței (problema 6.32) şi spectroscopia Fourier interferometrică 
multiplexată (problema 6.33). 


Capitolul 7. Unde în două și în trei dimensiuni. În capitolele 1—6, toate undele au fost 
unidimensionale. În capitolul 7, trecem la trei dimensiuni. Este introdus vectorul de propagare k. 
Undele electromagnetice sint studiate folosindu-se ca punct de plecare ecuațiile lui Maxwell. 
(În capitolele anterioare au fost considerate multe exemple de unde electromagnetice pe linii 
de transmisie, deduse din exemplul circuitului LC.) Sint, de asemenea, studiate undele pe apă. 


Ce se poate omite. Paragraful 7.3 (Unde pe apă) poate fi omis, dar recomandăm experien- 
țele cu unde pe apă, indiferent dacă acest paragraf a fost sau nu studiat. Un profesor interesat 
ndeosebi de optică poate să-şi înceapă cursul cu paragraful 7.4 (Unde electromagnetice) și să- 
cntinue cu capitolele 7, 8 şi 9. 


Capitolul 8. Polarizarea, Acest capitol este dedicat studiului polarizării undelor electro- 
magnetice şi a undelor formate în resorturi, subliniindu-se relația fizică dintre polarizarea par- 
țială şi coerență. 

Experienţe pentru acasă. Fiecare student trebuie să efectueze cel puțin experiențele 8. 12, 
8.14, 8.16 şi 8.18 (pentru experiența 8.14, este nevoie de un resort slab; pentru celelalte este: 
necesară o trusă de optică). 


Capitolul 9. Interferenţa și difracția. În acest capitol considerăm suprapuneri de unde care 
au parcurs drumuri diferite de la sursă pînă la detector. Subliniem semnificația fizică a coeren- 
ței. Optica geometrică este tratată ca un fenomen ondulatoriu — comportarea unui fascicul limi- 
tat prin difracție, incident pe diverse suprafețe reflectătoare şi refractante. 

Experienţe pentru acasă. Fiecare student trebuie să efectueze cel puțin cîte una din nume- 
roasele experiențe referitoare la interferență, difracție, coerență şi optica geometrică. Recoman- 
dăm, de asemenea, cu insistență experiența 9.50 (Radiația cuadrupolară a unui diapazon). 


Probleme. Unele subiecte sînt tratate în probleme: interferometre stelare, incluzind „inter” 
ferometria cu bază lungă“ dezvoltată recent (problema 9.57); analogia între microscopul cu con- 
trast de fază și conversia undelor radio MA în unde MF este discutată în problema 9.59. 


Experiențe pentru acasă 
Observaţii generale. Trebuie efectuată cel puțin o experiență pe săptămină. Pentru ușu- 


rință, menționăm mai jos toate experiențele referitoare la undele pe apă, undele în resorturi și 
undele sonore, Descriem, de asemenea, trusa de optică necesară efectuării experiențelor de optică. 
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Unde pe apă. Sint analizate în capitolul 7; în plus, ele formează un subiect reluat în per- 
manență, dezvoltat în următoarea serie de experiențe simple: 


1.24. Oscilaţiile nivelului apei dintr-un vas. 

1.25. Seișe. 

2.31. Unde staționare în formă de dinți de ferăstrău în apă puțin adiîncă. 
2.33. Moduri de tensiune superficială. 

3.33. Unde staționare în formă de dinţi de ferăstrău în apă puțin adincă. 
3.34. Unde staționare bidimensionale rectangulare pe suprafața apei. 

3.35. Unde staționare în apă. 

6.11. Pachete de unde pe apă. 

6.12. Pachete de unde în apă puțin adincă — unde de maree. 

6.19. Vitezele de fază și de grup pentru undele de apă adincă. 

6.25. Rezonanța undelor de maree. 

7.11. Legea de dispersie pentru unde pe apă. 

9.29. Difracţia undelor pe apă. 


Resorturi slabe. Fiecare student trebuie să-și procure un resort slab, adică un resort care 
poate fi întins pînă la o lungime foarte mare în comparație cu lungimea lui în stare nedeformată. 
Pentru patru din experienţele care urmează, aveţi nevoie şi de un picup, care reprezintă singurul 
obiect mai costisitor folosit în aceste experienţe. Totuși, un picup nu este prea greu de procurat. 
(Experiențele care necesită picupuri constituie foarte bune demonstrații de curs.) 

1.8. Cutii de conserve cuplate. 

2.1. Resortul slab — dependența frecvenței de lungime. 

2.2. Resortul slab ca un sistem continuu. 

2.4. „Timbrul sunetului“ unui resort slab. 

3.7. Rezonanţa unui resort slab, amortizat (este necesar un picup). 

3.8. Oscilațiile forțate ale unui sistem format din două cutii de conserve cuplate (este necesar 
un picup). 

3.16. Filtru mecanic trece-bandă (este necesar un picup). 

3.23. Penetrația exponențială într-o regiune reactivă (este necesar un picup). 

4.4, Viteza de fază a undelor dintr-un resort slab. 

3.3. Unde staționare în regim tranzitoriu într-un resort slab. 

8.14. Polarizarea resortului slab. 


Sunetul. În mvlte experiențe referitoare la sunet se folosesc două diapazoane identice, de 
preferință pentru notele do (523,3 Hz) sau la (440 Hz). Pentru o serie de experiențe aveți nevoie 
şi de citeva tuburi de carton de tipul celor folosite pentru expedieri poștale. Următoarele expe- 
riențe se referă la sunet: 

1.4. Măsurarea frecvenței vibrațiilor. 
1.7. Pinze de ferăstrău cuplate. 
1.12. Bătăi obținute cu două diapazoane. 
1.13, Neliniaritatea. urechii — tonuri de combinaţie. 
1-48. Bătăi obținute cu două coarde de chitară neidentice slab cuplate. 
2.4, „Timbrul sunetului“ unui resort slab. 
2.5. Pianul ca instrument de analiză Fourier — insensibilitatea urechii în ce priveşte faza. 
2.6. Armonicele pianului — scara egal temperată. 
3,27. Lărgimea rezonanţei în cazul unui tub de carton. 
4.6. Măsurarea, vitezei sunetului cu pachete de unde (rezonatorul Heiruboltă). 
4,16. Viteza sunetului în aer, heliu și gaz natural. 
4.26. Impedanța sunetului. 
5.15. Lungimea efectivă a unui tub deschis la ambele capete pentru undele staționare. 
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5.16. Rezonanţe în tuburi de carton. 

5.17. Este sistemul auditiv (timpan, nervi, creier) un detector de fază? 
5.18. Măsurarea fazei relative la cele două capete ale unui tub deschis. 
5.19. Armonicele superioare ale unui diapazon. 

5.31. Rezonanţe în baloanele pentru copii. 

6.13. Trilurile muzicale și lărgimea de bandă. 

6.50. Distribuţia radiației unui diapazon — radiația cuadrupolară. 


Trusa de optică*. Pentru experiențele de optică este necesară o trusă de optică formată 
din patru polarizori liniari, un polarizor circular, o lamă sfert de undă, o lamă semiundă, o rețea 
de difracție şi patru filtre colorate (roşu, verde, albastru şi purpuriu). Aceste elemente sînt descrise 
în text (polarizorul liniar la pagina 395; polarizorul circular la pagina 416; lamele sfert de 
undă și semiundă la pagina 417; rețeaua de difracție la paginile 473—474). Pentru o serie de 
experiențe sînt necesare, de asemenea, cîteva lamele de microscop, o lampă de proiecție ca 
sursă liniară de lumină şi o lanternă ca sursă punctiformă, descrise în experiența 4.12, la 
pagina 222. În afară de experiența 4.12, toate experiențele care folosesc trusa de optică se 
află în capitolele 8 și 9. Ele sînt prea numeroase pentru a fi enumerate aici. 


Folosirea numerelor complexe. Numerele complexe simplifică întrucitva calculele. algebrice 
atunci cînd suprapunem oscilații sau unde sinusoidale. În același timp însă ele pot să pună în 
umbră fenomenul fizic. Din acest motiv, am evitat folosirea, lor, în special în prima parte a cărții. 
Toate identitățile trigonometrice necesare se găsesc în anexa 5. În capitolul 6, am 
făcut uz de reprezentarea complexă exp (îw 4), pentru a folosi bine cunoscuta metodă grafică 
sau „fazorială“ de suprapunere a vibraţiilor. În capitolul 8 (Polarizarea), mărimile complexe sint 
folosite pe scară largă. În capitolul 9 (Interferenţa şi difracția), nu am folosit prea des mărimile 
complexe, cu toate că ele ar fi simplificat într-o oarecare măsură calculul algebric. Dacă doresc, 
profesorii pot folosi mai des numerele complexe, în special în capitolul 9. În paragrafele referi- 
toare la serii Fourier (paragraful, 2. 3) şi integrale Fourier (paragrafele 6.4 şi 6.5), nu sînt utili- 
zate mărimile complexe. (În mod special am vrut să evit integralele Fourier conținind „frec- 
vențe negative ”!) 


* Pentru efectuarea experiențelor de optică din această carte, autorii au avut în vedere 
o trusă simplă de optică pe care studentul american și-o poate procura din. comerț. Cititorul din 
țara noastră poate efectua toate experiențele, de altfei nepretențioase, cu trusele'sau aparatele 
existente în laboratoarele școlare sau universitare. (N.R.) 
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1.1. INTRODUCERE 


Lumea este plină de obiecte care se mișcă. Mişcările lor pot fi clasifi- 
cate, în mare, în două categorii, după cum obiectul care se mișcă rămîne în 
vecinătatea unei anumite poziții sau se deplasează dintr-o poziţie în alta. 
Exemple din prima categorie sînt un pendul care oscilează, o coardă de vioară 
în vibrație, apa care se clatină într-un vas, electronii care execută mișcări 
de vibraţie (sau alte mișcări) în atomi, lumina care se propagă dus-întors între 
oglinzile unui laser. Exemple corespunzătoare de mișcări de deplasare în spa- 
țiu sînt un puc de hochei care alunecă pe gheaţă, un puls care se propagă 
de-a lungul unei coarde lungi și întinse, atunci cînd este atinsă la un capăt, 
valurile oceanului care se rostogolesc către țărm, fluxul de electroni dintr-un 
tub de televiziune, o rază de lumină emisă de o stea și detectată de ochiul nostru. 
Uneori același fenomen manifestă ambele tipuri de mișcări (de repaus în medie 
sau de deplasare) depinzînd de punctul nostru de vedere: valurile oceanului se 
propagă către țărm, dar apa (precum și un obiect aflat pe suprafața ei) se 
ae pm în sus și în jos (și de asemenea înainte și înapoi) fără a se deplasa. Un 
puls se propagă de-a lungul unei coarde, dar coarda însăși vibrează fără a se 
deplasa. 


Vom studia mai întîi corpurile care rămîn într-o anumită regiune și osci- 
lează sau vibrează în jurul unei poziții medii. În capitolele 1 şi 2, vom studia 
multe exemple de mișcări ale unor sisteme închise care au suferit o excitație 
inițială (printr-o perturbaţie din exterior), fiind lăsate apoi să oscileze liber 
fără nici o altă influență. Astfel de oscilaţii se numesc oscilații Hbere sau pro- 
Brii. Studiul acestor sisteme simple cu una sau două componente mobile, 
efectuat în capitolul 1, va permite înțelegerea oscilaţiilor libere ale sistemelor 
cu multe componente mobile, considerate în capitolul 2. Acolo vom vedea că 
mișcarea unui sistem complicat, avînd multe părți mobile, poate fi conside- 
rată întotdeauna ca fiind compusă din mișcări mai simple, numite moduri, 
care au loc simultan. Oricît de complicat ar fi sistemul, vom.arăta că fiecare 
din modurile sale are proprietăți foarte asemănătoare cu cele ale unui oscila- 
tor armonic simplu. Astfel, vom arăta că, în mișcarea oricărui sistem în- 
tr-un anumit mod, asupra fiecărei părți mobile se exercită aceeaşi fofță de reve- 
nire pe unitatea de masă și pe unitatea de deplasare, și că dependenţa de timp 
a oscilaţiilor tuturor părților mobile este aceeași, cos(wt + q), adică ele au 
aceeași frecvență w și aceeași constantă de fază g. 

Fiecare din sistemele pe care le vom studia va fi descris de o anumită 
mărime fizică, a cărei abatere față de valoarea ei-în poziția de echilibru variază 
în funcţie de poziția în sistem și de timp. În exemplele din mecanică (în care 
părțile mobile sînt puncte materiale supuse unor forțe de revenire), această 
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mărime fizică este deplasarea masei 
aflate în punctul x, y, Z, din poziția 


ei de echilibru. Deplasarea este 
descrisă de un vector Y(x, y, 2,4). 
Uneori vom numi această funcție 
vectorială de x, y, 2 și £ functie de 
undă. (Ea este o funcție continuă de 
7 
———————— 3 săi iti 


x,y şi z, dacă putem aplica aproxi- 

maţia de continuitate, adică dacă 

vecinii cei mai apropiaţi au practic 

aceeași mișcare.) În unele exemple 

din electricitate, mărimea fizică 

poate fi intensitatea curentului elec- 

tric printr-o bobină sau sarcina de 

pe un condensator. În altele, ea 

poate fi intensitatea cîmpului elec- 
tric E(x, y, z, £) sau inducția magne- AMNNNN) 
tică B(x, y,z, ?). În acest caz, undele 

se numesc unde electromagnetice. 


1.2. OSCILAȚIILE LIBERE 
ALE SISTEMELOR 
CU UN GRAD 
DE LIBERTATE 


Vom începe cu obiecte care 
rămîn într-o anumită regiune, osci- 
lînd sau vibrînd în jurul unei poziții 
medii. Spunem despre unele sisteme 
simple, cum sînt un pendul care 
oscilează într-un plan, un corp fixat 


de ca resort Sau lă circuit LC, a Fig. 1.1. Sisteme cu un grad de libertate. 
caror configurație la „orice moment (Pendulul este constrins să oscileze într-un 
poate fi complet specificată printr-o plan.) 


singură mărime, că au un singur 
grad de libertate — altfel spus, o singură componentă mobilă (vezi fig. 1.1). 
De exemplu, un pendul care oscilează poate fi descris prin unghiul pe care îl 
formează firul cu verticala, iar un circuit LC prin sarcina electrică de pe con- 
densator. (Un pendul liber să oscileze în orice direcție, cum este un corp. 
legat de un fir, nu are un singur grad-de libertate, ci două; sînt necesare 
două coordonate pentru a preciza poziţia corpului. Pendulul unei pendule 
este constrîns să oscileze într-un plan și de aceea are numai un singur grad 
de libertate.) 

Pentru toate sistemele cu un grad de libertate, vom găsi că deplasarea 
„componentei mobile“ față de valoarea ei în poziția de echilibru are aceeași 
dependenţă simplă de timp (numită oscilație armonică), 


Vi) = 4 costat + ş). (1) 


Pentru un corp care oscilează, y poate reprezenta deplasarea corpului față 
de poziţia lui de echilibru; pentru circuitul oscilant LC ea poate reprezenta 
intensitatea curentului prin bobină sau sarcina electrică de pe condensator. 
Mai precis, vom arăta că expresia (1) descrie corect dependenţa de timp cu 
condiția ca partea mobilă să nu se deplaseze prea departe de poziția ei de 
echilibru. [Pentru oscilații mari ale unui pendul, expresia (1) reprezintă *o 
aproximație nesatisfăcătoare a mișcării; pentru alungiri mari ale unui resort 
real, forța de revenire nu este proporțională cu alungirea, și mișcarea nu este 
descrisă de relația (1); o sarcină electrică prea mare de pe un condensator 
poate duce la străpungerea acestuia și sarcina nu va mai satisface relația (1).] 


Definiţii. Vom folosi următoarele definiții pentru mărimile din relația (1): 
A este o constantă pozitivă numită amphtudine; e este frecvența unghiulară 
sau pulsația, măsurată în radiani pe secundă ; v = w/2x este frecvența, măsu- 
rată în oscilații pe secundă sau herzi (prescurtat Hz). Inversul lui v se nu- 
mește perioada 1, care se măsoară în secunde pe oscilație: 


EPA (2) 


Constanta de fază sau faza imițială q corespunde alegerii momentului de 
timp zero. Deseori nu ne va interesa în mod deosebit valoarea acestei constante. 
În astfel de cazuri putem întotdeauna să „potrivim ceasul“ așa încît 
să devină zero și să putem scrie y = A cos wt sau y = A sin of, în locul 
relației mai generale (1). 


Forța de revenire și inerția. Comportarea oscilatorie reprezentată de 
relația (1) rezultă întotdeauna din influența reciprocă a două proprietăți 
intrinseci ale sistemului fizic, care au tendințe opuse: forța de revenire şi iner- 
ha. „Forţa de revenire“ încearcă să aducă y la valoarea zero imprimînd o 
„viteză“ convenabilă dy/dt componentei mobile. Cu cît 4 este mai mare, 
cu atît forța de revenire este mai mare. Pentru circuitul oscilant LC, forța 
de revenire este datorată forței de respingere dintre electroni, care face ca 
electronii să nu se acumuleze pe una din plăcile condensatorului, ci să tindă 
să se distribuie în mod egal pe fiecare placă, conducînd la o sarcină nulă. Cea 
de-a doua proprietate, „inerția“, „se opune“ oricărei variaţii a vitezei dy/d?. 
Pentru circuitul oscilant LC, inerția este datorată inductanţei L, care se opune 
“oricărei variaţii a intensității curentului electric dy/d: (dacă y reprezintă 
sarcina de pe condensator). 


Comportarea oscilatorie. Dacă pornim cu un y pozitiv și cu dy/d? zero, 
forța de revenire imprimă o acceleraţie care conduce la o viteză negativă. În 
momentul în care V a revenit la zero, viteza negativă este maximă. Forţa 
de revenire este zero, atunci cînd y = 0, dar viteza negativă dețermină acum 


o deplasare negativă. Forţa de revenire devine acum pozitivă, dar ea trebuie 
să învingă inerția datorată vitezei negative. În sfîrșit, viteza dy/dt devine 
zero, dar în acel moment elongația este mare și negativă și procesul se inver- 
sează. Ciclul se repetă din nou: forța de revenire încearcă să aducă y la zero; 
prin aceasta, ea generează o viteză, inerția menţine viteza și face ca y să 
„își schimbe semnul“. Sistemul oscilează. 
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Semnificaţia fizică a lui w?. Frecvența unghiulară a oscilației, w, este 
legată în fiecare caz (după cum vom arăta) de proprietăţile fizice ale siste- 
mului, prin relația 


w? = forța de revenire pe unitatea de deplasare și pe unitateademasă. | (3) 


Uneori, ca în cazul exemplelor din electricitate (circuitul LC), „inerția“ poate 
să nu fie de fapt masa. 


Oscilaţii amortizate. Dacă este lăsat liber, un sistem oscilant va continua 
să oscileze la nesfîrșit conform relației (1). Dar, în toate situaţiile fizice reale, 
există procese „de frecare“ sau „de rezistență“, care „amortizează“ mișcarea. 
Astfel, o descriere mai realistă a unui sistem oscilant este dată de o „oscilație 
amortizată“. Dacă facem ca un sistem să înceapă să oscileze la £ = 0 (impri- 
mâînd unui corp un impuls, închizînd întrerupătorul unui circuit etc.), găsim 
că (vezi vol. 1, capitolul 7, pag. 242): 


V(£) = Ae”t!2: cos (ot + e), (4) 


la 4 > 0, subînțelegînd că y este zero pentru £ < 0. Pentru simplitate, vom 
folosi, în exemplele care urmează, relația (1) în locul relației mai realiste (4). 
Neglijăm astfel frecarea (sau rezistența electrică în cazul circuitului LC), 
luînd constanta de timp + infinită. 


Exemplul 1. Pendulul 


Un pendul simplu constă dintr-un fir sau o tijă fără masă de lungime 7, 
cu capătul de sus fixat de un suport rigid, și avînd în capătul de jos un corp 
„punctiform“ de masă M (vezi fig. 1.2). Fie y unghiul (în radiani) pe care îl 
formează firul cu verticala. (Pendulul oscilează într-un plan; configurația 
lui este dată numai de y.) Deplasarea corpului, măsurată de-a lungul arcului 
de cerc al traiectoriei sale este /V. Viteza tangenţială instantanee corespun- 
zătoare este /dy/dt. Accelerația tangenţială corespunzătoare este /d2y/d72. 
Forța de revenire este componenta tangenţială a forței. Firul nu contribuie 
la această componentă a forței. Greutatea Mg contribuie cu componenta 
tangenţială — Mg sin y. Legea a doua a lui Newton (produsul dintre masă 
și acceleraţie este egal cu forța) dă: 


Mid 
d? 


Folosim acum dezvoltarea în serie 
Taylor [relația (4) din Anexă] 
A y3 : p5 
par, 6 
sin p = — St 6) 


unde prin ... am notat restul seriei k TA 
infinite. Vedem că pentru y sufi- 

cient de mic (în radiani, reaminti- 

ţi-vă) putem neglija toți termenii E 
din dezvoltarea (6) cu excepția pri- 

mului termen, V. Puteţi întreba: 

„ce înseamnă suficient de mic?“ Fig. 1.2. Pendulul simplu. 


— Mg siny (4. (5) 
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Această întrebare nu admite un răspuns universal — el depinde de cît 
de precis putem să determinăm funcția Y(£) în experienţa pe care o avem 
în vedere (aceasta este fizica, amintiți-vă — nimic nu este perfect măsurabil), 
precum și de pretenţiile pe care le avem. 

De exemplu, pentru y = 0, 10 rad (5,7 grade), sin 4 este egal cu 0,0998; 
în unele probleme „0,0998 = 0,1000”' nu este o aproximație satisfăcătoare. 
Pentru y = 1,0 rad (57,3 grade), sin y este egal cu 0,841; în unele probleme 
„0,8 = 1,0”' este o aproximaţie bună. 

Dacă reținem numai primul termen din dezvoltarea (6), atunci ecuaţia (5) 
ia forma 


2 
D= — et, () 
unde 
PI SE ) (8) 


Soluţia generală a ecuației (7) este oscilația armonică dată de: 
V(î) = A cos (of + e). 


Observăm că frecvența unghiulară a oscilației, dată de relaţia (8), poate fi 
scrisă ca 


w? = forţa de revenire pe unitatea de deplasare şi pe unitatea de masă: 


îdu Megy PAL 
(9)M 2 


luînd în mod aproximativ sin 4 egal cu y. 

Cele două constante A și p se determină din condiţiile inițiale, adică din 
valorile elongației și vitezei la momentul ţ = 0. (Deoarece y este o deplasare 
unghiulară, „viteza“ corespunzătoare este viteza unghiulară dy/d/.) Astfel 
avem: 


V(4) = A cos (of + ș), 


FAȚA — = casă ist a). 
astfel încît: 
V(0) = A cos e 
V(0) = — wA sin 9. 


Din aceste două ecuații putem afla constanta pozitivă A, precum și pe sin e 
şi pe cos q (din care se determină e). 


Exemplul 2. Corp fixat de două resorturi— oscilaţii longitudinale 


Corpul de masă M alunecă pe o suprafață fără frecări. El este Jegat de 
doi pereţi rigizi prin intermediul a două resorturi identice, fiecare avînd masa 
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zero, constanta-elastică i: și lungimea 
în stare nedeformată ag. În poziția de 
echilibru fiecare resort este întins pînă [300 M er] 
la lungimea 4, și astfel în fiecare resort 


pace în eibre.„ete e rit ÎI III 


distanța de la M pînă la peretele din | 
stînga. Atunci distanța pînă la peretele 

din dreapta este 2 a — z (vezi fig. 1.3, c). (a) 
Resortul din stînga exercită o forță 

K(2 — ao) în direcția —z. Resortul 

din dreapta exercită o forță K(2a — 

— 2 — do) în direcția +z. Forța totală 


(i ma Ep iii suprapunerea PET "PR 
suma) acestor două forțe: m-a N) 
F, = — K(2 — ao) + K(2a — | R 

— 2 — 0) = — 2K(z— a). (b) 


Legea a doua a lui Newton dă: 


2a — z 


a =F, = — 2K(— a)... (0). IN e 
Deplasarea față de echilibru este z — a. DER 1) 


Notăm această mărime prin y(7): | 
i 2) 
VW = 20 —a, acasă 


(c) 
atunci 
2 2 Fig. 1.3. Oscilaţii longitudinale. (a) Resorturi 
dy pa dz nedeformate și nelegate. (P) Resorturi legate, 
d£ sa M în poziția de echilibru. (c) Configurația 
. generală. 


Putem scrie acum ecuaţia (9) sub forma: 
— = — 0%, (10) 
cu 


mi = ——: (11) 


Soluția generală a ecuației (10) este din nou oscilația armonică 
p = A cos (o + ș). Observăm că relația (11) are forma e? = forța pe uni- 
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tatea de deplasare și pe unitatea de masă, deoarece pentru o deplasare 4 
forţa de revenire este 2Ky. 


Exemplul 3. Corp fixat de două resorturi — oscilaţii transversale 

Sistemul este prezentat în figura 1.4. Corpul de masă M este legat de 
două suporturi rigide prin intermediul a două resorturi identice. Resorturile 
au fiecare masa zero, constanta elastică K și lungimea în stare nedeformată 
ao. Ele au fiecare lungimea 4, în poziția de echilibru a lui M. Neglijăm efectul 
gravitaţiei. (Greutatea nu produce nici o forță de revenire în această problemă. 
Ea face ca sistemul să „se curbeze“ puțin, dar aceasta nu afectează rezulta- 
tele în ordinul de aproximaţie în care sîntem interesați.) Corpul M are acum 
trei grade de libertate: el se pate mișca în direcţia z (de-a lungul axei resor- 
turilor) dînd naștere unor uscilații „longitudinale“. Aceasta este mișcarea pe 
care am considerat-o mai sus, și nu vom mai repeta consideraţiile de acolo. 
El se poate mișca, de asemenea, pe direcția x sau pe direcția y, efectuînd osci- 
lații „transversale“. Pentru simplitate, să considerăm numai mișcarea de-a 
lungul axei x. Ne putem imagina că există anumite legături, fără frecări, 
care asigură libertatea completă a mișcării în direcția transversală x, dar 
împiedică mișcarea de-a lungul lui y și z. (De exemplu, am putea să găurim 
corpul M și să trecem prin el o vergea fără frecări, legată rigid de pereți și 
orientată de-a lungul axei x. Ne putem convinge ușor însă că o astfel de con- 
strîngere nu este necesară. Din simetria figurii 1.4, se poate vedea că, dacă la 
un anumit moment sistemul oscilează de-a lungul lui x, el nu manifestă nici 
o tendință de a se mișca de-a lungul lui y sau z. Această situație este valabilă 
pentru fiecare din celelalte două grade de libertate: nici o forță neechili- 
brată nu se dezvoltă de-a lungul lui x sau y datorită oscilației pe axa z, sau 
de-a lungul lui x sau z datorită oscilației pe axa v.) 


Gl NINA ANII) je 


V (iese din planul 
hirtiei) 


M 


| fp 
i calit dp ete aa 


Fig. 1.4. Oscilaţii transversale. (a) Configurația de echilibru. (5) Configuraţia, 
generală (pentru mişcarea de-a lungul lui ). 
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La echilibru (fig. 1.4, a) fiecare resort are lungimea a și în el se dezvoltă 
o tensiune 7, dată de: 


To = K(a — ao). | (12) 


În configurația generală (fig. 1.4, b), fiecare resort are lungimea 7 și tensiunea: 
T = K(— ao). (13) 


Această tensiune se exercită de-a lungul axei resortului. Luînd componenta x 
a acestei forțe, vedem că fiecare resort contribuie cu o forță de revenire egală 
cu T sin 0 în direcția —x. Folosind legea a doua a lui Newton și faptul că 
sin 6 este egal cu x//, obținem: 

2 
MS = F,= ct dA Biti Onetti 2000, pe a) = a. 2Ka | m. i: (14) 


Ecuația (14) este exactă, în presupunerile făcute (incluzînd presupunerea, 
exprimată prin relația (13), că resortul este „liniar“ sau se supune „legii lui 
Hooke“). Observaţi că lungimea resortului / care apare în membrul drept al 
ecuaţiei (14) este o funcţie de x. De aceea, ecuaţia (14) nu este exact de for- 
ma care dă naștere la oscilații armonice, deoarece forța de revenire asupra lui 
M nu este riguros direct proporțională cu deplasarea față de echilibru, x. 


Aproximaţia resortului slab*. Există două moduri interesante de a obţine 
o ecuaţie aproximativă avînd o forță de revenire liniară. Prima cale va fi 
numită aproximația vesortului slab, în care neglijăm ao/a în comparaţie cu 
unitatea. Astfel, deoarece / este întotdeauna mai mare decît a, vom neglija 
o/l în ecuaţia (14). Folosind această aproximaţie, putem scrie ecuația (14) 
sub forma: 


2 
TE — ata E] (15) 
cu 
| 2K 21 
2 == (pentru 4 =0). 16 
el e taia (p d = 0) (16) 


Această ecuație are soluția = A cos (w?+-q), adică o oscilație armonică. Obser- 
vaţi că nu există nici o restricție asupra amplitudinii A. Putem avea oscilații 
„mari“ și forța de revenire să fie tot perfect liniară. Observaţi, de asemenea, 
că frecvenţa oscilaţiilor transversale, dată de relația (16), este aceeași cu cea 
a oscilaţiilor longitudinale, dată de relația (11). Aceasta nu se întîmplă în 
general. Egalitatea este valabilă numai în aproximaţia resortului slab în care 
luăm efectiv 40=0. 


Aproximaţia micilor oscilații. Dacă ao nu poate fi neglijat în raport cu 
a (ca, de pildă, în cazul unei coarde de cauciuc în condiţiile întîlnite de obicei 


* În original „Slinky approximation“. Cuvîntul „slinky“ desemnează o jucărie pentru 
copii care poate fi, de exemplu, un arc elicoidal cu lungimea ag în stare nedeformată de aproxi- 
mativ 7— 10 cm și care poate fi întins pînă la o lungime a de aproximativ 3—5 m, fără a se de- 
păşi limita elastică. În acest volum, cuvîntul „slinky“ a fost tradus prin „resort slab“. (N.T.) 
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în demonstrațiile de laborator), aproximaţia resortului slab nu poate fi apli- 
cată. Atunci forța F,, în ecuaţia (14), nu depinde liniar de x. Vom arăta to- 
tuși că, dacă deplasările x sînt mici în comparație cu lungimea g, atunci 7 
diferă de a doar printr-o mărime de ordinul lui (x/a)?. În aproximația micilor 
oscilații, neglijăm termenii din F, care sînt neliniari în x/a. Să aplicăm acum 
calculul algebric: vrem să îl exprimăm pe / în ecuația (14) ca J=a+ „o 
mărime suplimentară“ care se anulează cînd x = 0. Deoarece i este mai 
mare decît a, indiferent dacă x este pozitiv sau negativ, mărimea adăugată 
trebuie să fie o funcție pară de x. De fapt, din tigura 1.4, avem: 


P=a2+ = a21l+e), ez 5. 


păi popa fi ae )+(ae)- -| (17) 


unde am folosit dezvoltarea în serie Taylor [relația (20) din Anexă] pentru 


Astfel 


(1 + 3%) cun = — si x = e. În continuare, aplicăm aproximaţia micilor 


oscilații. Presupunem că avem e < | și neglijăm termenii de ordin superior 
ai seriei infinite din relația (17). (În final, vom omite toți termenii, cu excep- 
ţia primului termen, 1/a.) Astfel, avem: 


1 1 1 1 la 

— 2 —|i—l=cil=— li: 18 

= bal (ea) d 
Introducînd relaţia (18) în ecuația (14) obținem: 


baz Sl ia ef -(73)+..- 
d&2 M / M a 


2K K A 
= pa ui ae + e ce(2) Fa (19) 


Neglijînd termenul de ordinul trei și cei superiori, obţinem: 


— 2 — (a — ao) = — . (20) 


[În cea de-a doua egalitate din ecuaţia (20), am folosit expresia lui 7 dată 
de relaţia (12).] Ecuația (20) este de forma: 


d2x Ș 
ze e e 0 A 
d? 
cu 
Er (21) 
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Prin urmare x(/) reprezintă o oscilație armonică 
x(î) = A cos (ot +:9). 


Observaţi că w? dat de relația (21) reprezintă forța de revenire pe unitatea 
de deplasare și pe unitatea de masă: pentru oscilații mici forța de revenire 
este egală cu tensiunea To înmulțită cu sin 0, adică cu x/a, şi înmulțită apoi 
cu doi (fiind două resorturi). Deplasarea este x; masa este :M. Astfel, forța 
de revenire pe unitatea de deplasare și unitatea de masă este 27o(x/4)/xM. 
Observaţii că frecvența oscilaţiilor transversale este dată de w? = 27/Ma 
atît în cazul aproximațţiei resortului slab (a = 0) cît și în aproximaţia mici- 
lor oscilații (x/u < 1), după cum putem vedea compa rînd relaţiile (16) şi (21). 
n aproximaţia resortului slab oscilațiile longitudinale au aceeași frecvență, 
după cum putem vedea din relațiile (11) și (16). Dacă aproximaţia resortului 
slab nu este valabilă (adică, dacă raportul ao/a nu poate fi neglijat) atunci 
oscilaţiile longitudinale și oscilaţiile transversale (mici) nu au aceeași frecvență, 
după cum putem vedea din relaţiile (11), (12) şi (21). În acest caz: 


(0th, = Dea (22) 
7 re age ARE a Pa (23) 


Di 


Astfel, în cazul micilor oscilații ale unei coarde de cauciuc (unde ao/a nu poate 
fi neglijat), oscilaţiile longitudinale sînt mai rapide decît oscilațiile transver- 
sale: 


Exemplul 4. Circuitul LC 


(Pentru o analiză mai completă 
a circuitelor LC, vezi volumul 2, 
capitolul8.) Considerăm circuitul LC 
serie din figura 1.5. Sarcina electrică 
ce a trecut de pe placa de jos pe 
cea de sus a condensatorului din 
stînga este Q,. Cea carea trecut de 
jos în sus pe condensatorul din 
dreapta este Q2. Tensiunea la cape- ni mate 
tele bobinei este egală și de sens 
contrar cu tensiunea electromo- 
toare (t.e.m.) autoindusă, deci este 


La dt. Sarcina Q, generează o ten: Fig. 1.5. Circuitul LC serie. Sint indicate 
siune egală cu (0. astfel încît un convențiile de semn pentru Q și 1.Q, 
Q, pozitiv determină un curent în (sau Q,) este pozitiv, dacă placa de sus 
sensul săgeții din figura 1.5. Astfel este pozitivă în raport cu placa de jos; 7 
o sarcină Q, pozitivă face ca L dI/dt este pozitiv, dacă purtătorii de sarcină 
să fie pozitiv. În mod similar, din pozitivă se deplasează în sensul săgeţilor. 
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figura 1.5, un Q, pozitiv dă un L d//d? negativ. Astfel 


LS = C4Q, — C4Q (24) 


La echilibru nu există sarcină pe nici unul din condensatoare. Sarcina Qa 
este creată de curentul I pe seama sarcinii Q.. Astfel, folosind conservarea 
sarcinii şi convenția de semn din figura 1.5 avem: 


Qi = — Q2 (25) 


dQa _ 
E ziuă Vă) 


Din cauza ecuaţiilor (25) și (26) există numai un singur grad de libertate. 
Putem descrie configurația instantanee a sistemului precizînd fie Q,, fie Qz, 
fie I. Intensitatea curentului 7 va fi cea mai convenabilă pentru situațiile 
care vor urma (cînd trecem la sisteme care au mai multe grade de libertate) 
și o vom folosi și acum. Folosim mai întîi ecuația (25) pentru a-l elimina pe 
Q, din ecuaţia (24) ; apoi derivăm în raport cu £ și folosim ecuaţia (26) pentru 
a-l elimina pe Q2: 


pl = C1Q, — C-1Qa = — 2C1Qa; 
d? 
2 
LĂL = 20 60 — — 20-17, 
de? d? 
Astfel intensitatea curentului I(4) satisface ecuația: 
41-14) aan 
de 
cu 
o e Ga (27) 
L 


și I(î) este descris de oscilația armonică: 
I(î) = A cos (ot + e). 


Putem interpreta relația (27) pentru a ilustra faptul că e? este întotdeauna 
„forța de revenire“ pe unitatea de „deplasare“ și pe unitatea de „inerție“. 
Putem lua „forța de revenire“ ca fiind egală cu tensiunea 2C-10, unde Q este 
„deplasarea sarcinii“Q2. Luăm apoi inductanța proprie L ca fiind „inerția. 
sarcinii“. Atunci forța de revenire pe unitatea de deplasare și unitatea de . 
inerție este (2C-10)/QL. 

Aţi remarcat poate un paralelism matematic între exemplele 2, 3 și 4. 
Am luat în mod intenționat, în aceste exemple, aceeași simetrie spațială 
(„inerția“ în centru, „forțele aplicate“ plasate simetric de o parte și de alta), 
pentru a evidenția paralelismul. Astfel de paralelisme sînt deseori utile ca 
procedee mnemotehnice. 
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1.3. LINIARITATEA ȘI PRINCIPIUL SUPERPOZIȚIEI 


În paragraful 1.2, am determinat oscilaţiile pendulului și ale corpului 
fixat de resorturi numai în cazurile în care am putut presupune că forța de 
revenire este proporțională cu — y, fără a depinde (de exemplu) de ț?, y? 
etc. O ecuaţie diferenţială care nu conține decît prima putere a lui y, a lui 
dyflţ, a lui d*y/d etc. se numeşte /imiară în W și în derivatele ei în raport 
cu timpul. Dacă, în plus, nu apar termeni independenți de y, ecuaţia se nu- 
mește omogenă. Dacă în ecuaţie apare orice putere superioară a lui V, ecuația 
se numește nelimară. De exemplu, ecuația (5) este neliniară, după cum putem 
vedea din dezvoltarea lui sin 4 din relația (6). Numai dacă e aaa pu te- 
rile superioare ale lui y, obținem o ecuaţie liniară. 


Ecuațiile neliniare sînt în general dificil de rezolvat. (Ecuația neliniară 
a pendulului este rezolvată exact în volumul 1, pagina 249.) Din fericire, 
există multe situații fizice interesante pentru care ecuaţiile liniare constituie 
o aproximaţie foarte bună. Noi ne vom ocupa aproape exclusiv de ecuaţii 
liniare. 

Ecuaţii liniare și omogene. Ecuațiile diferențiale liniare și omogene au 
următoarea proprietate foarte interesantă și importantă: suma a două soluții 
oarecare este și ea o soluție. Ecuațiile neliniare nu au această proprietate. Suma 
a două soluţii ale unei ecuații neliniare nu reprezintă o soluție a ecuației. 

Vom demonstra aceste afirmații în ambele cazuri (liniar și neliniar) în 
același timp. Presupunem că am găsit ecuația diferențială de mișcare a unui 
sistem cu un grad de libertate, avînd forma 


E — Cp af ++ BV ppt +... (28) 


ca, de pildă, în cazul pendulului [ecuaţiile (5) și (6)] sau pentru oscilațiile 
transversale ale unui corp fixat de două resorturi [ecuaţia (19)]. Dacă con- 
stantele a, B, y etc. sînt toate zero sau pot fi luate egale cu zero cu o aproxi- 
mație suficient de bună, atunci ecuaţia (28) este liniară și omogenă. În caz 
contrar, ecuaţia este neliniară. Presupunem acum că Va(/) este o soluție a 
ecuaţiei (28) şi că va(?) este o soluţie diferită de vu(7). De exemplu, y, poate 
fi soluția care corespunde unei poziții inițiale și unei viteze iniţiale particulare 
ale pendulului, iar y2 poate corespunde unei alte poziţii și viteze inițiale. Prin 
ipoteză, V, și Wa satisfac fiecare ecuația (28). Avem astfel 


DU — Chu aţi Bt tt (39) 
și 
Ti — = = Chat ai + pir +. (90) 


Ne interesează dacă suprapunerea lui Va. și V2, definită ca suma V(7) = Va(2) + 
+ Va(7), satisface aceeași ecuație de mișcare, ecuația (28). Avem sau. nu 


Ph da) 


dA C(pa + Va) th abat Va)? + Bar +...2 (31) 
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Întrebarea (31) are răspunsul „da“, dacă și numai dacă constantele a, f etc. 
sînt nule. Aceasta se arată ușor, după cum urmează. Să adunăm ecuațiile 
(29) și (30). Suma lor conduce la ecuaţia (31) dacă și numai dacă următoarele 
condiții sînt toate satisfăcute: 


dy, de _ d + 2) ş 

aa * af de (32) 
— Ci — Ca = — C(bi + Vo), (33) 
ați + aţi = a(Vi + 2), (34) 
BY + Ba = B(bi + Va) etc. (35) 


Ecuațiile (32) și (33) sînt ambele adevărate. Ecuațiile (34) și (35) sînt satisfă- 
cute doar dacă a și 6 sînt zero. Vedem astfel că suprapunerea a două soluții 
reprezintă ea însăși o soluție dacă și numai dacă ecuaţia este liniară. 

Proprietatea că o suprapunere a două soluții este tot o soluție este spe- 
cifică ecuaţiilor liniare și omogene. Spunem despre oscilaţiile care se supun 
unor astfel de ecuații că satisfac principiul superpoziției. Nu vom studia 
decît acest tip de oscilaţii. 

Superpoziţia condițiilor inițiale. Ca un exemplu de aplicație a conceptu- 
|ui de superpoziție, considerăm mișcarea unui pendul simplu care execută 
mici oscilații. Presupunem că am găsit o soluție 4, care corespunde unui 
anumit set de condiţii inițiale (poziţie și viteză) şi altă soluție y, care cores- 
punde unui set diferit de condiţii inițiale. Presupunem acum că stabilim un 
al treilea set de condiţii inițiale astfel: suprapunem condițiile inițiale care 
corespund lui V, și Wa. Aceasta înseamnă că îi imprimăm pendulului o de- 
plasare inițială egală cu suma algebrică a deplasărilor inițiale corespunză- 
toare mișcărilor Va(£) şi Va(7) și o viteză inițială egală cu suma algebrică a 
celor două viteze inițiale care corespund lui V, și lui V2. Atunci, nu mai 
este nevoie de nici un efort, pentru a găsi noua mișcare, descrisă de Y3(7). 
Soluția Yg este chiar superpoziția Vi, + Va. Vă lăsăm să terminați demon- 
strația. Acest rezultat este valabil numai dacă oscilațiile pendulului sînt sufi- 
cient de mici astfel încît să putem neglija termenii neliniari din forța de reve- 
nire. 

Ecuaţii liniare neomogene. Ecuațiile liniare neomogene (adică, ecuaţiile 
care conţin termeni independenţi de y) satisfac şi ele un principiu al super- 
poziţiei, dar de un tip puțin diferit. Există multe situaţii fizice, analoage unui 
oscilator armonic amortizat, care sînt descrise de ecuația 


ui e a Cule Pih, (36) 


unde F(/) este o forță „externă“, independentă de y(4). Principiul superpo- 
ziției corespunzător este următorul: presupunem că forța externă F,(7) pro- 
duce oscilația y() (atunci cînd F, este singura forță aplicată) şi presupunem 
că o altă forță externă F.(/) produce oscilația Vea(?) (atunci cînd doar Fe(7) 
este prezentă). Atunci, dacă ambele forțe sînt prezente simultan [astfel încît 
forţa totală aplicată este superpoziția Fi(?) + Fa(4)], oscilaţia corespunzătoare 
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[adică soluția care corespunde ecuației (36)] este dată de suprapunerea V(4) = 
= Va() + Va(0). Vă lăsăm să arătaţi că acest rezultat este adevărat pentru 
ecuația liniară și neomogenă (36) și nu este adevărat pentru o ecuaţie neli- 
niară în (7) (vezi problema 1.16). 


Sistemele pe care le-am tratat în paragraful 1.2 precum și exemplele 
privind principiul superpoziţiei din acest paragraf au fost toate sisteme cu 
un Singur grad de libertate. Principiul superpoziţiei este aplicabil însă siste- 
melor cu un număr oarecare de grade de libertate (dacă ecuaţiile sînt liniare), 
și îl vom folosi deseori, fără a-i mai menţiona de obicei numele. 


Exemplul 5. Pendulul sferic 

Pentru a ilustra principiul superpoziţiei cînd avem două grade de liber- 
tate, considerăm mișcarea unui pendul care constă dintr-un mic corp de masă 
M legat de un fir de lungime 7. Pendulul este liber să oscileze în orice direcție 
și se numește pendul sferic. La echilibru firul este vertical, de-a lungul lui z, 
iar corpul se află în punctul x = y = 0. Pentru deplasări x și y suficient de 
mici, puteți arăta ușor că x(/) şi y(7) satisfac ecuațiile diferențiale 


2 
dă i dle mara bea (37) 
d? / ' 
d'y_ Mg 
pa — Ep, (38) 


Aceste două ecuaţii sînt „decuplate“, înțelegînd prin aceasta că componenta x 
a forței depinde numai de x și nu depinde de yși reciproc. Astfel, ecuaţia (37) 
nu îl conține pe y și în mod similar ecuația (38) nu îl conține pe x. Ecua- 
țiile (37) și (38) pot fi rezolvate independent conducînd la soluţiile: 


x(0) = Aucostat + și) (39) 
(D= Aa costat + ge) (40) 
cu 
w2 = & , 
l 


unde constantele A1, Az, ga Și șa sînt determinate de condiţiile inițiale refe- 
ritoare la poziţie și viteză pe direcţiile x și y. Mișcarea completă. poate fi con- 
siderată acum ca o suprapunere a mişcărilor xx(?) și yy(?), unde x și y sînt 
vectori unitate. Utilitatea principiului superpoziției constă în faptul că pu- 
tem să determinăm mișcările pe direcțiile x și y separat şi apoi să supra- 
punem pur și simplu aceste două mișcări pentru a obţine mișcarea completă 
care implică ambele grade de libertate. 


1.4. OSCILAȚIILE LIBERE ALE SISTEMELOR cu DOUĂ GRADE 

DE LIBERTATE 
În natură există multe exemple fascinante de sisteme cu două grade de 
libertate. Cele mai frumcase exemple se referă la molecule și la particulele 


elementare (în special la mezonii K neutri); studiul acestora necesită utili- 
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Fig. 1.6. Sisteme cu două grade de liber- 
tate. (Corpurile sint constrinse să rămînă 
în planul figurii.) 


zarea mecanicii cuantice. Cîteva exemple 
mai simple sînt: pendulul dublu (un 
pendul suspendat de tavan, iar cel de-al 
doilea suspendat de corpul aflat la capă- 
tul celui dintîi), două pendule cuplate 
printr-un resort, o coardă pe câre se 
află două corpuri punctiforme și două 
circuite LC cuplate (vezi fig. 1.6). Pen- 
tru a descrie configurația unui astfel de 
sistem sînt necesare două variabile, fie ele 
Va Și V,. De exemplu, în cazul unui pendul 
simplu, care poate să oscileze liber în 
orice direcție, „componentele mobile“ 4, 
și V, pot fi poziţiile pendulului pe cele 
două direcții orizontale perpendiculare; 
în cazul pendulelor cuplate, componentele 
mobile sînt pozițiile pendulelor ; în cazul 
celor două circuite LC cuplate, „compo- 
nentele mobile“ y, și y, sînt sarcinile elec- 
trice de pe cele două condensatoare sau 
intensităţile curenților din circuite. 
Mişcarea generală a unui sistem cu 
două grade de libertate poate avea un 
aspect foarte complicat; nici una din 
componente nu execută o mișcare armo- 
nică simplă. Vom arăta însă că pentru 
două grade de libertate și pentru ecuaţii 
liniare de mișcare, cea mai generală 
mișcare este o superpoziție a două mișcări 
armonice simple independente, care au 
loc simultan. Aceste două mișcări armo- 
nice simple (descrise mai jos) le numim 
moduri normale sau simplu moduri. Cu 
ajutorul unor condiții iniţiale convena- 
bile (valori inițiale convenabile pentru 
Va Vo dValdt şi dy, /dz) putem face ca 
sistemul să oscileze într-un mod sau în 
altul. Astfel modurile sînt „decuplate“, 
deși părțile mobile sînt cuplate. 
Proprietățile unui mod. Dacă este 
prezent numai un singur mod, fiecare 
parte mobilă execută o mișcare armonică 
simplă. Toate componentele oscilează cu 
aceeași frecvență. Toate trec prin poziți- 


ile lor de echilibru (în care V este zero) simultan. Astfel, de exemplu, nu 
putem avea niciodată pentru un singur mod v,(/) = A cos ot şi V,() = 
= Asin ot (constante de fază diferite) sau V,(7) = A cos cout și V,(7) = B cos coat 
(frecvențe diferite). În locul acestora, pentru un mod (pe care îl numim 


Va(?) = Aa cos(ooat + qi), 


modul 1) avem: 


Vali) = Bucosteost + și) = 2 39, 
i 
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(41) 


cu aceeași frecvenţă şi constantă de fază pentru ambele grade de libertate 
(componente mobile). În mod asemănător, pentru modul 2, ceie două grade 
de libertate a și b se mișcă conform relațiilor: 


Va(î) = Aa cos(ozt + ga) 


Şi) = Ba cos(ost + ei) = e Y.(9). 


Fiecare mod are frecvenţa lui caracteristică: wo, pentru modul 1, e> pentru 
modul 2. În fiecare mod sistemul are de asemenea o „configurație“ sau o 
„formă“ caracteristică, dată de raportul amplitudinilor componentelor mo- 
bile: A4,/B, pentru modul 1 și Az/B2 pentru modul 2. Observaţi că pentru 
un mod raportul V,(£)/y,(£) este constant, independent de timp. El este dat 
de rapoartele 4,/B, sau A2/Bz, care pot fi atît pozitive cît și negative. 
Cea mai generală mișcare a sistemului este (după cum vom arăta) pur 
și simplu o suprapunore a celor două moduri care oscilează în același timp: 


Va(?) = Aicos(ooat + pi) + Aa cos (oozt + 2), 


i Va(î) = Ba cos (out +- pa) + Ba cos (at + eo). 
Să considerăm cîteva exemple particulare. 


(42) 


(43) 


Exemplul 6. Pendulul sferic simplu 

Acest exemplu este întrucîtva prea simplu, în sensul că nu pune în evi- 
dență întreaga complexitate a mișcării generale care corespunde relaţiilor (43), 
din cauză că cele două moduri, corespunzînd oscilaţiilor în direcţiile « și, 
respectiv, y, au aceeași frecvență, dată de w? = g/l. În locul superpoziţiilor 
din relaţiile (43), care corespund la două frecvenţe diferite, avem rezultatele 
mai simple obținute în relaţiile (39) și (40): 


x(?) 2 Va(0) = Aa cos(ot + pi), o =o, 


(44) 

y(?) 2 (0) = Ba cos(ozt + ga), oz=m=o0, 
pe care le-am scris sub o formă asemănătoare cu relaţiile (43). Faptul că cele 
două moduri au aceeași frecvență reprezintă o situație neobișnuită ; cele două 
moduri se numesc „degenerate“. 


Exemplul 7. Oscilatorul armonic bidimensional 


În figura 1.7 este prezentat un corp de masă M care se poate mișca liber 
în planul xy. EL este cuplat cu pereţii prin intermediul a două resorturi fără 
mase, nedeformate, cu constantele de elasticitate K,, orientate de-a lungul 
axei x și prin două resorturi fără mase, nedeformate, avînd constantele de 
elasticitate K3, orientate de-a lungul axei y. În aproximaţia micilor oscilații 
în care neglijăm +2/a2, y2/a? și xy/a?, vom arăta că componenta x a forței de 
revenire este datorată în întregime celor două resorturi K,. La fel, compo- 
nenta y a forței de revenire este datorată în întregime resorturilor K2. Puteţi 
demonstra aceasta scriind explicit expresiile exacte ale lui F, și F, şi negli- 
jînd apoi termenii neliniari. lată și un mod mai simplu de a vedea acest lucru: 
fie poziția de echilibru cea din figura 1.7, a. Efectuăm mintal o mică depla- 
sare x a lui M în direcția +. Forţa de revenire, în acest stadiu al raționa- 
mentului, se obţine din figura 1.7: 


Fa = — 2Ka3%, Ia 00 
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Fig. 1.7. Oscilatorul armonic bidimensional. (a) Echilibrul. (2) Configurația generală. 


În continuare efectuăm o a doua deplasare mică y (pornind din punctul final 
al primei deplasări), de astă dată în direcția +y. Problema care ne intere- 
sează este dacă F, se schimbă sau nu. Resorturile K, se alungesc cu o canti- 
tate mică proporțională cu y2. Neglijăm această alungire. Resorturile K3 își 
modifică lungimile cu o cantitate proporțională cu y (unul se scurtează, celă- 
lalt se alungește), dar proiecția forței lor pe direcția x este proporțională tot 
cu x. Neglijăm produsul xy. În acest fel F, nu se modifică. Un raționament 
similar se aplică lui F,. Obţinem astfel cele două ecuaţii liniare: 


2 2 
MS = — 2 Kux şi MS — — 2Kay, (45) 


care au soluţiile: 


2K 
X= Ai cos(wat + 9), w = Fii , 
| (46) 
2K 
y= Ba cos(cogt -+ 2), w2 = Pa “ 


Observăm că mișcările pe axele x și y sînt independente și că fiecare este o 
oscilație armonică cu o frecvenţă proprie. Astfel, mișcarea pe axa x cores- 
punde unui mod normal de oscilație, mișcarea pe axa y altui mod. Modul x 
are amplitudinea A, și faza inițială q., care depind numai de valorile inițiale 
x(0) şi x(0), adică de deplasarea și viteza pe axa x la momentul /= 0. În 
mod asemănător, modul y are amplitudinea Bz și faza inițială ge, care depind 


doar de valorile inițiale (0) şi y(0). 
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Coordonate „normale“. Observaţi că soluția (46) obţinută de noi, deşi 
este complet generală, nu are încă forma cea mai generală din relația (43). 
Aceasta deoarece am avut noroc ! Alegerea axelor + și y de-a lungul resortu- 
rilor ne-a condus la ecuaţiile decuplate (45), fiecare corespunzînd cîte unui 
mod. Comparînd cu relaţiile (43), observăm că am obținut un 4, în care Az 
este identic zero și un y, în care B, este identic zero. Alegerea convenabilă 
a coordonatelor pe care am făcut-o a condus la ceea ce se numesc coordonate 
„normale“ ; în acest exemplu coordonatele normale sînt x și y. 

Să presupunem că nu am fi fost atît de norocoși sau atît de inteligenți. 
Considerăm că am fi folosit un sistem de coordonate x” și y' legate de x și y 
printr-o rotaţie de unghi «, ca în figura 1.8. Din figură vedem că coordonata 
normală x este o combinaţie liniară a coordonatelor x” și y', ca și cealaltă 
coordonată normală, y. Dacă am fi folosit coordonatele „neconvenabile“ 
x" și y' în locul coordonatelor „bune“ x și y, am fi obținut două ecuaţii dife- 
rențiale „cuplate“, cu x' și y' apărînd în fiecare ecuaţie, în locul ecuațiilor 
decuplate (45). 

n majoritatea problemelor care implică două grade de libertate, nu 
este ușor să găsim coordonatele normale „pe ghicite“, așa cum am făcut în 
acest exemplu. De aceea, ecuaţiile de mișcare ale sistemelor cu diferite grade 
de libertate sînt de obicei ecuaţii cuplate. O metodă de a rezolva aceste două 
ecuații diferențiale cuplate este să căutăm niște variabile noi, care sînt ccm- 
binații liniare ale coordonatelor inițiale, astfel încît noile variabile să satisfacă 
ecuații de mișcare decuplate. Noile variabile se numesc atunci „coordonate 
normale“. În exemplul de față, știm cum să găsim aceste coordonate normale, 
date fiind coordonatele neconvenabile x' și y'. Rotim pur și simplu 
sistemul de coordonate pentru a obţine x şi y, fiecare fiind o combinaţie liniară 
de x” şi y'. Într-o problemă mai generală, ar fi trebuit să folosim o transfor- 
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Fig. 1.8. Rotaţia axelor de coordonate. 


mare liniară de coordonate mai generală decît cea care poate fi obținută printr-o 
simplă rotație. Acesta ar fi fost cazul dacă, de exemplu, perechile de resor- . 
turi din figura 1.7 nu ar fi fost ortogonale. 


Determinarea sistematică a modurilor. Fără a considera vreun sistem 
fizic specific, presupunem că am obținut două ecuații cuplate, liniare și omo- 
gene de ordinul doi, în coordonatele x și y: 


d2x 

—— = — Qă = Ay, 47 
d 1 12% (47) 
d2y 

EȚ 21 22Y. (48) 


Acum Presupunem pur și simplu că avem o oscilație într-un singur mod nor- 
mal. Aceasta înseamnă că ambele grade de libertate, adică x și y, oscilează 
cu mișcări armonice de aceeași frecvenţă şi aceeași constantă de fază. Astfel 
presupunem că avem: 


x = A cos(ot + 9), y = Becos(ot + e), (49) 
cu o și B/A necunoscute deocamdată. Avem atunci: 
d2x goal: AP a 
ep” peapatațbagea 7 meeeviifețeca, (50) 


Introducînd relaţiile (50) în ecuațiile (47) și (48) și aranjînd termenii, obținem 
două ecuaţii liniare şi omogene în x și y: 


(an — 09%) + ay =0, (51) 
dă + (az — 0%)y =0. (52) 
Ecuațiile (51) și (52) dau fiecare raportul vy/x: 
2 — 
En AR. ii N (53) 
pi Aa2 
E APR te, : (54) 
x 2 — (aa 


Pentru compatibilitate, relațiile (53) și (54) trebuie să dea același rezultat. 
De aceea este necesară condiţia: 


t)2 az du __ da 
a eee A ee eat DEI 
A2 2 — A22 
sau 
(au — 0?) (a22 — 0?) — aaa = 0. (55) 


Alt mod de a scrie relația (55) este să impunem Se că determinantul 
coeficienţilor i, liniare și omogene (51) și (52) să se anuleze: 


| = (au — 02) (a2a — 2) — aaa = 0. (56) 


an Aa 
| da da — a? | 
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Relaţia (55) sau (56) este o ecuaţie de gradul doi în variabila w?. Ea are două 
soluţii, pe care le notăm cu wi și 4. Așadar, dacă presupunem că avem o 
oscilație într-un singur mod, sînt posibile exact două căi prin care această 
presupunere poate fi realizată. Frecvența wo este frecvența modului 1; wa 
este cea a modului 2. Forma sau configuraţia lui x și y în modul 1 se obține 
înlocuind w? = w? în oricare din relațiile (53) sau (54). [Ele sînt echivalente, 
din cauza relației (56).] Astfel 


(=) =(24) pla pe ati (57, a) 
A Jmoâul 1 A modul 1 Au du 


X ]moăul 2 A modat 2 As Aa 


După ce am găsit frecvențele modurilor 6, și we și rapoartele amplitudinilor 
B1| Aa şi Ba/As, putem scrie cea mai generală superpoziție a celor două moduri 
astfel: 


La fel: 


x(7) = za?) + za(0) = Aa cos(oout + pa) + Aa cos(oozt + ge), (58) 


B B 
y( = a Aa cos(ost + și) + A Aa cos (oz + 2) = 


1 2 (59) 
= Bu cos(oout + gi) + Ba cos(ozt + pe). 


Observaţi că, deși putem alege complet arbitrar Ai, qi, Az şi q2 în expresia 
(58), nu mai avem nici o libertate în scrierea constantelor din expresia (59), 
deoarece g, și p2au fost deja fixate și deoarece trebuie să satisfacem relaţiile(57). 

Cea mai generală soluție a ecuaţiilor (47) și (48) constă din suprapunerea 
a oricare două soluții independente care satisfac cele patru condiţii inițiale 
date de x(0), x(0), y(0) şi y(0). O suprapunere a celor două moduri normale 
cu cele patru constante As, gs, A2 și ge determinate din cele patru condiţii 
inițiale, este o astfel de soluție. Așadar soluția generală poate fi scrisă (dar 
nu în mod obligatoriu) ca o suprapunere a modurilor. 


Exemplul 8. Oscilaţiile longitudinaie ale unui sistem de două corpuri 
cuplate 

Sistemul este prezentat în figura 1.9. Cele două corpuri de masă M alu- 
necă pe o suprafață fără frecări. Cele trei resorturi nu au masă și sînt identice, 
avînd fiecare constanta elastică K. Vom lăsa cititorului să determine soluția 
sistematică (problema 1. 23) și vom încerca aici să ghicim care sînt modurile 
normale. Știm că trebuie să existe două moduri, deoarece sînt două grade de 
libertate. Într-un mod, fiecare parte mobilă (fiecare corp) oscilează cu o miş- 
care armonică. Aceasta înseamnă că fiecare parte mobilă oscilează cu aceeași 
frecvenţă şi astfel forța de revenire pe umtatea de deplasare și pe unitatea de 
masă este aceeaşi pentru ambele corpuri. (Ştim din paragraful 1.2 că w? repre- 
zintă forța de revenire pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă. Aceasta 
este adevărat pentru fiecare parte mobilă, indiferent dacă ea este un sistem 
izolat cu un singur grad de libertate sau reprezintă o parte a unui sistem mai 
mare. Singura condiție este ca mișcarea să fie o mișcare armonică, cu o sin- 


gură frecvenţă.) 
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Fig. 1.9. Oscilaţii longitudinale. (a) Echilibrul. (b) Configurația generală. 


Îni exemplul de față masele sînt egale. Trebuie deci să căutăm numai 
configurații cu aceeași forță de revenire pe unitatea de deplasare pentru ambele 
corpuri. Să presupunem că deplasările sînt egale și să vedem dacă aceasta 
este posibil: considerăm că pornim din poziția de echilibru și deplasăm apoi 
ambele corpuri pe aceeași distanță spre dreapta. Sînt egale forțele de reve- 
nire exercitate asupra celor două corpuri? Observăm că resortul central are 
aceeași lungime ca în poziția de echilibru, astfel încît el nu exercită nici o 
forță asupra vreunui corp. Corpul din stînga este tras spre stînga deoarece 
resortul din stînga este alungit. Corpul din dreapta este împins spre stînga cu 
aceeași forță, deoarece resortul din dreapta este comprimat în aceeași măsură. 
Am descoperit deci un mod: 


Modul li bu(6 leii cat a (60) 


Frecvența w: = K/M din relaţia (60) rezultă din faptul că fiecare corp osci- 
lează ca și în cazul în care resortul central ar fi înlăturat. 

Să încercăm acum să determinăm cel de-al doilea mod. Din simetrie, 
bănuim că am putea avea un mod dacă a și b s-ar mișca în sensuri opuse. 
Dacă a se deplasează pe o distanţă y, spre dreapta iar b se deplasează pe o 
distanță egală spre stînga, asupra fiecărui corp acționează aceeași forță de 
revenire. Astfel pentru cel de-al doilea mod y, = — y,. Frecvența wz poate 
fi găsită considerînd un singur corp și determinînd forța de revenire cores- 
punzătoare pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă. Considerăm cor- 
pul a din stînga. Acest corp este tras spre stînga de resortul din stînga cu o 
forță F, = — Ky,. El este împins spre stînga de resortul din mijloc cu o 
forță F, == — 2K4. (Factorul 2 apare din cauză că resortul central este 
comprimat cu mărimea 24,.) Astfel forța totală pentru o deplasare 4, este 
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— 3Ky,, iar forța de revenire pe unitatea de deplasare și unitatea de masă 
este 3 K/M: 


SK 
M 


Modul 2: y,=—y,: 43= (61) 


Modurile sînt indicate în figura 1.10. 

Vom rezolva această problemă încă o dată, folosind metoda aflării coor- 
donatelor normale, adică a coordonatelor „bune“. Coordonatele „bune“ sînt 
totdeauna combinaţii liniare ale coordonatelor obișnuite inițiale, astfel încît, 
în loc de două ecuații liniare cuplate se obțin două ecuații decuplate. Din 
figura 1.9, b vedem că ecuațiile de mișcare pentru o configuraţie generală sînt: 


Me = — K+ Ku ţi), (62) 
plai sae iute, hluujiaa 
Mb = — Rh = 4) — Fie (63) 


Analizînd aceste ecuații de mișcare, vedem că prin adunarea sau scăderea lor 
se obțin ecuaţiile decuplate dorite. Adunînd ecuațiile (62) și (63) obţinem: 


MS (a + i) = — Eta + bu) (64) 
Scăzînd ecuaţia (63) din ecuaţia (62) obținem: 
Me 2 = — 3R(4 — 4). (65) 


Ecuațiile (64) şi (65) sînt ecuaţii decuplate în variabilele y, + v, și Va — V,. 
Ele au soluțiile: 


Va da E du(0) = Au coste + go, ai = (66) 


a 1 bea 
A, MU Mu Lui Modul! 
dă V, ca = Y, & 


| a b 
i AIRUINRUUIU AU CRUILUIRUI Bitu 
ageri 


Fig. 1.10. Moduti normale de oscilație longitudiitală. (a) Modul cu frecvența mai 
joasă. (5) Modul cu frecvența mai înaltă. 
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Va — Yo E Va(f) = Aa cos(eoat + 2), us = , (67) 


unde A, și q reprezintă amplitudinea și constanta de fază ale modului | iar 
Aa și oa amplitudinea și constanta de fază ale modului 2. Vedem că V.(7) co- 


respunde mișcării centrului de masă, deoarece - (Va + 4,) este poziția 


centrului de masă. (Putem să împărțim ecuația (64) prin 2 și să definim Va 


ca fiind poziţia centrului de masă. Factorul de proporţionalitate 3 nu pre- 


zintă interes.) Observăm că W, reprezintă comprimarea resortului central 
sau (ceea ce înseamnă același lucru) deplasarea relativă a celor două corpuri. 
Dacă am fi fost destul de inteligenţi, am fi putut lucra cu V, și Wa chiar de 
la început, deoarece mișcarea centrului de masă și „mișcarea internă“ (miș- 
carea relativă a celor două particule) sînt variabile interesante din punct de 
vedere fizic. În multe cazuri, nu este atît de ușor să găsim o semnificație fizică 
simplă pentru coordonatele normale. De aceea, vom reveni de obicei la coor- 
donatele inițiale chiar după găsirea modurilor, deoarece pe acestea le înţe- 
legem cel mai bine. 

În problema de față am găsit coordonatele normale 4, și Va. Să ne în- 
toarcem la coordonatele mai familiare nouă y, și 4,. Rezolviînd ecuațiile 
(06) și (67) găsim 


2a = As Cos(ooat + pi) + Aa cos(ovat + 2) (68) 


2, = Aa Cos(oat + pi) — Aa COS(ozt + 2). (69) 


Observăm că, dacă avem o mișcare care coincide cu modul 1, atunci A3 este 
zero și, conform relațiilor (68) şi (69) avem y, = y,. Similar, în modul 2 
avem Ay = 0 și 4, = — Wa. Este tocmai ceea ce am găsit mai înainte [în 
relațiile (60) și (61)]. 


Exemplui 9. Oscilaţiile transversale ale unui sistem de două corpuri cu- 
plate. 


Sistemul este prezentat în figura 1.11. Presupunem că oscilațiile au loc 
în planul hîrtiei. Există deci numai două grade de libertate. Cele trei resor- 
turi identice fără masă au în stare nedeformată o lungime ap mai mică decît 
distanța a dintre corpuri la echilibru. Ele sînt astfel toate alungite. Cînd 
sistemul se află în configuraţia lui de echilibru (fig. 1.11, 4), în resorturi se 
exercită tensiunea 7o. 

Din cauza simetriei sistemului, este uşor să găsim modurile. Ele sînt 
prezentate în figura 1.11. Modul inferior (cel cu frecvența cea mai joasă, 
adică, cel cu o forță de revenire mai mică pe unitatea de deplasare și pe uni- 
tatea de masă pentru fiecare dintre corpuri) are o astfel de configurație încît 
resortul central nu este nici comprimat, nici alungit. Frecvența se obține, 
în acest caz, considerînd oricare dintre corpuri separat, cu forța de revenire 
produsă doar de resortul care îl leagă de perete. Atît în aproximaţia resor- 
tului slab (lungimea resortului nedeformat egală cu zero), cît și aproximația 
micilor oscilații (deplasări foarte mici în comparație cu distanța a), vom arăta 
“acum că o deplasare y, a corpului din stînga face ca resortul din stînga să 
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Fig. 1.11. Oscilaţii transversale. (a) Echilibrul. (5) Configurația generală. (c) Modul cu frecvența 
mai joasă. (d) Modul cu frecvența mai înaltă. 


exercite o forță de revenire 7o (V,/a). Aşadar, în acest mod, forța de reve- 
nire pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă, wi, este dată de: 


Modul 1: at = a = | (70) 


Vedem acest lucru astfel. Considerăm întîi aproximația resortului slab (pa- 
ragraful 1.2). În această aproximaţie, tensiunea T este mai mare decît 7 
cu un factor //a, unde 7 este lungimea resortului și a este lungimea la echi- 
libru (fig. 1.11,a). Resortul exercită o forță transversală egală cu produsul 
dintre tensiunea T și sinusul unghiului dintre resort și axa de echilibru a 
resorturilor, adică forța de revenire este 7(4,/]). Dar T = To(]/a). Așadar 
forța de revenire este To(V,/a) și aceasta conduce la relația (70). Conside- 
răm acum aproximația micilor oscilații (paragraful 1.2). În această aproxi- 
mație neglijăm creşterea lungimii resorturilor deoarece ea diferă de lungi- 
mea la echilibru a doar printr-o mărime de ordinul lui (V,/a)?, și, prin urmare 
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putem neglija și creșterea tensiunii. Astfel, atunci cînd deplasarea este v, 
tensiunea este 7. Forţa de revenire este egală cu produsul dintre tensiunea 7o 
şi sinusul unghiului dintre resort și axa de echilibru. Acest unghi poate fi 
considerat „mic“, deoarece oscilațiile sînt mici. Atunci unghiul (în radiani) 
și sinusul lui coincid, fiind egale amîndouă cu v4,/a. Astfel forța de revenire 
este To(y,/a). Aceasta conduce la relația (70). 

n mod asemănător, putem obține frecvența modului 2 (fig. 1.11, d) 
după cum urmează: considerăm corpul din stînga. Resortul din stînga con- 
tribuie cu o forță de revenire pe unitatea de masă și pe unitatea de depla- 
sare egală cu To/Ma, după cum am văzut din analiza modului 1. În modul 2, 
resortul central „ajută“ resortul din stînga, și produce de fapt o forță de 
revenire de două ori mai mare decît resortul din stînga. Aceasta se vede 
ușor în aproximaţia micilor oscilații: tensiunea este 7 în ambele resorturi, 
dar resortul central formează cu axa un unghi dublu față de resortul din 
capăt, astfel încît produce o componentă transversală a forței de două ori 
mai mare. Forța de revenire totală pe unitatea de deplasare și pe unitatea 
de masă, o, este astfel dată de: 


Dai 4 Testa, + RR (71) 
Ma Ma Ma  y, 


Observăm că în aproximaţia resortului slab, în care relația 7o = K(a — ao) 
devine 7o = Ka, frecvențele modurilor de oscilație transversală [relațiile 
(70) şi (71)] coincid cu cele din cazul oscilaţiilor longitudinale [relațiile (60) 
și (61)]. Avem astfel o formă de degenerare. Accastă degenerare nu apare în 
ap-oximația micilor oscilaţii, în care ag nu este neglijabil în ccmparație cu a. 

Dacă modurile nu ar fi fost atît de ușor de aflat, ar fi trebuit să scriem 
ecuațiile de mișcare ale celor două corpuri 4 și b și apoi să ne ocupăm de 
aceste ecuaţii, în loc de a considera imaginea mintală a sistemului fizic însuși. 
Vă propunem să faceți aceasta (problema 1.20). 


Exemplul 10. Două circuite LC cuplate 

Considerăm sistemul prezentat în figura 1.12. Să găsim ecuațiile de 
„mișcare“ — în acest caz, mișcarea sarcinilor electrice. Tensiunea electro- 
motoare (t.e.m.) în bobina din stînga este L dI,/dî. O sarcină pozitivă Q, 
pe condensatorul din stînga produce o tensiune C-10, care tinde să-l crească 


la Ip 
L L 


Fig. 1.12. Două circuite 2C cuplate. Configurația generală a sarcinilet 
și curenților. Săgețile reprezintă convenția de semn pentru intensități 
pozitive ale curentului . 
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pe 1, (în convenția noastră de semn). O sarcină pozitivă Q2 pe condensatorul 
din mijloc produce o tensiune C-10, care tinde să-l micşoreze pe ],. Așadar 
contribuția completă ia L d1,/d/ este: 


di, ă 
IȚ 7 tea), <inaa (i (72) 
ba ele 
d i = C- 103 — C1Qa. (13) 


Ca şi în paragraful 1.2, vom exprima configurația sistemului nu în funcţie 
de sarcini ci de intensitățile curenților. Pentru aceasta, derivăm ecuaţiile (72) 
și (73) în raport cu timpul și folosim conservarea sarcinii. Prin derivare avem: 


2 

1 Ele = c-ai 40. i c-a 40, (74) 
de d? d? 
2 

ir d", = Ci 492 __c-a ds. (75) 
de di dt 


Conservarea sarcinii dă; 


îs oii EL 0988 CEARĂ ace = eat A (76) 
d d d 


Înlocuind ecuaţiile (76) în ecuaţiile (74) şi (75) obţinem ecuaţiile de mişcare 
cuplate: ? 


pitt d. c3te Te-ar, TUI 20 si (77) 
de a bd a 
d27, ii * 
de = zori "d: Ş (78) 


Avînd ecuaţiile de mișcare, vrem să determinăm cele două moduri normale. 
Acestea pot fi găsite căutînd coordonatele normale, prin încercări sau prin 
metoda sistematică expusă mai sus (vezi problema 1.21). Se obţine: 
(2 33 
Modul 1: 1,=1, u=—; 
A 
Modul 2: 1„=—1, 03= eee (79) 

Observăm că în modul 1 condensatorul din centru nu primeşte deloc 
sarcină și poate fi înlăturat fără a afecta mișcarea sarcinilor. De asemenea, 
în modul 1 sarcinile Q, și Qs sînt mereu egale în mărime şi de semn opus. 
În modul 2 sarcinile Q, şi Qa sînt întotdeauna egale atît ca mărime cât şi ca 
semn, iar Q2 are mărime dublă, dar semn opus. 

Am ales, dinadins, ca cele trei exemple (8—10) de oscilaţii longitudinale 
(fig. 1.9), oscilații transversale (fig. 1.11) şi circuite LC cuplate (fig. 1.12) 
să aibă aceeași simetrie spaţială şi să conducă la ecuaţii de mișcare şi moduri 
normale de aceeași formă matematică. Am ales, de asemenea, aceste exemple 
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ca fiind extensii naturale (la două grade de libertate) ale sistemelor similare 
cu un grad de libertate pe care le-am considerat în exemplele 2—4 din para- 
graful 1.2, prezentate în figurile 1.3, 1,4 și 1.5. În capitolul 2, vom extinde 
aceleași trei exemple la un număr arbitrar de mare de grade de libertate. 


1.5. BĂTĂI 


Există multe fenomene fizice în care mișcarea unei componente mobile 
date reprezintă suprapunerea a două oscilații armonice avînd frecvențe un- 
“ ghiulare diferite w și e. De exemplu, cele două oscilații armonice pot co- 
respunde celor două moduri normale ale unui sistem avînd două grade de 
libertate. Ca un exemplu diferit, cele două oscilații armonice 'pot fi datorate 
unor forțe produse de două sisteme necuplate care oscilează independent, 
Acest tip de situaţie este ilustrat de două diapazoane de frecvenţe diferite. 
Fiecare își produce propria sa „notă“, determinînd variații de presiune care 
oscilează armonic lîngă diapazon și care se propagă prin aer sub formă de 
unde sonore. Mișcarea indusă în timpanul urechii reprezintă suprapunerea 
celor două oscilații armonice. 

În toate aceste exemple, matematica este aceeași. Pentru simplitate 
presupunem că cele două oscilații armonice au aceeași amplitudine. Presu- 
punem, de asemenea, că cele două oscilații au aceeași constantă de fază, pe 
care o vom lua egală cu zero. Scriem apoi suprapunerea 4 a celor două osci- 
laţii armonice VW. și Wa: 


Vi = A COS ul, Wa = A cos oof, (80) 
f 
tp =— i kt Wa = A cos opt + A cos coat. (81) 


Modulaţia. Vom transcrie acum relația (81) într-o formă interesantă. 
Definim o frecvență unghiulară „medie“ w,, și o frecvență unghiulară de 
„modulație“ coca: 


Om 2 — (01 Fo2), oma E FI (01 — 43). (82) 


ala 
pir dă 
Suma și diferența lor dau: 

012 Om Fr Omoa 02 = Om — COmoa: (83) 
Putem scrie acum relația (81) în funcție de o, și omoa: 

Y = A cos ot A COS coat = A COS(0mt + most) + A COS (opt — meat) = 
= [2A COS comoat] COS ot, 
adică 
V — Amoa(t) COS ot, (84) 

unde 


A cal!) = 2 A COS omioat: (85) 
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Putem interpreta relaţiile (84) și (85) ca reprezentînd o oscilație cu frec. «nța 
unghiulară Om, avînd o amplitudine A, care nu este constantă, ci variază 
în timp conform relației (85). Relaţiile (84) și (85) sînt exacte. Totuși, este 
deosebit de util să scriem suprapunerea din relația (81), sub forma dată de 
relațiile (84) și (85), atunci cînd a, și oz au mărimi comparabile. Atunci frec- 
vența de modulație este mică în comparație cu frecvența medie: 


O 02,  Omoa În: 


În acest caz, amplitudinea de modulație, Amsa(?), variază puţin în timpul 
cîtorva oscilații „rapide“ ale lui cos w„ț, și deci expresia (84) corespunde unei 
oscilații „aproape armonice“ de frecvență + Desigur, dacă As este riguros 
constantă, relația (84) reprezintă o oscilație armonică pură de frecvență 
unghiulară o. Atunci op = 01 = oz, deoarece Ag este constant numai 
dacă omoa este zero. Dacă owa și wa diferă doar puţin, suprapunerea a două 
oscilații (riguros armonice) VW, și V2 se numeşte oscilație „aproape armonică“ 
sau „aproape monocromatică“, avînd frecvența «e, și o amplitudine lent 
variabilă. 

Oscilaţii aproape armonice. Acesta este primul exemplu privind un re- 
zultat foarte general și foarte important pe care îl vem întîlni de multe ori: 
prin suprapunerea liniară a două sau mai multe oscilații riguros armonice, 
avînd frecvenţe diferite (precum și amplitudini și constante de fază diferite), 
cu toate frecvențele situate într-un domeniu sau „bandă“ de frecvenţe rela- 
tiv înguste, se produce o oscilație rezultantă care este „aproape“ o oscilație 
armonică, cu o frecvență w,, aflată undeva în banda oscilaţiilor „componente“ 
care alcătuiesc suprapunerea. 

Mișcarea rezultantă nu este în mod riguros o oscilație armonică, deoa- 
rece amplitudinea și faza ei nu sînt riguros constante, ci numai „aproape 
constante“. Variația lor este neglijabilă în timpul unei oscilaţii cu frecvența 
medie „rapidă“ w,, cu condiția ca domeniul de frecvențe, sau „lărgimea ben- 
zii“ oscilaţiilor armonice componente să fie mică în comparaţie cu w,. (Vcm 
demonstra aceste afirmaţii în capitolul 6.) 

lată cîteva exemple fizice de bătăi. 


Exemplul 11. Bătăi produse de două diapazoane 


Cînd o undă sonoră ajunge la urechea noastră, ea produce o variaţie a 
presiunii aerului lingă timpan. Fie y, și W2 contribuţiile respective la pre- 
siunea acustică, produse în exteriorul timpanului de către două diapazoane, 
numerotate 1 și 2. (Presiunea acustică reprezintă diferența dintre presiunea 
pe suprafața exterioară a timpanului și presiunea pe suprafața internă; 
presiunea pe suprafața internă este presiunea atmosferică normală. Această 
diferență de presiune produce forța care pune în mișcare timpanul.) 

Dacă ambele diapazoane sînt lovite la fel de tare și în același timp și sînt 
ținute la aceeași distanță față de timpan, amplitudinile și fazele presiu- 
nilor VW, și wz sînt aceleași, și astfel relaţiile (80) descriu corect cele două 
contribuții la presiune. Presiunea totală (care produce forţa totală asupra 
timpanului) este suprapunerea Y = V, + V2 a contribuţiilor celor două 
diapazoane. Ea este dată fie de relația (81), fie de relațiile (84) și (85). Dacă 
frecvențele celor două diapazoane, v. și vz, diferă prin mai mult de aproxi- 
mativ 6%, din valoarea lor mcdie, atunci urechea și creicrul nostru preferă 
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în mod obișnuit relația (81). Adică, „auzim“ sunetul total ca fiind format 
din două note separate, de înălțimi puțin diferite. De exemplu, dacă v> este 
egal cu (5/4) w, auzim două note la un interval de „terță majoră“. Dacă v, 
este 1,06 v,, auzim va ca pe o notă „cu jumătate de ton“ mai înaltă decît v,. 
Dacă însă v, și va diferă prin mai puțin de 10 Hz, urechea (și creierul) nostru 
nu le mai recunosc ușor ca fiind note diferite. (Urechea exersată a unui mu- 
zician o poate face mult mai bine.) Atunci suprapunerea celor două nu este 
auzită ca un „acord“ alcătuit din cele două note v, și vz, ci ca un sunet de 
înălțime unică dată de frecvența v,, cu o amplitudine Asa lent variabilă, 
așa cum arată relaţiile (84) și (85). 


Detector pătratic. Amplitudinea de modulație A, oscilează cu frecvența 
unghiulară opoa: Cînd co moat crește cu mărimea 2x (radiani), amplitudinea Aa 
execută o oscilație completă (adică o oscilație „lentă“ cu frecvența de modu- 
laţie) şi revine la valoarea inițială. De două ori în timpul unei oscilații, Aa 
este zero. În aceste momente, urechea nu aude nimic — nu există sunet. 
Între aceste momente, se aude un sunet de înălțime medie. Deoarece cos post 
variază de la zero la +1, apoi „din nou la zero, la —1, la zero, la +1 etc., 
vedem că Ag are semne opuse în două momente succesive în care sunetul 
este intens. Totuși, urechea nu distinge „două tipuri“ de sunete intense, 
după cum puteți constata efectuînd experiența cu diapazoanele. Astfel ure- 
chea (împreună cu creierul) nu disting valorile pozitive de cele negative ale 
lui Amea. Ele disting numai dacă valoarea lui Aa este mare („sunet intens“) 
sau mică („sunet slab“), adică, dacă pătratul lui Ac este mare sau mic. Din a- 
cest motiv, se spune uneori că urechea (împreună cu creierul) constituie un detector 
pătratic. Deoarece A2y are două maxime în orice ciclu de modulație (în care 
Omogt crește cu 27), frecvența de repetiție a secvenţei „intens, slab, intens, 
slab, intens, slab...“ este dublă față de frecvența de modulație. Această frec- 
vență de repetiţie a valorilor mari ale lui A42,,se numește frecvența bătăilor: 


Oa = Domoa = 01 — 02. (86) 
Putem vedea acest lucru prin calcul algebric după cum urmează: 
A moă(t) = 24 COS co oul. 


[A moa(0)]2 = 442 cos? omcat:; 


dar 
cos? 6 = [cos 0 + sin? 0 + cos? 0 — sin? 6] = i (1 + cos 20). 
Astfel: 
[Amoa(0)]? = 242[1 + cos 2omoaf], 
adică 


(Ama)? = 24?[1 + cos oval]. (87) 


Așadar, A2,,, oscilează în jurul valorii sale medii cu o frecvență de două ori 
mai mare decît frecvența de modulație, adică cu frecvența bătăilor, 6 — 2. 
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Fig. 1.13. Bătăi, 4, Și We reprezintă variațiile de presiune produse în vecinătatea urechii de 

două diapazoane cu frecvențele în raportul v,/VY, = 10/9. Presiunea totală este superpoziția 

4, + Wa. care reprezintă o oscilație „aproape armonică“ cu frecvența Y și amplitudinea lent 

variabilă Amoa(1). Intensitatea este proporțională cu (4moa)? şi constă dintr-o valoare constantă 

(medie) plus o variație sinusoidală cu frecvența bătăilor. Frecvența bătăilor este de două ori 
mai mare decit frecvența de modulație. 


Suprapunerea a două oscilații armonice cu frecvențe aproape egale pen- 
tru a produce bătăi este ilustrată în figura 1.13. 


Exemplul 12. Bătăi obţinute cu două surse de lumină 

În 1955, Forrester, Gudmundsen și Johnson au efectuat o frumoasă 
experiență punînd în evidență bătăi produse de două surse independente 
de lumină cu frecvențe aproape egale*. 

Sursele de lumină erau tuburi cu descărcare în gaz conținînd atomi de 
mercur care se dezexcită spontan cu o frecvență medie v, = 5,49 x 10! Hz, 
corespunziînd „liniei verzi” strălucitoare a mercurului. Atomii erau plasați 
într-un cîmp magnetic. Aceasta făcea ca radiația verde să se „despice“ în 
două frecvenţe apropiate, cu diferența de frecvență proporțională cu inten- 
sitatea cîmpului magnetic. Frecvența bătăilor era v, — va = 1010 Hz. Aceasta 
este o frecvență tipică de „radar“ sau de „microunde“. Detectorul utilizat 
folosea efectul fotoelectric pentru a genera un curent electric cu intensitatea pro- 
porțională cu pătratul amplitudinii de modulație a cîmpului electric rezultant 
din unda luminoasă. Astfel era folosit un detector pătratic. Intensitatea 
curentului produs prezenta o variaţie în timp similară „intensității sonore“ 2, 
din figura 1.13. 


* A.T. Forrester, R.A. Gudmundsen și P.O. Johnson, „Photoelectric mixing of incoherent 
light“, Phys. Rev. 99, 1691 (1955). 
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Exemplul 13. Bătăi produse de două 
moduzi normale ale 
Unui sistem de doi 
oscilatori identici slab 
cuplați 


Considerăm sistemul format din cele 
! două pendule identice cuplate printr-un 
resort, prezentat în figura 1.14. Modurile 
normale se găsesc ușor prin analogie cu 
oscilațiile longitudinale a două corpuri 
TNI) identice, studiate în paragraful 1.4. În 
N) modul i avem V, = V,. Resortul de cuplaj 
M ar putea la fel de bine să fie înlăturat; 
(a) forța de revenire este datorată în întregi- 
me gravitației. Forţa de revenire pe uni- 
tatea de deplasare și pe unitatea de masă 
(presupunînd amplitudini mici de osci- 
laţie, pentru care avem o forță de reve- 
nire liniară) este Mg 0/(70)M = g/!: 


Modul 1: o? mr Va = (88) 


În modul 2 avem y, = — 4,. Considerăm 
corpul din stînga. Forţa de revenire dato- 
rată resortului este 2K y,. (Factorul$2 
rezultă din faptul că resortul este com- 
NN) primat în acest mod cu mărimea 2V, 
atunci cînd corpul a este deplasat pe 
4, = distanța y,.) Forța de revenire datorată 
b Ya  gravitaţieieste Mg — Mey,/l. Resortul 
(e) și gravitația acționează ambele în același 
sens. Astfel forța totală pe unitatea de 
deplasare și pe unitatea de masă este 
pg  2K 
Modul 2: o3=- . = — 
2 ] M Va Ve 


E ă 


(89) 


Vrem să studiem acum „bătăile pro- 
duse de cele două moduri“ ale acestui 
sistem. Ce înseamnă aceasta ? Fiecare mod 
este o oscilație armonică cu o frecvență 
dată. Mișcarea generală a pendulului a 

))))) este dată de suprapunerea celor două 
| moduri: 


VW, Ya) => al) + va(9). 
Fig. 1.14. Pendule identice cuplate. (a) Configurația 


generală. (b) Modul cu frecvența mai joasă. (c) Mo- 
dul cu frecvenţa mai înaltă. 


Astfel, V„(7) va arăta ca superpoziția Vi, + Va din figura 1.13, dacă frec- 
vențele moduriior sînt aproximativ egale (și dacă amplitudinile celor două 
moduri sînt egale). Spunem atunci că mișcarea pendulului a prezintă bătăi. 
(Desigur, după cum vom vedea, și pentru pendulul b se obțin bătăi.) În orice 
sistem cu două grade de libertate se pot produce bătăi, dar sistemul pe care 
l-am ales este convenabil deoarece putem face cu ușurință ca frecvența bă- 
tăilor vw — va să fie mică în comparaţie cu frecvența medie, folosind un resort 
suficient de slab sau luînd o masă M mare. [Pentru a vedea aceasta, compa- 
rați relațiile (88) și (89).] 

Cum arată bătăile? Conform analizei din paragraful 1.4 deplasările 
corpurilor, V, și Y,, pot fi exprimate în funcţie de coordonatele normale 
VW și Wa prin suprapunerea generală: 


Va = Vi F Va = Aa cost + gi) + Aa cos(o2t + ga), 
Vy = Va — Wa = Aa cos(ot + ga) — Aa cos (oz + ga). 


Prin analogie cu diapazoanele, vom obține cel mai mare efect de bătăi, dacă 
cele două moduri sînt prezente cu amplitudini egale. (Dacă amplitudinea 
A, sau amplitudinea A. sînt practic zero în comparaţie cu cealaită, nu apare 
nici un fenomen de bătăi, deoarece este prezentă (practic) numai o singură 
oscilație armonică. Cele două oscilații trebuie să aibă amplitudini aproxi- 
mativ egale, pentru a se produce bătăi puternice.) Prin urmare luăm A, = 
= Ag = A. Alegerea constantelor de fază q, și 2 corespunde condiţiilor 
inițiale, după cum vom vedea. Prin analogie cu exemplul diapazoanelor, 
luăm qi = 2 = 0. Cu aceste alegeri pentru Au, 42, îi și e, relaţiile (90) 
devin: 


(90) 


Va([) — A cos ot + A cos coat, t(7) = A cos out — A cos oozf. (91) 


Vitezele corpurilor sînt date de: 


y, (= Me 


= — 044 sin out — oz sin cot, 
(92) 


= — 04 sin ot + og sin og. 


i) 


di 
d 
di 
Pentru a vedea cum trebuie să excităm cele două moduri astfel încît să obți- 
nem oscilații corespunzătoare relaţiilor (91), să considerăm condițiile snațiale 


la momentul £= 0. Conform expresiilor (91) și (92) deplasările și vitezele 
inițiale ale corpurilor sînt date de 


Ya(0) = 24, Y,(0) =0, Y.(0) = 0, V,(0) = 0. 


Așadar, ținem corpul a în poziția, 24, corpul d în zero, și lăsăm ambele cor- 
puri libere din repaus în același moment, pe care îl numim £=0. 

După aceasta așteptăm. (Trebuie să efectuaţi singuri această experiență. 
Aveţi nevoie de două cutii de conserve, un resort slab și puțină sfoară. Vezi 
experiența 1.8.) Un proces fascinant are loc. Treptat, amplitudinea de osci- 
lație a pendulului a descrește iar cea a pendulului b crește, pînă cînd în final 
pendulul a ajunge în repaus iar pendulul b oscilează cu amplitudinea și ener- 
gia cu.care a pornit pendulul a. (Neglijăm forțele de frecare.) Energia de 
vibrație este transmisă complet de la un pendul la celălalt. Din simetria 
sistemului vedem că procesul continuă. Energia de vibrație se scurge lent 
înainte și înapoi între a și b. Un circuit complet al energiei de la a la ? și înapoi 
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la a constituie o bătaie. Perioada bătăilor este durata unui parcurs complet 
și este inversul frecvenței bătăilor. 


Toate acestea sînt prezise de relaţiile (91) și (92). Folosind o = o, + Omoa 
ȘI 02 = Om — Omoa în relaţiile (91) obținem oscilațiile „aproape armonice“: 


Va(7) = A cos(eom, + omoa)t + A Cos(0m — omoa)t = 


(93) 
= (2A COS comoat) COS mt 2 Amoa(?) COS out, 
V,() = A cos(op kt oma) t — A COS(00p, — Oce) t = 
(94) 
= (24 sin Omoat) Sin mt E Buoa(?) Sin ont. 


Să găsim expresia energiei (cinetice și potențiale) a fiecărui pendul. Presu- 
punem că amplitudinea oscilației A„„sa(?) este practic constantă pe o perioadă 
a oscilaţiilor „rapide“ și, de asemenea, neglijăm energia transferată între 
resortul care realizează cuplajul slab și pendule. (Dacă resortul este foarte 
slab, el nu înmagazinează niciodată o cantitate semnificativă de energie.) 
Astfel, în timpul unei oscilații rapide, considerăm pendulul a ca fiind un 
oscilator armonic de frecvență w,, cu amplitudinea constantă, Aa. Se vede 
ușor, în acest caz, că energia este dată de dublul valorii medii a energiei cine- 
tice (mediate pe o perioadă a oscilaţiilor „rapide“). Aceasta dă 


M 2, ai) = 2MA202, cos2 0 moal (95) 
Similar, 
E, = ȘI Mo, Bea = 2MA4?03, sin? 0 moal. (96) 


Energia totală a ambelor pendule este constantă, după cum observăm adu- 
nînd relațiile (95) și (96): 


E, + E, = (2MA?u3) = E. (97) 
Diferenţa de energie dintre cele două pendule este: 


E, — E, = E(COS? o moat — Sin? co moat) = E COS 200 poat = 


(98) 
= E cos (03 — wa)t. 
Din relaţiile (97) și (98) obţinem: 
Fim - E[1 <kcos(eor,— cs)f], (99, a) 
Id = E[| — cos(ao1 — wa)7]. (99, d) 
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taie ——| 


Fig. 1.15. Transterul de energie intre două pendule identice slab cuplate. Energia trece de la a 
la b şi înapoi cu frecvența |V, — Ya|, frecvenţa bătăilor formate prin suprapunerea celor două 
moduri. 


Relaţiile (99) arată că energia totală E este constantă și că ea este transmisă 
de la un pendul la altul cu frecvența bătăilor. În figura 1.15 sînt reprezentate 


Va(t), Y(2), Ea și E, 


e 
Exemple mai puţin obișnuite 


În studiul sistemelor microscopice — molecule, particule elementare —, 
se întîlnesc multe exemple frumoase de sisteme care sînt analoage din punct: 
de vedere matematic cu exemplul nostru mecanic constînd din două pendule 
identice slab cuplate. Pentru a înțelege aceste sisteme este necesară mecanica 
cuantică. „Mărimea“ care „curge“ înainte și înapoi între cele două grade 
de libertate, în analogie cu transferul de energie între două pendule slab cu- 
plate nu este energia, ci o probabilitate. În acest caz energia este „cuanti- 
ficată“ — ea nu poate fi „subdivizată“ pentru a curge. Energia se află în 
întregime, fie la una din „părțile mobile“, fie la cealaltă. Ceea ce „se transmite“ 
este probabilitatea de 4 avea cnergia de excitare. Două exemple, molecula 


-de amoniac (care reprezintă „mecanismul interior“ al ceasului molecular 


cu amoniac) și mezonii K neutri, sînt discutate în Tema suplimentară 1. 
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PROBLEME ȘI EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


1.1. Determinați frecvențele celor două moduri (în Hz) pentru circuitul LC prezentat în 
figura 1.12, cu L = 10 H şi C = 6 uF. De asemenea, indicaţi și configurația curenților în cele 
două moduri, 


R: V, a 20 Hz, Vi 33 Hz: 


1.2. Dacă așezați un mic bloc de lemn (sau alt material) pe un disc de picup şi priviți 
lateral în timp ce discul se rotește, privind numai cu un ochi pentru a elimina percepția în adinci- 
me, mișcarea aparentă (adică mișcarea proiectată perpendicular pe linia vizuală) este armonică, 
adică de forma 4 = zgcos ut. 


(a) Demonstraţi această afirmaţie. (b) Construiți un pendul simplu suspendind un mic 
corp (de pildă, o piuliță sau un șurub) de un fir atirnat de spătarul unui scaun. Ajustaţi lungi- 
mea firului pină cînd pendulul oscilează sincronizat cu mișcarea proiectată a blocului pe disc, 
atunci cînd picupul este reglat la 45 rot/min. Aceasta constituie o frumoasă demonstrație a fap- 
tului că proiecția unei mișcări circulare uniforme este o oscilație armonică. Ea reprezintă, de 
asemenea, o metodă precisă de măsurare a lui g. Dacă g are valoarea „standard“ „din manuale“ 
de 9,80 m/s, arătați că ] a 45 cm pentru Y = 45 rot/min. E uşor de ținut minte! 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


1.3. Televizorul ca stroboscop. Lumina emisă de un telcvizor constituie un bun stroboscop. 
Un punct dat de pe ecran este în realitate întunecat în cea mai mare. parte a timpului, el este 
luminat doar o mică fracțiune de timp, care se repetă la intervale regulate. (Puteţi vedea 
aceasta mișcîndu-vă degetul rapid prin fața ecranului.) Să notăm frecvența de repetiție regulată 
cu vpy. Scopul acestei cxp-riențe est: măsurarea lui vpp. Vă spunem dinainte că ca este 
de 50 Hz. (Pentru ca frecvența să aibă exact valoarea caracteristică, televizorul treluie acor- 
dat la o anumită stație și fixat pe o imagine stabilă — nu una care pilpiie sau se deplasează.) 


(a) Ca o primă măsurătoare aproximativă, mișcați-vă degetul prin fața ecranului, într-un 
ritm de circa 4 oscilaţii/s, de exemplu. Degetul va bloca lumina de la ecran, ori de cite ori 
se întîmplă să se găsească în fața ecranului atunci cînd acesta este luminat. Măsuraţi ampli- 
tudinea oscilației degetului. Măsuraţi distanța dintre două urme succesive ale degetului, în punc- 
tul de viteză maximă. Presupuneţi că mişcarea este sinusoidală. Calculați viteza maximă a dege- 
tului, date fiind amplitudinea şi frecvența. Din toate acestea veţi obține vpy. 


(b) Folosind un ziar sau ceva similar, acoperiți tot televizorul, cu excepţia unei benzi ori- 
zontale late de cițiva milimetri. Așezaţi-vă cu spatele la televizor şi priviți-l printr-o oglindă de 
buzunar. Mișcaţi oglinda, rotind-o în jurul unei axe orizontale. Ce concluzie trageţi? Acum aco- 
periți totul cu excepția unei fișii verticale. Mișcaţi oglinda în jurul unei axe verticale. Ce conclu- 
zie trageţi? (O concluzie trebuie să fie că televizorul va fi un stroboscop mai bun dacă acoperiți 
totul în afara unei fișii orizontale.) Acum înlăturați masca. Mișcaţi oglinda în jurul unei axe 
orizontale și priviți la „multele tuburi de tele viziune“. Observați că imaginea televizorului reflectată 
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de oglinda oscilantă are un număr de linii orizontale pe unitatea de distanță verticală egal numai 
cu jumătate din numărul observat în cazul tubului staționar atunci cînd nu mişcați oglinda? 


(c) Iată un mod precis de a măsura Ypy folosind platanul unui picup. Construiţi un disc 
stroboscopic desenînd un cerc pe o bucată de hirtie albă cu ajutorul unui raportor. Însemnați 
discul cu creionul la intervalele unghiulare care vor produce suprapunerea stroboscopică a semne- 
lor succesive; marcați 1/3 din cerc pentru frecvenţa de 100 Hz, 1/3 pentru 50 Hz și 1/3 pentru 
50/2 Hz. Faceţi un orificiu circular în centru și puneţi discul pe platan ca pe un disc obișnuit 
de picup. Apoi iluminați-l cu lumina televizorului şi observați pe care sector al cercului se văd 
clar semnele inițiale făcute cu creionul. 


1.4. Măsurarea frecvenței vibrațiilor, (a) Coardele pianului. Știind acum vpp(experiența 1.3), 
folosiți televizorul pentru a măsura frecvența de vibrație a coardelor unui pian. Iluminaţi cele 
două octave joase ale coardelor cu lumina televizorului (noaptea, cu celelalte lumini stinse). 
Apăsaţi pedala de surdină şi loviți toate aceste coarde cu mîna aproape de mijlocul lor. (Dacă 
folosiți ciocanele pianului, ca atunci cînd se cîntă, amplitudinile vibrațiilor sînt prea mici.) 
Puteţi vedea imediat care coarde „rămin pe loc“. Notaţi exact coarda ; apoi loviți coarda aflată 
cu o octavă mai jos. Dacă ați procedat corect, coarda inferioară rămine tot în repaus dar pare 
„dublă“. (De ce?) Aţi găsit acum coarda pianului (și nota corespunzătoare de pe claviatură) 
care are frecvența vpy. Puteţi obține frecvența fiecărei octave succesive a acestei note înmulțind 
cu 2. Căutaţi răspunsul în Handbook of Chemistry and Physics (la indicele „game muzicale“), 
pentru a vedea dacă pianul dumneavoastră este acordat. (Gama egal temperată cu la (440 Hz) 
este acordul standard.) 

(b) Coardele chitarei. O experiență asemănătoare poate fi făcută cu o chitară. Presupunem 
că cea mai joasă coardă, coarda pentru nota mi, este acordată. Aplicați metoda stroboscopică 
folosind televizorul. Coarda nu rămîne staționară. Slăbiți-o. După ce coboriți cu un interval de 
circa o pătrime, adică la coarda pentru nota si aflată sub acest mi, ea va rămîne staționară. 
Mergeţi în jos cu o altă octavă pentru a vedea dacă coarda „se dublează“. (La această notă infe- 
rioară coarda este foarte slabă, dar este încă potrivită pentru metoda stroboscopică.) În sfîrșit, 
folosiți rezultatele obținute pentru a afla înălțimea, notei mi date de coarda de bas a chitarei. 
Obţineţi mi (82 Hz) sau mi (164 Hz)? 

(c) Pînză de ferăstrău. O altă experiență frumoasă este să aflăm frecvența de vibrație a 
unei pînze de ferăstrău cu ajutorul unui televizor. Fixaţi pinza de o masă cu ajutorul unei cleme: 
Variaţi lungimea pînzei pentru a varia frecvența. 


1.5. Considerăm transferul de energie între doi oscilatori identici slab cuplați (paragraful 
1.5). La t = 0, cînd oscilatorul a posedă toată energia de oscilație iar b nu are deloc energie, 
este ușor de văzut care este oscilatorul „pus în mișcare“ (oscilatorul b) și cine joacă rolul „forței 


! 
externe“ (oscilatorul a). Considerăm acum momentul £ = 7 Toaq, aflat la un sfert din perioada 


bătăilor după ? = 0. În acest moment, pendulul a și-a pierdut jumătate din energie, iar b a cîș- 
tigat această energie; pendulele au aceeași amplitudine de oscilație. Cum „ştiu“ ele care pendul 
este antrenat în mișcare şi care produce forța? Cum știu ele în.ce sens trebuie transferată ener- 
gia ? Altfel spus, presupuneți că puteți să priviți sistemul și să îl urmăriți în timpul unei oscilații 
(o oscilație rapidă cu frecvența aproximativ egală cu w, sau ww) la un moment în care amiîndouă 
pendulele au aceeaşi energie. Cum puteți prezice dacă repartiția energiei: (a) va rămîne 
aceeași ; (b) se va modifica astfel încît să crească energia lui b; (c) se va modifica în sens contrar? 
Încercaţi să nu folosiți formulele; așa ar Ti prea uşor. Priviţi sistemul însuşi — care oscilator îl 
antrenează pe celălalt, cînd, etc. (Indicație: relațiile de fază sînt esențiale.) 


1.6. Imaginați un mecanism de amortizare („frecare“) care să amortizeze numai modul | 
al pendulelor cuplate din figura 1.14. Imaginați altul care să amortizeze numai modul 2. Obser- 


55 


vați că frecarea în suporturi (articulații) amortizează ambele moduri. La fel și rezistența aerului. 
Acestea nu sînt acceptabile. Vezi Tema suplimentară |. 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


1.7. Pinze de ferăstrău cuplate. Fixaţi două pinze de ferăstrău de o masă, cu 
ajutorul unor şuruburi, lăsînd o lungime de circa l10cm liberă să vibreze. Un mod 
de a le ajusta la aceeași frecvență este să scurtăm porțiunea care iese în afară a 
unei piînze pină cînd vibrează la o înălțime uşor de recunoscut şi apoi să acordăm cealaltă pinză 
pentru a suna la aceeași înălțime. Un alt mod este să ajustăm frecvența fiecăreia folosind ca 
stroboscop lumina unui televizor (vezi experiența 1.3). Cînd cele două pinze sint suficient de 
bine acordate, cuplaţi-le printr-o bandă de cauciuc. Loviţi ușor una din pinze și urmăriți bătă- 
ile produse de cele două moduri. Variați cuplajul deplasind banda de cauciuc de-a lungul pîn- 
zelor. Dacă cele două pinze nu sint acordate, obţineţi bătăi? 


lată și alte exemple de oscilatori identici cuplați cu care se produc bătăi: (î) doi magneți 
identici, suspendați astfel încit pot să oscileze pe o bucată de fier — magneții sînt cuplați prin 
cimpurile lor; (îi) două fringhii de rufe sau două sfori legate de un același stilp flexibilla un capăt 
și legate fiecare în mod independent la celelalte capete; (îii) două coarde de chitară acordate la 
aceeași înălțime. 


1.8. Cutii de conserve cuplate. Procurați-vă două cutii de conserve și un resort slab avînd 
Ja capete două inele, care să se poată fixa bine pe cutiile de conserve. Suspendați cutiile cu aju- 
torul unor fire cu lungimea de circa 50 cm, formind două pendule. Cuplaţi cutiile prin interme- 
diul resortului. Măsuraţi frecvențele celor două moduri longitudinale și frecvența transferului 
de energie. (Începeţi cu unul din pendule în poziția lui de echilibru și cu celălalt deplasat.) Obţi- 
neți din experiență că această frecvenţă este egală cu frecvența bătăilor v, — Y? Din frecvența 
modului inferior, frecvența bătăilor şi numărul de spire ale resortului pe care îl folosiți, calcu- 
lați inversul constantei elastice, pe o spiră a resortului, K-1/a. 


Acest sistem are de fapt patru grade de libertate. În afară de cele două grade de libertate 
longitudirale și de modurile corespunzătoare studiate mai sus, există două moduri transversale, 
în care corpurile oscilează perpendicular pe resort. Găsiți aceste două moduri și măsurați frec- 
vențele lor. Comparaţi aceste frecvenţe cu cele ale modurilor longitudinale. Explicaţi. 


1.9. Presupunem că un pendul constă dintr-un fir lung de | m, de care atîrnă o sferă de 
aluminiu cu diametrul de 5 cm. Un al doilea pendul constă dintr-un fir lung de | m, avind la 
capăt o sferă de alamă cu diametrul de 5 cm. Cele două pendule sint puse în oscilație în același 
timp şi cu aceeași amplitudine A. După 5 minute de oscilație neperturtată, pendulul de alumi- 
niu oscilează cu jumătate din amplitudinea inițială. Care este amplitudinea de oscilație a pendu- 
lului de alamă? Presupuneți că frecarea este datorată vitezei relative dintre corp și aer și că pter- 
derea de energie în unitatea de timp este proporțională cu pătratul vitezei corpului. Arătați că 
energia scade exponențial. (Arătați că pentru orice altă dependență de viteză, de exemplu vi, 
energia nu scade exponențial.) Arătaţi că în cazul descreşterii exponențiale, constanta de timp 
este proporţională cu masa corpului suspendat. Veţi obține în final că amplitudinea pendulului 
de alamă este egală cu 0,81 A. 


1.10. Un resort fără masă este fixat de tavan, fără a avea vreun corp legat de el. Se atirnă 
acum un corp de masă M de capătul inferior al resortului. Susțineţi corpul cu mîna astfel încît 
resortul să rămînă nedeformat, apoi îndepărtați brusc mîna. Corpul şi resortul oscilează. Poziția 
cea mai de jos a corpului în timpul oscilaţiilor este cu 10 cm mai jos de locul în care s-a aflat 
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el în repaus atunci cînd l-aţi susținut. (a) Care este frecvența oscilaţiilor? (b) Care este viteza, 
atunci cînd corpul se află cu 5 cm mai jos de poziția lui inițială de repaus? 
R: (a) 2,2 Ha; (b) 70 cms, 
Un al doilea corp cu masa de 300 g este adăugat primului, formind un corp cu masa totală 
M + 300 g, Cind acest sistem oscilează, el are jumătate din frecvența sistemului format doar 
din corpul M, (0) Cit este M? (4) Unde se atlă naua poziție de echilibru? 
R: (c) 100 g; (d) cu 15 cm mai jas de poziţia anterioară, 


1.11, Determinați modurile şi frecvențele lor în cazul reserțurilor şi corpurilor cuplate 
care alunecă fără frecare peo suprafață, după cum se arată în figura de mai jos, 
La echilibru resorturile sint nedeformate, Luaţi M, = Mg = M, 


MDN I-a 


Problema 1.1]. 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


1.12. Bătăi obținute cu două diapazoane. Folosiţi două diapazoane, avind aceeași frecvență 
nominală [de exemplu, puteți procura uşor de la magazinele de instrumente muzicale un diapazon 
pentru nota la; (440 Hz)). 

Loviţi un diapazon de celălalt la distanțe egale de capetele braţelor. Țineţi ambele diapa- 
zoane lingă o ureche și efectuaţi ajustări fine ale pozițiilor lor pînă cînd auziți bătăi. , Încărcați“ un 
braț al unui diapazon folosind un manșon de cauciuc. Variați frecvența bătăilor impingind 
manşonul de cauciuc mai aproape sau mai departe de capătul brațului. 

Unele furculițe obișnuite de masă constituie bunediapazoane, ca și unele furculițe pentru frip- 
tură (dacă minerul nu amortizează vibraţiile). Puteţi găsi două furculițe care produc sunete de a- 
proximativ aceeași înălțime și dau naștere la bătăi. Unele pahare de vin produc, deasemenea, sunete 
clare (ele vibrează de obicei în mai multe moduri simultan). Cind ascultați bătăile produse de un clo- 
poțel (sau de o sticlă de coniac, sau de capacul unei oale), veți auzi bătăi care provin de la o sin- 
gură sursă. Aceasta se întimplă atunci cînd clopoțelul are două moduri apropiate ca frecvență. 
Cînd îl loviți la un capăt, excitați ambele moduri. 


1.13. Neliniarităţi ale urechii — tonuri de combinație. Pentru această experiență aveți 
nevoie de un diapazon pentru nota la, (440 Hz) şi unul pentru do, (523 Hz). (Alte combinații 
pot fi, deasemenea, folosite.) Aveţi nevoie şi de o ambianţă liniştită. Loviţi diapazoanele unul 
de altul. Aduceți diapazonul pentru dog (523 Hz) lingă ureche, apoi diapazonul pentru la; (440Hz), 
îndepărtîndu-l în același timp pe dog (523 Hz) apoi, ţinîndu-l pe la, (440 Hz) lingă ureche, adu- 
ceți-l înapoi pe dog (523 Hz). Dar de astă dată nu vă mai concentrați atenția nici asupra lui 
la; (440 Hz) nici asupra lui dog (523 Hz). Ascultaţi o notă cu aproximativ o terță majoră de- 
desubtul lui la; (440 Hz). (Tehnica de a-l asculta întii pe dog, apoi pe la;, apoi pe amindouă, este 
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pentru a vă ajuta să vă îndreptați progresiv atenţia spre sunete de înălțimi mai joase, prin confi:- 
guraţii succesive.) După puțin antrenament, veți putea auzi sunetul fa, aflat dedesubtul lui 
la; (440 Hz), atunci cînd la; și dog sînt ambele prezente. (Muită lume nu îl aude. Majoritatea 
celor care cîntă la vioară îl aud imediat. Dacă nu știți ce să ascultați, încercați notele ia un pian 
pentru a afla.) În total se obține o terță majoră plăcută, adică fa, la, dog. Pentru a demonstra 
că fenomenul are loc în timpanul urechii (sau probabil în membrana bazilară) și nu în creier (adică, 
pentru a dovedi că nu se aude pur şi simplu din cauză că creierului îi „place“ să audă terțe majore 
și construiește partea care lipsește, adică sunetul fa), duceți unul din diapazoane la o ureche și 
celălalt la cealaltă ureche. (Aceasta vă ajută să vă convingeți că auziți într-adevăr sunetul fa.) 
Dacă fenomenul ar fi „fiziologie“, în sensul că acordul ar fi completat de către creier, el ar per- 
_sista. Așa este (experimental)? 

Iată cel puțin o parte din explicație: fie p() presiunea acustică în exteriorul timpanului. 
Fie q() răspunsul timpanului (adică deplasarea lui), sau, poate g(?) constituie răspunsul membra- 
nei bazilare din urechea internă — nu știm sigur. În orice caz, căutăm o explicație pentru un 
răspuns care nu satisface principiul superpoziției. Asttel, atunci cînd frecvențele v, a notei la; 
(440 Hz) şi v, a notei dog (523 Hz) se suprapun lingă ureche, răspunsul conține nu numai v, și 
Ya, ci și oa treia frecvenţă, Y3, corespunzătoare notei fa; (349 Hz). Aceasta sugerează o neliniari- 
tate. (Știm deja că răspunsurile liniare se supun principiului superpoziției, şi vom vedea din 
nou aceasta mai jos.) Să presupunem că g(?) este o funcţie neliniară de pl(ț): 


q(t) = ap(t) + BP2(0) + vP0). 


Fie acum p(?) o suprapunere de două oscilații armonice diferite (produse de cele două diapazoane). 
Pentru simplitate, să luăm amplitudinile egale şi constantele de fază nule. De asemenea, să 
alegem unitățile astfel încit fiecare amplitudine să fie egală cu unitatea, pentru a nu avea mult 
de scris. Luăm astfel: 


P(£) = cost + Cos gt. 
Răspunsul g(7) al timpanului (sau al memlranei bazilare) este în acest caz dat de: 
q(t) = alcos ast + cos cost] + Blcos at + cos coşt]? + y| cos ot + cos og]. 


Dacă f şi y sînt zero, spunem că q(/) este un răspuns liniar. (El se comportă la fel ca un resort 
care satisface perfect legea lui Hooke, față de o forță externă.) În acest caz, g(?) este o suprapu- 
nere de oscilaţii armonice cu frecvențele w, și oz. (Atunci nu auziți sunetul fa !) Termenul care 
conține f reprezintă o neliniaritate pătratică ; termenul care conține y reprezintă o neliniaritate 
cubică. 

Vrem să exprimăm g(?) ca o suprapunere de oscilații armonice. Avem nevoie de citeva iden- 
tități trigonometrice; le vom deduce acum. Fie f(x) = cos x. Cunoaștem deja identitatea 
cos (x + y) + cos(x — y) = 2 cos cos, adică: 


1 1 
fa) 19) = — fl + 3) + — fila —y)- 
Z 2 
Folosim acest rezultat, pentru a deduce identitatea (necesară pentru neliniaritatea cubică) : 


[ro fo ft) = [re + 94 - ft = re) = - fe +1 + 


jetoane rata 


Ka 


+ - fie = = 


+ ay =). 


Să găsim acum termenul de răspuns pătratic, Punind 6, = ajf, 0, = cogt, avem (pentru nelinia- 
ritatea pătratică): 


(coscozt + cos cazt) =[/(0,) + 1(0,)] = [/(0.) £(0,)] + [24(0,) 4(03)] + L/(02) /(02)] = 


se 10, + 00).+ - (0, — 0] FIA ++ 0) + (0, = 09 + ba loa + 0.) + 


- 
+ 3 Je, - %). 


Așadar, termenul de răspuns pătratic include frecvențele 2w,, 0, n + oz, o — 6 Și 202. Acestea 
se numesc sunete (tonuri ) vezultante sau de combinație sau frecvențe de combinaţie. 
Termenul de răspuns neliniar cubic este: 


(cos cout + cos tat)? = [/(0,) + /(02)]% = F9(0.) + 3f2(0,) /(02) + 37(0,) £22(82) + F*(02). 


Folosind identitatea referitoare la f(+) f(y) f(2), vedem că termenul f3(0,) este o suprapunere 
de oscilații armonice cu frecvențele 3 w, și &,; termenul f2(0,)f/(0,) este o suprapunere a frec- 
vențelor 2, + og, 200, — Ga Și oz; f(0,)f2(0,) este o suprapunere a frecvenţelor 203 + co, 203 — 
— o, şi o; f3(0,) este o suprapunere a lui 3cop și oz. Așadar, termenul de răspuns cubic este o 
suprapunere de oscilații armonice cu tonurile de combinație 30, co, 20 ZE op, 2 oa E Or, a 
și 3 oa. 

Să ne întoarcem la experiența cu diapazonul ! Puţină aritmetică arată că sunetul fa, nu 
rezultă dintr-o neliniaritate pătratică. De fapt, el este dat de contribuția cubică 20, — og: 


v, = 440 Hz, 
v=20233 Hz; 
2V, — Va = 880 — 523 = 357 Hz. 


Conform tratatelor de acustică muzicală, frecvenţa notei fa, este egală cu 349 Hz iar cea a notei 
fa, diez este de 370 Hz. Așdar 2 v, — V, este un fa; „puțin mai inalt“; el se-află la 8/21 între fa; 
și fa, diez. (El sună, de asemenea, puțin mai înalt.) (Dacă folosiți diapazoane acordate după scara 
ştiinţifică sau „egal temperată“, veți obține un fa; exact. EI sună, de asemenea, exact.) 

Acum urmează partea interesantă. Neliniaritatea cubică se află în timpan? Sau poate se 
află în membrana rezonantă bazilară? Eu cred că nu se află în timpan, din următoarele motive: 
atunci cînd îndepărtăm cele două diapazoane de ureche, astfel incit intensitatea percepută de la 
fiecare din ele descrește, tot mai auzim termenul neliniar. Dacă acest sunet ar fi fost datorat 
unui răspuns neliniar al timpanului, el ar fi trebuit să scadă în intensitate cu distanța mult mai 
repede decît sunetele de frecvențe v, și V,, lucru care nu se întimplă. De asemenea, contribuția 
neliniară 2V, — V, = 1046 Hz — 440 Hz = 606 Hz, aflată la jumătatea distanţei dintre Te 
Şi reg diez, trebuie să fie prezentă, dar nu o auzim. Nici unul din aceste fapte nu dovedește că 
membrana bazilară este răspunzătoare, ci numai că timpanul nu pare a fi răspunzător. Rămine 
în discuţie numai membrana bazilară sau şi terminațţiile ei nervoase? Nu cunosc răspunsul. 
(Am descoperit acest efect în mod accidental în timp ce inventam experiențe pentru acasă. 
Poate că este deja bine cunoscut și înţeles.) > 


ARMONICE OPTICE 


Este posibil să se producă armonice optice (frecvențe sumă și diferență, adică frecvențe de 
combinație) folosindu-se contribuția reliniară mică din constanta dielectrică (permitivitatea 
electrică) a unei substanțe transparente. Coperta revistei Scientific American din iulie 1963 
conține o frumoasă fotografie prezentind un fascicul de lumină roşie cu lungimea de undă 
de 6 940 Â (Â = 10-10 m), incident pe un cristal. De pe fața opusă a cristalului iese un fascicu, 
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de lumină albastră cu lungimea de undă de 3 470 Â. Micşorarea lungimii de undă la jumă- 
tate este echivalentă cu dublarea frecvenței. Așadar, neliniaritatea trebuie să fie pătratică. 
Vezi de asemenea „The interaction of Light with Light“ (Interacția luminii cu lumina), de 
J.A. Giordmaine, Scientific American (aprilie 1964), 


1.14. Suprapunerea condițiilor inițiale produce suprapunerea mișcărilor corespunzătcare. 
Presupunem că a și b sint doi oscilatori cuplați. Considerăm trei condiții inițiale diferite: 

(î) a și b sînt lăsați liberi din repaus, avind elongaţiile | şi respectiv —l; 

(îi) ei sînt lăsați liberi din repaus, avînd elongațiile | și 1; 

(iii) ei sînt lăsați liberi din repaus, avind elongaţiile 2 și, respectiv, 0. Astfel, condiţiile 
inițiale din cazul (iii) reprezintă suprapunerea celor din cazurile (î) și (î1). 
Arătaţi că mișcarea din cazul (iii) este suprapunerea mișcărilor din cazurile (î) şi (14). 


1.15. Demonstrați cazul general corespunzător problemei 1.14. (Includeți în condiţiile 
inițiale, pe lingă deplasări, și vitezele.) 


1,16. Demonstraţi principiul superpoziției pentru ecuațiile de mișcare liniare şi neomogene 
care urmează după ecuația (36). Demonstrați că el nu se aplică ecuaţiilor neomogene și neli- 
niare. 

1.17. Scrieţi cele trei ecuații analoage ecuaţiilor generale (47) şi (48), în cazul unui sistem 
cu trei grade de libertate. Arătaţi că dacă se consideră un mud, se obține o ecuaţie sub formă 
de determinant, analoagă ecuaţiei (56), cu deosebirea că apare un determinant cu 3 linii și 3 co- 
loane. Arătaţi că aceasta conduce la o ecuaţie de gradul trei în variabila «2. Deoarece o ecuație 
de gradul trei are trei soluții, există trei moduri. Generalizaţi la N grade de libertate. Aceasta 
constituie o dovadă că pentru un sistem cu N grade de libertate există N moduri. Ele trebuie să 
existe, deoarece aveți o metodă de a le găsi efectiv. 


EXPERIENŢĂ PENTRU ACASĂ 


1.18. Bătăi obținute cu două coarde de chitară neidentice, slab cuplate. Împrumutați o 
chitară. Acordaţi cele două coarde de bas la aceeași frecvență. Ciupiţi o coardă și urmăriți-o cu 
atenție pe cealaltă. (Ele trebuie să fie acordate cît mai exact posibil la aceeaşi frecvență. Cea mai 
bună acordare se obţine de fapt atunci cînd perioada bătăilor pe care le observați este maximă.) 
Acum ciupiți cealaltă coardă și priviți. Se transmite complet energia de la o coardă la cealaltă 
în timpul procesului de formare a bătăilor? Puteţi face ca energia să se transmită integral imbu- 
'nătățind acordul? Descrieţi ceea ce observați. Care este explicația ? Vezi problema 1.19. 


1.19. Pendule neidentice cuplate. Considerăm două pendule, a și b, cu aceeași lungime ! 
a firelor, dar cu mase diferite Ma şi M, ale corpurilor suspendate. Ele sint cuplate printr-un 
resort cu constanta de elasticitate K, legat de corpuri. Arătaţi că ecuațiile de mișcare (în cazul 
micilor oscilații) sînt: 


d?pa ae 

sei e E e dp — 

Ma da Ma 7 Wa + K(p Va), 
dp g 

IE ai Ei ca a li i ec 


Rezolvaţi aceste două ecuații pentru determinarea celor două moduri prin metoda aflării coor- 
donatelor normale. Arătați că y, E (Maya + Mob)l(Ma -- Mb) şi Va = Wa — W sint coordo- 
natele normale. Determinaţi frecvențele și configurațiile modurilor. Care este semnificația fizică 
a lui V,? Dara lui 4? Găsiţi o suprapunere a celor două moduri, care să corespundă condițiilor 
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inițiale la momentul / = 0, în care ambele pendule au viteză nulă, corpul a are elongația A iar 
corpul b are elongația zero. Fie E energia totală a corpului a la = 0. Determinați expresiile 
lui Ea(?) și Ev(t). Presupuneţi cuplajul slab. Se transmite complet energia corpului a către corpul b 
în timpul unei bătăi? Este adevărat oare că dacă pendulul care are inițial toată energia este cel 
greu, energia nu se transferă integral, pe cînd, dacă este cel ușor, energia se transmite complet? 


R: ol 2. m=£4+K ai 


M, M M, 
Va = A E: cos ot + e cos au] » Ww=A pa (cos et — cos copt), unde M= Ma + My. 


l 
După ce definim comoa = > (03 — 0) Și om = cz (03 + co), obținem: 


Mo 


Wa = (A cos comoal) cos omt + (4 ete Sin Comod n mt, 


M 
W = (24 =: Sin Omoa %) Sin Ol. 


Energia fiecărui pendul se găsește uşor în aproximația cuplajului slab, în care neglijăm variația 
în timp a sinusului sau cosinusului funcției comoat în timpul unei oscilații rapide complete de 
frecvență wm, deoarece presupunem comod £ (m. Neglijăm, de asemenea, energia înmagazinată în 
resort în orice moment de timp. În acest caz trebuie să obţineţi: 


2MaM, 


Bbs z| EA Ju — cos(w — o,)ț], 


E. -B M3 + M? + 2MaMb cos(og — i) £ ] 
a = Pi ja Poate! Abia in bere a e FEB re Ace pp 
M2 


Așadar, energia pendulului a (cel care a avut toată energia la momentul zero) variază sinusoidal 
cu frecvența bătăilor, oscilind între o valoare maximă egală cu E şi o valoare minimă egală cu 
(Ma — Mo) /MPE. 

Energia pendulului b oscilează cu frecvența bătăilor între o valoare minimă egală cu zero 
şi o valoare maximă egală cu (4MaM,/M?)E. Energia totală Ea + Ey este constantă (deoarece 
neglijăm amortizarea). Reveniți acum la experiența 1.18. Daţi, de asemenea, o explicaţie cali- 
tativă a faptului că transferul de energie nu continuă pînă la sfirșit, ca să spunem aşa, atunci 
cînd masele nu sînt egale. [Indicaţie: considerați cele două cazuri extreme (1) M, foarte mare 
în comparație cu My şi (2) Ma foarte mic în comparaţie cu M,.] 


1.20. Oscilaţii transversale ale unui sistem de două corpuri cuplate, Folosind fie aproxima- 
ţia resortului slab fie aproximația micilor oscilații, găsiți cele două ecuații de mișcare cuplate . 
pentru deplasările transversale Wa și Wp din figura 1.11. (a) Aplicați metoda sistematică pentru 
a determina frecvențele și rapoartele amplitudinilor pentru cele două moduri normale. 
(b) Determinați combinaţiile liniare ale lui Va și W» care conduc la ecuații decuplate; cu alte 
cuvinte, găsiți coordonatele normale și determinaţi frecvențele și rapoartele amplitudinilor 


pentru cele două moduri. P 
R: vezi relaţiile (70) și (71). 

1.21. Oscilaţii într-un sistem de două circuite LC cuplate. Găsiți cele două moduri normale 
de oscilație ale circuitelor LC cuplate prezentate în figura 1.12, cu ecuațiile de mișcare (77) 


şi (78). (a) Folosiţi metoda sistematică. (P) Folosiţi metoda determinării coordonatelor normale. 
R: vezi relaţiile (79). 
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1.22. Un obiect greu așezat pe o pernă de cauciuc, folosită pentru a absorbi şocul, comprimă 
perna cu | cm. Dacă aplicăm corpului o lovitură ușoară pe verticală, el va oscila. (Oscilaţiile 
vor fi amortizate; neglijăm amortizarea.) Estimaţi frecvența oscilaţiilor. (Indicaţie: presupuneți 
că perna se comportă ca un resort care satisface legea lui Hooke.) n 

: aproximativ 5 Hz. 


Ss 
1.23. Oscilaţii longitudinale ale unui sistem de două corpuri cupiate. Sistemul este indicat 
în figura 1.9. Ecuațiile de mișcare sînt date de ecuaţiile (62) şi (63). Folosiţi metoda sistematică 
din relațiile (47) — (59), pentru a determina modurile. Nu trebuie să copiaţi pur și simplu aceste 
relații, ci să parcurgeți pași asemănători în mod independent. a 
R: vezi relațiile (60) şi (61). 


EXPERIENŢĂ PENTRU ACASĂ 


1.24. Oscilaţiile nivelului apei dintr-un vas, Modul fundamental de oscilație a unui volum 

închis de lichid poate fi numit mod „de clătinare“ sau de oscilație a nivelului apei. El poate fi 
uşor excitat, după cum ştie oricine a încercat să ducă un lighean plin fără a vărsa apa din el. 
Umpleţi parțial cu apă un vas paralelipipedic. Împingeți puțin vasul. Apa este aruncată în afară. 
O metodă mai bună este să așezați vasul pe o suprafață plană orizontală, să îl umpleți pină sus 
și apoi să mai adăugați apă pînă cînd aceasta depășește nivelul marginii. Loviţi ușor vasul. 
După ce modurile superioare se amortizează, va rămine numai modul fundamental, care osci- 
lează cu o amortizare foarte mică. (Acesta este un mod gravitațional, deși folosiți tensiunea su- 
perficială pentru a menține apa „mai sus de pereți“ ; se procedează astfel pentru a micșora amor- 
tizarea.) Suprafața apei rămîne practic plană. (Ea este plană, după ce modurile superioare s-au 
amortizat.). Presupunem că ea rămîne plană în tot timpul mișcării — orizontală atunci cînd 
trece prin poziția de echilibru și înclinată la extremele oscilației. Fie axa + de-a lungul direcției 
orizontale de oscilație și y direcția verticală în sus. Fie Z și 3 coordonatele orizontală și verticală 
ale centrului de greutate al apei. Fie Z, și Ip valorile lui Z şi Ş la echilibru. Găsiţi o formulă 
pentru 3 — 3, ca funcție de 2 — 2. (Un parametru convenabil cu care putem lucra este nive- 
lul apei la un capăt al vasului, relativ la nivelul de echilibru.) Creșterea energiei potenţiale a 
volumului apei este mg (3 — 3). Veţi găsi că  — 3, este proporțional cu (2 — 2p)?. Așadar, 
centrul de greutate are o energie potențială asemănătoare cu cea a unui oscilator armonic. Apli- 
cați legea a doua a lui Newton ca și cum întreaga masă m ar fi situată în centrul de greutate. 
Deduceți o formulă pentru frecvență. 
R: 62 =;3 gh|L?, unde hp este adîncimea apei la echilibru, g = 9,8 m/s? iar L este jumătate din 
lungimea vasului de-a lungul direcției mișcării ondulatorii, adică de-a lungul lui x. Verificaţi 
această formulă în experiența pe care o efectuaţi, adică măsurați o, hy și L şi vedeți dacă satisfac 
relația. Verzi. și problema 1.25. 


1.25, Seișe. Conform unei enciclopedii, adîncimea medie a lacului Geneva este de aproxi- 
mativ 150 m. Lungimea este de circa 60 km (incluzind capătul mai îngust din vest). Dacă aproxi- 
măm lacul cu un vas paralelipipedic,:putem folosi formula petru co? obținută în experiența 1.24. 
Ce prezice ea, în presupunerile adoptate, pentru perioada seiș2lor (a modurilor de oscilație a nive- 
lului apei) care au loc de-a lungul dimensiunii lungi a lacului? (Perioada observată este de ordi- 
nul unei ore.) Seișele sînt probabil excitate de apariția bruscă a unei diferențe între presiunea 
atmosferică dintr-o partea lacului și presiunea din cealaltă parte. Amplitudinile observate sînt 
de pînă la 1,5 m. i 

În iunie 1954, o seișă cu amplitudinea de circa 3 m, care s-a produs în lacul Michigan, a 
măturat mai mulți oameni care pescuiau pe diguri. 

Conform ziarului Time (din 17 noiembrie 1967), undele de şoc produse de marele cutremur 
de pămînt din Alaska, din anul 1964, au dat naștere la seişe în riurile, lacurile şi porturile aflate 
de-a lungul coastei de sud-est a Statelor Unite, făcind ca apa să sară peste marginea unei piscine 
dintr-un hotel din Atlantic City, statul New Jersey. 
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2.1. INTRODUGERE 


În capitolul 1 am studiat oscilațiile unor sisteme cu unul sau două grade 
de libertate. În acest capitol vom studia sisteme avînd N grade de libertate, 
unde N poate fi un număr foarte mare, pe care îl vom considera în mod aproxi-, 
mativ „infinit“. 

Pentru un sistem cu N grade de libertate, există întotdeauna exact N 
moduri proprii (vezi problema 1.17). Fiecare mod are frecvența lui caracte- 
ristică e precum și „forma“ lui caracteristică, dată de rapoartele amplitu- 
dinilor A: B:C:D:... etc., corespunzătoare gradelor de libertate , b, c, d... 
etc. În fiecare mod, toate părțile mobile trec prin poziţiile lor de echilibru 
simultan ; cu alte cuvinte, toate gradele de libertate oscilează în acel mod cu 
aceeași fază. Există astfel o constantă de fază unică pentru întregul mod, 
care este determinată de condiţiile inițiale. Deoarece toate gradele de liber- 
tate oscilează într-un mod dat cu aceeași frecvență w, asupra fiecărei părți 
mobile acționează aceeași forță de revenire pe unitatea de deplasare și pe 
unitatea de masă, egală cu «2. 

De exemplu, să presupunem că avem un sistem cu patru grade de liber- 
tate a, d, c, d. În acest caz vor exista patru moduri. Presupunem că în mo- 
dul 1 rapoartele amplitudinilor sînt: 


A:B:C:D=1:0:—2:7. 


Atunci mișcările lui a, d, c și. d (dacă modul 1 este singurul mod excitat) sînt 
date de: 


Va = A. cos (coat + Pi), Ve =0, Ve = —2Va Va = Tae 


unde A, și o. depind de condiţiile inițiale. 

Dacă un sistem conține un număr foarte mare de cl mente mobile și 
dacă aceste elemente sînt distribuite într-o regiune limitată a spaţiului, 
distanța medie dintre două elemente mobile învecinate devine foarte mică. 
În mod aproximativ ne putem imagina că numărul elementelor devine infi- 
nit iar distanța dintre două elemente vecine tinde la zero. Se spune atunci 
că sistemul se comportă ca și cum ar fi „continuu“. În acest punct de vedere 
este implicită presupunerea că mișcarea vecinilor apropiați este aproxima- 
tiv aceeași. Această presupunere ne permite să descriem deplasarea vecto- 
rială a tuturor componentelor mobile dintr-o mică vecinătate a unui punct 
%, V,Z, printr-o mărime vectorială unică w(x, y, 2, î). Atunci „deplasarea“ 
w(x, y, 2, î) este o funcţie continuă de poziție, x, y, z şi de timpul f. Ea înlo- 
cuiește descrierea care folosește deplasările ccmponentelor individuale, 
Wa(£), w,(£) etc. Spunem, în acest caz, că avem de a face cu o undă. 
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Unde staționare și moduri normale. Modurile unui sistem continuu se 
numesc unde staționare, moduri normale sau proprii sau pur şi simplu moduri. 
Conform celor de mai sus, un sistem cu adevărat continuu are un număr infi- 
nit de părți mobile independente, deși ele ocupă un spațiu finit. Există, așa- 
dar, un număr infinit de grade de libertate și deci un număr infinit de moduri. 
Acest lucru nu este riguros adevărat pentru sistemele materiale reale.. Un 
litru de aer nu conţine un număr infinit de puncte mobile, ci numai 2,7 x 102% 
molecule, fiecare avind cîte trei grade de libertate (pentru mișcarea de-a 
lungul direcțiilor x, vy şi 2). Astfel, o sticlă care conține un litru de aer, nu 
posedă un număr infinit de moduri de vibrație posibile ale aerului, ci numai 
cel mult 8 X 1022. Oricine a încercat să sufle într-o sticlă sau să cînte la 
flaut știe că nu se excită ușor decît primele moduri. (Distingem de obicei 
modurile numerotîndu-le, pe cel cu frecvența cea mai joasă cu numărul 1, 
pe următorul cu numărul 2 etc.) În practică ne ocupăm adesea numai de 
primele moduri (cîteva zeci sau cîteva mii). După cum vom vedea, se constată 
că modurile cele mai joase se comportă ca și cum sistemul ar fi continuu. 

Cea mai generală mișcare a unui sistem poate fi scrisă ca o suprapuncre 
a tuturor modurilor sale, cu amplitudinea și constanta de fază a fiecărui mod ' 
determinate de condiţiile inițiale. Aspectul sistemului care vibrează într-o 
astfel de situație generală cste foarte complicat, din cauză că ochiul și creie- 
rul nu pot urmări pur și simplu mai multe lucruri în același timp fără a se 
încurca. Nu este ușor să privim mișcarea completă și să „vedem“ fiecare mod 
separat, atunci cînd sînt prezente multe moduri. 


Modurile unei coarde cu masa distribuită discontinuu. Vom studia mai 
întîi oscilaţiile transversale ale unei coarde cu masa distribuită în mod dis- 
continuu, în .„bobițe“. Prin „coardă“ înțelegem de fapt „resort“. Vom pre- 
supune că avem niște resorturi liniare (care satisfac legea lui Hooke), lipsite 
de masă, care leagă niște corpuri punctiforme de masă M. (În figuri vom 
reprezenta resorturile prin linii drepte și nu elicoidale.) 


În figura 2.1 prezentăm un șir de sisteme de coarde cu masa distribuită 
discontinuu. Primul sistem are N = | (un grad de libertate), următorul 
N = 2 etc. În fiecare caz, indicăm fără demonstrație configurațiile moduri- 


lor normale. Mai tîrziu, vom deduce configurația exactă și frecvența fiecărui 
mod. = 

Puteţi vedea deja (presupunînd că configurațiile indicate sînt cele ale 
modurilor), că am ordonat în mod corect configuraţiile în ordinea crescă- 
toare a frecvențelor. Aceasta deoarece coardele formează unghiuri din ce 
în ce mai mari cu axa de echilibru pe măsură ce creștem numărul modului 
(luînd aceeași deplasare a unei mase punctiforme date). În consecință, forța 
de revenire pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă, pentru unpunct 
dat într-un sistem dat, crește atunci cînd trecem de la o configurație la urmă- 
toarea, și acelaşi lucru se întîmplă deci și cu frecvența modului. 

Alt lucru care este evident este faptul că șirul de forme ale modurilor 
prezentat de noi produce exact N configurații: primul mod are zero „noduri“ 
(poziţii în care coarda intersectează axa, excluzînd capetele), următorul are 
un nod etc. Cel mai înalt mcd are întotdeauna cel mai mare număr posibil 
de noduri, anume N — 1, care este realizat de coarda în zigzag, ce inter- 
sectează axa odată între două mase punctiforme succesive. 
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i) 


etc. 


Fig. 2.1. Modurile de vibrație transversală ale unei coarde cu masa distribuită discontinuu. O 

coardă cu N mase punctiforme are N moduri proprii. În modul m coarda intersectează axa de 

echilibru de m -- 1 ori și conține m semilungimi de undă. Configurația în „zigzag“ reprezintă 
modul cu frecvența cea mai inaltă. 


2.2. MODURILE TRANSVERSALE ALE UNEI COARDE 
CU DISTRIBUȚIE CONTINUĂ DE MASĂ 


Considerăm acum cazul în care N este fcarte mare, de exemplu N = 
= 1000 000. Atunci pentru modurile cele mai joase (de pildă pentru pri- 
mele cîteva mii), există un număr foarte mare de mase punctiforme între 
două noduri. Prin urmare deplasarea variază lent de la o masă punctiformă 
la alta. [Nu vom considera aici modurile cele mai înalte, deoarece ele tind 
către „limita în zigzag“, pentru care descrierea bazată pe o funcție continuă 
V(x, y, 2,2) nu este posibilă.] De aceea, conform observaţiilor de mai sus, 
nu vom descrie configurația instantanee precizînd deplasările v,(?), w,(7), 
W-(£), wa(?) etc. ale fiecărei mase punctiforme. În loc de aceasta, vom con- ! 
sidera toate particulele cu pozițiile de echilibru în vecinătatea punctului x,y,z 
(o vecinătate fiind, de pildă, un cub infinitezimal cu laturile de lungimi Ax, 
Ay și Az) ca avînd aceeași deplasare vectorială instantanee w(x, y,z,f): 


(3, 9, 2,8) > % zl, 9, 2, 8) II Vu, iz, 8) + î Vel, 9,20), (1) 


unde &, $ și 2 sînt vectori unitate, iar, V, şi V, sînt componentele vecto- 
rului deplasare w. Este important să observăm că x, y și z indiciază poziția 
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de echilibru a particulelor în acea vecinătate. Astfel x, y și z nu sînt funcții 
de timp. 


Vibraţii longitudinale și transversale. Relaţia (1) are o formă mult mai 
generală decît cea de care avem nevoie pentru a studia vibraţiile unei coarde. 
Presupunem că la echilibru coarda este întinsă de-a lungul axei z. Atunci 
coordonata 2 este suficientă pentru a indica poziția de echilibru a fiecărei 
mase punctiforme (cu o precizie Az), iar relația (1) poate fi scrisă sub forma 
mai simplă: 


(2, î) = 32,0 + 3 (2,0) + 2 y(2,0). (2) 


Vibraţiile de-a lungul direcției z se numesc vibrații /ongstudinale.: Vibraţiile 
de-a lungul direcțiilor « și y se numesc vibrații țransversale. Deocamdată, 
vom considera numai vibraţiile transversale ale coardei. Presupunem deci 
că y, este zero: 


(ză Vaz Dr (d). (3) 
Polarizarea liniară. Pentru a simplifica și mai mult situația, d pre- 
supune că vibraţiile au loc numai de-a lungul lui î (adică y, = 0). În acest 


caz spunem că vibraţiile sînt polarizate limar de-a lungul lui X. ă pa 
lul 8 vom studia stări de polarizare generale.) Putem omite în acest caz vec- 
torul unitate &, precum și indicele inferior al lui «p, în notația: 


V(z, 2) = deplasarea transversală instantanee a particulelor (4) 
care au poziția de echilibru z. 


Considerăm acum uh segment foarte mic din coarda cu distribuție con- 
tinuă de masă. La echilibru, segmentul ocupă un mic interval de lungime Az 
centrat în z. Raportul dintre masa AM a segmentului și lungimea Az se 
numește densitatea liniară de masă po, măsurată în unități de masă pe uni- 
tatea de lungime: 


SM = po Az. (5) 


Presupunem că densitatea liniară de masă este uniformă de-a lungul coardei. 
Tensiunea mecanică la care este supusă coarda la echilibru, notată cu 7», 
este presupusă, de asemenea, uniformă. 

Pentru o situaţie generală (de neechilibru), segmentul are o deplasare 
transversală V(z, ţ), mediată pe segment (vezi fig. 2.2). Segmentul nu mai 
este în mod riguros un segment de dreaptă ; el are (în general) o mică curbură. 
Aceasta se indică în figura 2.2 prin faptul că unghiurile 6, și 02 nu sînt egale. 
Tensiunea în segment nu mai este 7, deoarece lungimea segmentului este 
mai mare decît lungimea lui la echilibru Az. Să determinăm forța rezultantă 
F, care acționează asupra segmentului în momentul considerat. La capătul 
din stînga, segmentul este tras în jos cu forța 7, sin 0,. La capătul din dreapta, 
el este tras în sus cu forța Te sin 02. Forța rezultantă îndreptată în sus este, 
deci: 


Fa(t) = Ta sin 02 — T, sin 6. (6) 
Vrem să exprimăm pe F,„(4) în funcție de V(z,1) şi de derivata ei spaţială: 


2V(z, £) 


- = panta coardei în punctul z, la mementul £. (7) 
z 


s7 


Conform figurii 2.2 panta coardei în 2, este tg 0,, iar panta în z2 este tg 0%. 
De asemenea, T, cos 6, este componenta orizontală a tensiunii în coardă în 

nctul 2, iar Ta cos 02 este componenta orizontală în 22. Vrem să obținem 
n final o ecuaţie de mișcare diferențială /șmară. În acest scop, vom presu- 
pune că putem folosi fie aproximaţia resortului slab, fie aproximaţia micilor 
oscilații. În aproximația resortului slab, 7 este mai mare decît 7o cu un 
factor de 1/cos 0, deoarece segmentul este mai lung decît Az cu un factor 
de 1/cos 6. Așadar T cos 0 = To. În aproximația micilor oscilații, neglijăm 
creșterea lungimii segmentului și, de asemenea, aproximăm cos 0 prin |. 
Astfel, avem și în acest caz T cos 6 = To. Atunci relația (6) dă: 


F,(?) = Te sin % tai T, sin 8 = Ta cos 0, tg 6 = T, cos 8 tg 9, = 
= To tg 02 — To tg 6,. 
Fat) = To ) — Ta) - (8) 


02 Ja 92 h 


masă. În partea de jos este indicată poziția de echilibru a unui segment 
intinitezimal de-a lungul axei z. Deasupra sînt indicate poziţia și configurația 
generală ale aceluiași segment, 
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Considerăm acum funcţia /(2) definită prin: 
2y(z, £ 
fa) PULA, (9) 
0z 


unde am suprimat variabila / din notația /(2) deoarece îl vom considera pe / 
constant. Dezvoltăm /(2) în serie Taylor în jurul lui 2, și punem apoi 2 = 22 
[vezi relaţia (3) din Anexă): 


df 1 d2/ 
22) = f(z) + (za — 2) | +a laa[aa) +. 10 
feo) = fe) + (a »(4) 2 ta (3) (10) 
unde z3 — 2 = Az, conform figurii 2.2. Considerăm acum cazul în care Az 
este suficient de mic încît să putem neglija termenii pătratici și de ordin 
superior din dezvoltarea (10). În acest caz avem: 


fizujn leon (4) em pre) 0 A e ad! 


es) — fa = az XE. (n 


Observaţi că în relația (11) am omis indicele 1. Aceasta deoarece nu contează 
în ce punct din intervalul Az evaluăm derivata în raport cu z, întrucît negli- 
jăm derivatele superioare în seria Taylor din relația (10). Observaţi, de ase- 
menea, că trebuie să scriem derivata spațială ca o derivată parțială, dacă 
folosim notația V(z, 4). 

Putem folosi acum relaţiile (9) și (11) în relaţia (8) pentru a obţine forța 
totală care acționează asupra segmentului: 


Fu(f) = To Az Cea (12) 


Aplicăm acum legea a doua a lui Newton. Forța F,, dată de expresia (12), 
este egală cu produsul dintre masa segmentului și accelerația acestuia. Viteza 
și accelerația segmentului cu poziția de echilibru z sînt exprimate în funcție 
de y(2, 7) și de derivatele ei după cum urmează: 


Y(z, î) = deplasarea, 


2y(z, 6. = viteza, 

at (13) 
22 
- Asi A i acceleraţia. 


Așadar din legea lui Newton (cu AM = poAz) obținem: 


22 
Po AZ ari Eh, => lia AZ 20 


ae Pi 


aa) AR TA (14) 
?o 02 
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adică: 


Ecuația clasică a undelor. Ecuația (14) cu derivate parțiale, liniară și 
de ordinul doi este o ecuaţie celebră. Ea se numește ecuația clasică a undelor. 
Vom întîlni adesea această ecuație și vom ajunge să cunoaștem multe din 
proprietățile soluțiilor ei în situaţiile fizice în care apare. (Desigur constanta 
“pozitivă 7o/po este specifică coardei. În alte aplicaţii fizice, altă constantă 
pozitivă apare în locul ei în ecuația undelor.) 


Unde staționare. Încercăm să găsim modurile normale — undele sta- 
ționare — ale unei coarde continue (cu distribuție continuă de masă). Să 
admitem deci că avem un mod. Presupunem că toate punctele coardei osci- 
lează cu o mișcare armonică avînd aceeași frecvență unghiulară « și aceeași 
fază inițială g. În acest caz funcția V(2, /), care reprezintă deplasarea parti- 
culelor coardei avînd poziția de echilibru z, trebuie să aibă aceeași depen- 
dență de timp, cos (wf + e) pentru toate particulele, adică pentru orice z. 
Ca de obicei, constanta de fază q corespunde „momentului stabilirii“ modu- 
lui. „Forma“ unui mod format din gradele de libertate discrete indiciate 
prin 4, b,c etc., este dată de amplitudinile relative de vibrație, A, B,C etc. 
În cazul de față, al unei coarde continue, în care gradele de libertate (în 
număr infinit de mare) sînt indiciate prin parametrul z, amplitudinea de 
vibrație a gradelor de libertate din punctul z (mai precis, dintr-o mică veci- 
nătate a lui 2) poate fi scrisă ca o funcție continuă de z, notată prin A(2). 
Forma lui A(2) ca funcţie de z depinde de mod; adică, fiecare mod are un 
A(2) diferit. Putem scrie astfel expresia generală a unei unde staționare: 


V(z, î) = A(2) cos(o/ + ș). (15) 


Accelerația corespunzătoare expresiei (15) este: 


=: = — 02 = — o?24(2) cos(ot + ş). (16) 


Derivata parțială de ordinul 2 în raport cu z a relației (15) este 


22,  2[A(2) cos(ot+ ș)) d2A(2) 
Ale POR iile) cane cs Na ae 1 pe PT Pre PETER Ponta i A 17 
Po Po ( prez”? (17) 
în care nu avem o derivată parțială în raport cu z, ci o derivată obișnuită, 
deoarece A(2) nu depinde de timp. Înlocuind expresiile (16) și (17) în ecuaţia 
(14) și simplificînd cu factorul comun cos (ot + ș), obținem: 


sa) = — 08.4) (18) 


Ecuația (18) guvernează forma modurilor. Deoarece fiecare mod are altă 
frecvență unghiulară « și deoarece w? apare în ecuaţia (18), rezultă că diver- 
sele moduri au configurații diferite, după cum ne așteptam. 

Ecuația (18) are forma unei ecuaţii diferențiale caracteristice unei osci- 
laţii armonice, dar nu a unei oscilații în timp, ci în spațiu. Forma generală a 
unei oscilații armonice în spațiu poate fi scrisă astfel: 


A) =4 sin(2r2]+ Bcos(27 2), (19) 
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unde constanta A reprezintă distanța de-a lungul căreia are loc o oscilație 
completă. De aceea A se numește Jungime de undă. Ea reprezintă, pentru 
oscilațiile în spațiu, parametrul analog perioadei T din cazul oscilaţiilor în 
timp. Lungimea de undă A se măsoară în metri pe oscilație (adică pe o osci- 
laţie spațială completă de-a lungul. lui 2), sau pur și simplu în metri. 


Pentru a verifica dacă aceasta este o soluție a ecuației (18), derivăm 
expresia (19) de două ori: 


AA(2) _ ai AG). (20) 


Comparăm apoi ecuaţiile (18) și (20) și observăm că trebuie să avem: 


2 
(7) = a*( 22) = (22-20, (21) 
> To To 
adică 
PEPE UP Te pa E 
= pi = vw = constant. | (22) 
Po | 


Viteza undei. Egalitatea (22) reprezintă relația dintre lungimea de undă 
și frecvență în cazul undelor staționare transversale formate pe o coardă 
continuă și omogenă. Constanta (7o/po)'/? are dimensiunea unei viteze, deoa- 
rece 1v are dimensiunea lungime/timp. Viteza vo = (7o/po)'/2 se numește „vi- 
teza de fază a undelor progresive“ pentru acest sistem. (Vcm studia undele 
progresive în capitolul 4.) În studiul undelor staționare, noțiunea de viteză 
de fază nu este necesară deoarece undele staționare „nu merg nicăieri“. Ele 
„staționează şi oscilează“ ca un uriaș oscilator armonic „extins“. În conti- 
nuare, în acest capitol vom evita să numim mărimea (7o/po)!/2 viteză, deoarece 
vrem să aveţi o imagine mintală a undelor staționare. 


Soluţia generală pentru deplasarea V(2, £) a coardei într-un singur mod 
(undă staționară) se obține din expresiile (15) și (19): 


W(z, :) = cos (ot + e) [A sin (2x2/A) + B cos (2r2/A)]. (23) 


Condiţii la limită. Expresia (23) este mult prea generală.. Ea nu satisface 
niște condiţii la limită importante. Coarda în vibrație considerată de noi 
este fixată la ambele capele, dar noi nu am introdus încă în soluție această 
informație. Facem aceasta după cum urinează. Presupunem că lungimea 
totală a coardei este L. Să alegem originea coordonatelor astfel încît capătul 
din stînga al coardei să se afle în z = 0. Capătul din dreapta se va afla atunci 
în z = L. Considerăm punctul 2 = 0. În acest punct, coarda este fixă, astfel 
încît (0, 4) trebuie să fie zero la orice ț. Această condiție cere ca B=0, 
deoarece, la orice moment ?, 


(0, 4 = cos(ot + ș)[0+ B]=0. (24) 


TI 


Po: To 
L— 
0 L 
0 IL: 
XA =2L 


V, = VTo7/Po/A 


=] 
= 


[=] 
TI 


Fig. 2.3. Modurile proprii ale unei coarde 
continue și omogene, cu capete fixe. 
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Astfel avem: 
(2, î) = Acos(ot + ș). sin. (25) 


Conform celeilalte condiţii la 
limită, coarda este fixă și în z=L, 
astfel că W(L, t) trebuie să fie zero la 
orice î. Nu vrem desigur să punem în 
expresia (25) A = 0, deoarece aceasta 
corespunde situației neinteresante în 
care coarda rămîne permanent în re- 
paus. Singurul mod în care putem 
satisface condiția la limită în L este 
să avem: 


2mL _ 


sin 0. (26) 

Lungimile de undă care pot satis- 
face această condiţie la limită sînt cele 
pentru care numărul de semilungimi de 
undă din L este întreg. Astfel, lun- 
gimile de undă acceptabile trebuie să 
satisfacă una din următoarele condiţii: 


aia =>70,0 28337, bâryuSi sti (27) 


(De ce am exclus cazul 2xL/A = 0?) 
Acest șir de posibilități de a satisface 
condiţiile la limită corespunde tuturor 
modurilor posibile ale coardei. Nume- 
rotăm modurile conform acestui șir, 
începînd cu primul termen din șir căruia 
îi atribuim numărul |. Atunci, conform 
relației (27), lungimile de undă ale 
modurilor sînt date de: 


| (28) 
TEAM PE RE e 
3 3 1 4 4 1 


Rapoartele frecvenţelor armonice- 
lor. Frecvențele corespunzătoare ale 
modurilor se obțin folosind relaţia (22): 


Won V= 2, 
1 


v3 = 3v V4A= 4, ... (29) 


Frecvenţele 2v,, 3v, etc., se numesc armonicele, a doua, a treia etc., ale 

frecvenței fundamentale vw. Constatarea că frecvențele modurilor vz, vg etc., 
formează un șir de armonice ale frecvenței modului fundamental v, este un 
rezultat al faptului că am presupus coarda perfect uniformă și flexibilă. 
Pentru majoritatea sistemelor fizice reale, rapoartele frecvențelor modurilor 
nu urmează acest șir armonic. De exemplu, frecvențele modurilor pentru o 
coardă cu densitatea de masă neuniformă nu formează un șir de armonice 
ale fundamentalei. În loc de aceasta putem avea, de exemplu, va = 2,78, 
vs = 4,62 vw etc. Pentru o coardă de pian sau de vioară, frecvențele modurilor 
urmează aproximativ, dar nu exact, şirul armonicelor. Cauza este determinată 
de faptul că aceste coarde nu sînt perfect flexibile. (Un argument calitativ 
privind faptul că rapoartele „armonice“ ale frecvențelor sînt datorate unifor- 
mității coardei este dat în problema 2.7.) 
Modurile “coardei sînt prezentate în figura 2.3. Configuraţia de echilibru 
ar corespunde primului termen lipsă, 2xL/A = 0 în șirul dat de relația (27). 
Frecvența corespunzătoare este zero. Nu există mișcare iar starea de echili- 
bru nu este numită mod. 


Număr de undă. Inversul lungimii de undă A se numește număr de undă a. 
El se măsoară în oscilații pe metru, sau adesea, „metri la puterea minus unu“. 
'E1 reprezintă, pentru oscilaţiile în spațiu, parametrul analog frecvenţei v pen- 
tru oscilaţiile în timp. 


= E = număr de undă (oscilații/m sau m-1). (30) 


Numărul de undă o înmulțit cu 2x se notează cu k și se numește tot număr 
de undă sau uneori număr de undă unghiular. El se măsoară în radiani pe me- 
tru sau „metri la puterea minus unu“ și reprezintă, pentru oscilaţiile în spațiu 
mărimea analogă frecvenței unghiulare « din cazul oscilaţiilor în timp. 


pa că = număr de undă (unghiular) (rad/m sau m-1). (31) 


Putem ilustra folosirea acestor mărimi scriind aceeași undă staționară în cin 
teva forme echivalente: 


= 4 sin E sin 2 2 = 4 sin 2ayt- sin 2ra2 = A sin at-sin ke. (32) 
Ca o altă ilustrare, putem descrie șirul modurilor normale dat în relațiile (27), 
(28) și (29) după cum urmează: 

RL =" rad, RaL = 27% rad, hal = rad, etc. (33) 


cl 2 oscilaţii, o2L = 1 oscilație, osL = 2 oscilaţii etc. (34) 


Relaţia de dispersie. În relația (22) am obținut legătura dintre frecvența 
şi lungimea de undă a modurilor normale ale unei coarde uniforme și flexi- 


bile: 
a | Ec 
Po A Po 


sau (înmulțind cu 27) 


w= To k. (35) 
Po 


Egalitatea (35) exprimă relația dintre frecvență și numărul de undă pentru 
modurile normale ale coardei. (Observaţi că am renunțat la adjectivul „unghiu- 
lar“ din denumirile de „frecvență unghiulară“ și „număr de undă unghiular“. 
Aceasta este o practică curentă, dar simbolurile și unitățile elimină întot- 
deauna orice ambiguitate.) O astfel de relaţie, care îl exprimă pe « ca funcție 
de k&, se numește relație de dispersie. Ea constituie un md convenabil de a 
caracteriza comportarea ondulatorie a sistemului. 


Legea de dispersie pentru o coardă de pian. Relația de dispersie (35) este 
extrem de simplă, dar vom găsi mai tîrziu unele relații mai complicate. În 
cazul unei relații de dispersie mai complicate, mărimea ?y = w/k nu este 
constantă ; adică, nu este independentă de lungimea de undă. De exemplu, 
pentru o coardă de pian legea de dispersie este dată aproximativ de: 


w2 dp ; 
Ss apt, 36 
stă epaităă (36) 


unde a este o constantă mică, pozitivă, care este zero pentru o coardă perfect 
flexibilă. [În acest caz, relația (36) se reduce la relația (35).] Modurile unei 
coarde reale de pian au aceeași dependență spațială ca cele ale unei coarde 


perfect flexibile, adică A = 2L, d = e Vu, = șa A etc., deoarece condi- 


țiile la limită sînt aceleași. Dar frecvențele modurilor nu urmează șirul „ar- 

MONIC“ va = 2, Vs = 3w etc., din cauză că relația de dispersie (36) nu dă 

acest șir. Șirul armonic se obține numai în cazul ideal în care a = 0, adică 

atunci cînd avem ?v = constant. Pentru o coardă reală de pian, frecvențele 
modurilor superioare sînt puţin 
„mai înalte“ (adică puțin mai mari) . 
decît frecvențele date de șirul armo- 
NIC. 


Unde dispersive și nedispersive. 

Undele care satisfac relația de dis- 

persie simplă  w/k = constant se 

ete, numesc „unde nedispersive“. Dacă 

«/k depinde de lungimea de undă 

(şi deci de frecvență), undele se 

o numesc „dispersive“. Pentru undele 

Panta Vo/Po | dispersive, i obișnuiește să se con- 
0 ete. | struiască un grafic al lui « ca func- 
ţie de k. În exemplul considerat al 

coardei flexibile, acest grafic este 


Fig. 2.4. Relaţia de dispersie pentru o coardă O linie dreaptă care trece prin punc- 


=== de i 1 
cu distribuție continuă de masă, omogenă și tul o=—k=0 ȘI are panta ( To/ Po) P, 
Hexibilă. așa cum se arată în figura 2.4. 
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2.3. MIȘCAREA GENERALĂ A UNEI COARDE CU DISTRIBUȚIE 
CONTINUĂ DE MASĂ ȘI ANALIZA FOURIER 


Cea mai generală stare de mișcare a unei coarde cu distribuție continuă 
de masă (cu ambele capete fixe, pentru vibrații. transversale de-a lungul 
lui x) este dată de o suprapunere a tuturor modurilor, numerotate 1, 2, 3,..., 
cu amplitudinile A,, 42, Aş... și constantele de fază q,, gaz, ps...: 


Y(z, (3) = A, sin az * COS (af - 91) + Ag sin Roz * COS (eat + (2) + ... (37) 


unde numerele de undă F, sînt alese, după cum s-a descris în paragraful prece- 
dent, pentru a satisface condiţiile la limită în z = 0 și z= L, iar frecvențele 
w, sînt legate de &, prin relația de dispersie o(£). Amplitudinile A, și constan- 
tele de fază q,„, care completează descrierea mișcării pentru toate pozițiile 
z şi momentele de timp /, sînt determinate precizînd condițiile imițiale, anume 
deplasarea instantanee (2, £) și viteza instantanee corespunzătoare v(z, î) = 
= 2yV(2, 2)/at pentru fiecare punct z la t=0. 

Mișcarea unei coarde fixate la ambele capete. Presupunem că la £<0 
constrîngem toarda să ia o formă precizată /(2), folosind un anumit șablon. 
Apoi, la £ = 0, lăsăm coarda liberă înlăturînd brusc șablonul. Astfel, la £ = 0, 
fiecare element al coardei are o deplasare V(2, 0) egală cu f(2) și o viteză 
v(z, 0) egală cu zero. Dar cel de-al n-lea termen din viteză [egală cu derivata 
expresiei (37) în raport cu timpul) este proporțional cu funcția sin (o,t-+ q,), 
care se reduce la sin ș, la = 0. Astfel, putem face ca v(z, 0) = 0 pentru orice 
z, dacă fiecare constantă de fază g, este egală sau cu zero, sau cu z. O con- 
stantă de fază e = 7 (de exemplu) este însă echivalentă cu un semn minus 
atașat lui A. De aceea, putem satisface aceste condiții inițiale, dacă luăm 
toate constantele de fază egale cu zero, dar dăm voie amplitudinilor Aa, 
A3 etc. să fie atît pozitive cît și negative. Avem astfel, pentru 7 (2, 0) =0: 


V(z, £) — Aa Sin haz * COS at + Ag sin haz - COS oz + ... (38) 
iar la 41=0, 
V(z, 0) = f(2) = Aa sin 2 + Aasin ho + ... (39) 


După cum vom vedea în continuare, din relația (39) se pot determina complet 
amplitudinile A,, A3,.... 


Seria Fourier a unei funcții care se anulează la ambele capete. Funcţia /(2) 
poate fi o funcție foarte generală de z. Singura condiție pe care am menţio-. 
nat-o a fost ca ea să descrie forma iniţială a coardei. De aceea, practic tot 
ceea ce dorim este ca să avem /(2) = 0 în z = 0 și z = L. Cerem, de asemenea, 
ca f(2) să nu fie „dințată“ la scară „mică“, deoarece am presupus că funcția 
de undă (2, 7) este o funcţie lent variabilă de z. Așadar, f(2) trebuie să fie 
suficient de netedă pentru a putea descrie cu ea forma coardei și aceasta 
să satisfacă încă ecuaţia diferențială pe care am obținut-o în aproximația 
„continuă“. Am găsit astfel că orice funcție rezonabilă /(2), care se anulează 
în 2 = 0 și L, poate fi dezvoltată într-o serie de forma dată în relația (39), 
adică o sumă de oscilaţii sinusoidale. Expresia (39) se numește serie Fourier 
sau dezvoltare Fourier. Ea este un exemplu particular de serie Fourier, în 
sensul că se aplică funcţiilor /(2) care se anulează în z = 0 și L. O clasă mult 
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mai largă de funcții pot fi însă dezvoltate în serii Fourier. Vom găsi acum 
această clasă mai largă de funcții. 

Funcţia f(2) a fost folosită de noi pentru a descrie forma inițială a coardei, 
și de aceea ea a fost definită doar în're 2 = 0 şi z = L. Dar funcţiile sin fi, 
sin 2huz, sin 3kz etc., care alcătuiesc seria infinită din dezvoltarea (39), sînt 
definite pentru orice z de la —oo la +oo. Observaţi, de asemenea, că sin 
Rz este o funcție periodică de z cu perioada )y. Aceasta înseamnă că ea sa- 
tisface o condiție de periodicitate, și anume, pentru orice 2 dat, ea trebuie să 
aibă în z + 1, aceeași valoare ca și în z. (Perioada A este în exemplul nostru 
2L.) Observăm că funcţia sin 2,2 este de asemenea periodică în z cu perioada 


- A. (Desigur, pe distanța 1, această funcție are două oscilații; ea este deci 


periodică și cu perioada ra A, nu numai cu perioada A.) De fapt, toate func- 


iile sinusoidale care apar în dezvoltarea (39) sînt periodice de z cu perioada 
A. În consecință, dezvoltarea însăși este periodică cu perioada m. Putem 
astfel lărgi clasa funcțiilor care au o dezvoltare Fourier de forma (39): toate 


funcțiile periodice F(2) cu perioada ?, care se anulează în z=0 și în z= i N 


pot fi dezvoltate în serie Fourier de forma dată în relația (39). Fiind dată o 
funcție /(2) definită numai între z = 0 și z = L și care se anulează în aceste 
puncte, putem construi o funcție periodică F(2), care va avea aceeași serie 
Fourier ca și f(2), prin următoarea metodă: între z = 0 și z = L facem ca 
F(2) să coincidă cu f(2). Între L și 2L construim F(2) luînd „imaginea răstur- 
nată“ a lui f(2) într-o „oglindă“ situată în z = L. După ce am definit funcția 
F(2) între z = 0 și 2L, o repetăm pur și simplu pe intervale succesive de lun- 
gime 2L, pentru a defini F(2) pentru orice z. Construcţia este indicată în fi- 
gura 2.5. 


e 
0 ai L 


Fig. 2.5. Construcția, unei funcții F(z) periodice cu petioada 1, = 2 L, dintr-o funcție fiz) care se 
anulează în z = 0 şi z = L. Observaţi că F(z) satisface condiția de periodicitate. 
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Analiza Fourier a unei funcții periodice de z. Lărgim acum și mai mult 
clasa funcțiilor pentru care putem scrie dezvoltări Fourier, după cum urmează: 
dezvoltarea (39) corespunde numai funcțiilor periodice cu perioada 71 și care 


SA za 1 za came, i 
se anulează în 2 = 0 și în z = = î. Condiţia ca funcţia să se anuleze în z = 


SI. a po aie ei SR ă 
ie (d usi 21 a fost însă rezultatul alegerii unor condiții la limită particulare, 


și anume coarda să aibă ambele capete fixe. Fără aceste condiţii la limită 
particulare, am fi obținut soluții pentru vibraţiile coardei care ar fi inclus 
nu numai termeni în sin maz, ci și termeni în cos mhz. Aceste funcții sînt 
de asemenea periodice în z cu perioada A, dar ele nu se anulează în z = 0 
și în z = (1/2) 1. (Ele corespund unor vibrații ale coardei cu unul din capete 
sau amîndouă libere.) Incluzînd acești termeni în serie, ajungem în final la 
o clasă foarte generală de funcţii pentru care putem scrie o serie Fourier: 
toate funcțiile periodice (rezonabile) F(z) cu perioada 1, adică funcțiile astfel 
încît F(z+ A) = F(2) pentru orice z, pot fi dezvoltate într-o serie Fourier 
de forma: 


ro= 4 sin pe 2 + B.cos n ee] 
1 


n=0 1 


cu : 27 e 27 
EI A, Sin n—z+ B, cos n —z, 
iz SI 2 N 


F() = Bo+ ŞS 4, sin nhuz + ŞI Bu cosnhez. (40) 
n=l n=1 


Determinarea coeficienţilor Fourier. Determinarei amplitudinilor sau a 
coeficienţilor Fourier Bo, A, şi B, (pentru orice n) ai unei funcţii periodice 
date F(2) se numește analiză Fourier. Vom arăta acum cum se pot găsi acești 
coeficienţi. 

Mai întîi îl aflăm pe Be astfel: integrăm ambii membri ai egalității 
(40) pe o perioadă completă a lui F(2); adică, integrăm de la z = 2, la z= 
= 22, unde 2, este o valoare oarecare a lui 2 iar 22 = 2 + A. Funcţia F(2) 
este presupusă cunoscută ; așadar, integrala ei de la z, la z2, care se obține în 
membrul stîng al relației (40), poate fi determinată. Considerăm acum inte- 
grala din membrul drept al relației (40). Există un număr infinit de termeni 
şi deci trebuie să considerăm un număr infinit de integrale. Primul termen 
este By; el conduce la integrala: 


% Bo dz = Bo(za — 21) = Bo. (41) 


Didi 


Toţi ceilalți termeni dau zero atunci cînd sînt integrați pe o perioadă. Aceasta 
deoarece, în orice perioadă completă sin nh,z și cos niz iau un număr egal 
de valori negative și pozitive și dau prin integrare zero: 


[- sin me ae = 0, [- cos mp de — o. 


1 3 «2 
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Am. determinat astfel coeficientul Bo. El este dat de relația 


Bulă Y F(=) e. (42) 


adi 


Arătăm în continuare cum se determină coeficientul A,, unde m reprezintă 
o valoare oarecare a lui n din relația (40), situată între 1 și infinit. Metoda 
constă în a înmulți ambii membri ai egalității (40) cu sin mhz și a integra 
ambii membri pe o perioadă completă a lui F(2). Integrala din membrul 
stîng poate fi evaluată deoarece funcția F(2) este cunoscută. Să considerăm 
acum integrala din membrul drept. Primul termen este integrala lui Bo 
înmulțit cu sin mhz; această integrală este zero, deoarece include m perioade 
complete ale lui sin mhz. Rămiîn integralele funcțiilor sin nhz-sin mhz 
Și cos nhz: sin muz pentru n = 1, 2, .... Considerăm termenul particular care 
are n = m. Pătratul lui sin muz are o medie egală cu 1/2 pe o perioadă a 
lui F(2), de mărime ?, (care reprezintă m perioade complete ale funcției sin mhz). 


Aceasta dă o contribuţie egală cu 3 Am du la integrala membrului drept al 


relației (40). Toţi ceilalți termeni contribuie cu zero. Vedem acest lucru astfel: 
considerăm de exemplu integrandul sin mhz - sin mhz pentru m diferit de 
n. El poate fi scris sub forma: 


sin nh2- Sin mhz = , cos (n — m) kyz — - cos (n + m) krz. (43) 


Deoarece n — m şi n + m sînt întregi, fiecare din cei doi termeni din mem- 
brul drept al identității (43) ia un număr egal de valori pozitive și negative 
de-a lungul unei perioade comnlete a lui F(2), de lungime 14. Așadar ambii 
termeni contribuie cu zero la ntegrală (cu excepția cazului n = m pe care 
l-am considerat deja). Similar termenii de forma cos nhz: sin mhz au inte- 
grala zero din cauza identităț i: 


: > (le 
COS Nhyz: sin mhz = - sin (m + n) iz + i sin (m — n) kg. 


Așadar obținem: 


- e Da Y sin mhz F(2) dz. (44) 


ii 


În mod asemănător, putem găsi coeficienții B,, înmulțir d ambii membri 
ai relației (40) prin cos mhz și integrînd pe o perioadă egciă cu A. Singura 
contribuţie nenulă la integrala din membrul drept provire din termenul cu 
coeficientul B,. Obţinem astfel: 


— By = Y cos mhz F(2) dz. (45) 
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Coeficienți Fourier. Rezultatele sînt conținute în relațiile (40), (42), 
(44) și (45) pe care le scriem grupat pentru comoditatea folosirii lor ulterioare: 


F(2) = Bo+ 5 A Sin mhz + a B, cos mhz, 
> m=i m=l 


| zi 
dl „| F(2) dz, 


| N iz 
| (46) 
2 za 3 
| 1m=a) F(2) sin mhz dz, 
TA ii 
| 2 ztiu 
5 Ies = F(2) cos mhz dz, 
1 «2 


unde 2, este o valoare oarecare a lui z. Relaţiile (46) ne arată cum să efectuăm 
analiza Fourier a unei funcții arbitrare F(2), o funcție periodică de z cu peri- 
oada A. 


Unde dreptunghiulare. Iată un exemplu ilustrativ, analiza Fourier a unei 
unde de formă „dreptunghiulară“. Fie /(2) egală cu zero în punctele z=0 
și z = L, dar avînd valoarea +1 pentru 0 <z < L. (Această funcţie are o 
discontinuitate în z = 0 și alta în z = L, astfel încît nu satisface presupunerea 
noastră anterioară că este „netedă“ peste tot. De aceea nu putem spera ca 
seria Fourier să reprezinte perfect o undă de formă dreptunghiulară. Se 
constată că orice sumă parțială a seriei prezintă cîte un „virf“ ascuţit, care 
depășește valoarea funcţiei, în z = 0 și în z = L. Pe măsură ce considerăm 
mai mulți termeni ai seriei, vîrful devine tot mai ascuţit, dar porțiunea din el 
care depășește funcția nu tinde la zero). 

Funcţia periodică F(2), pe care o construim conform metodei ilustrate 
în figura 2.5, este definită astfel: F(2) = 0 pentru z = 0; +1 pentru 0 <z < 
< L; 0 pentru z=L; —l1 pentru L <z <2L etc.; ea este prezentată în 
figura 2.6. 


f(2) 
Ve . 
0 PRE E dai 
F(z) 
etc. sul a | ete, 
(e -() . 
==) Zaj 
0 T, 21, Z = 
Sti 3 A 


Fig. 2.6. O undă f(2) de formă dreptunghiulară. Unda dreptunghiulară periodică F(2). 
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Folosind relaţiile (46), putem obține ușor (problema 2.11) că B=0; 
B„ i ?, sa orice m; A„=— 0 pentru m = 2, 4,6, 8,... (numere întregi 
pare) ; = 4/mm pentru m = l, 3, 5, 7... (numere întregi impare). Așadar 
F(2) admite dezvoltarea : i adica, 


F(2) = Bo+ Da Bu, COS mhz + ŞI A SIN mhyy = 
m=i m=i 
Aia he ie 
= — sin Rz+ — sin 3hz + — sin Shz + „= 
Te 3 î) 


= 1,273 sin a + 0,424 sin e +0,255 sin E Spa, 443) 


În figura 2.7 indicăm unda dreptunghiulară f(2), primii trei termeni care 
ia în dezvoltarea (47) precum și suprapunerea acestor primi trei 
ermeni. 


(a) 


1+3+5=2 f.a+5 


(b) 


Fig. 2.7. Analiza Fourier a undei de formă dreptunghiulară f(z). (1) Unda drept- 

unghiulară f(2) şi primele trei contribuții la descompunerea ei Fourier. “Indicii 

1, 3 şi 5 se referă la modurile normale 1, 3, 5. (5) Unda dreptunghiulară f(2) şi 
suprapunerea /1+3+g a primelor trei componente Fourier. 
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Să presupunem că, în loc să constringem un resort slab să ia configurația 
cu colțuri ascuțite dată de funcția f(z) pe care o considerăm, cerem ca la mo- 
mentul de timp zero el să urmeze exact funcția: 


g(2) = 1,273 sin + 0,424 sin E + 0,255 sin a (48) 


Această funcție corespunde primilor trei termeni din seria (47) și este 
reprezentată în figura 2.7, b. Apoi lăsăm resortul liber la £ = 0. Care va fi 
V(z, 6)? Rămîne constantă forma pe măsură ce £ crește? (Vezi problema 2.16.) 


Analiza Fourier a unei funcții periodice de timp. Presupunem că avem 

o funcție F(?) care este definită pentru orice £ și este periodică de / cu perioada 
1: 
F(t + Ta) = F(?) pentru orice £. (49) 


Presupunem că F(/) poate fi dezvoltată în serie Fourier; 
F(î) = Bo + j A, Sin nout + 3 B, COS noa, (50) 
0 > 1 2 1 | 
cu 
2 
ca = 2 = pe (51) 


1 


Coeficienţii Fourier pot fi obținuți direct din analiza Fourier a unei funcții 
F(2) periodice în spațiu, pe care am studiat-o mai înainte. Analiza matematică 
nu distinge variabila 0 = ot de variabila 0 = Fz. Obţinem astfel valorile 
coeficienţilor din dezvoltarea (50) direct din relaţiile (46): 


Bal ză F(4) di 
o = 7), (2) dz, 
2 (af 
pal = FU) cos n cut ăt, (52) 
1 vi 
2. Pat? 
i = F(?) sin not di, 
T, “h 


unde 4, este orice moment de timp convenabil. 


Sunetul unui acord la pian. Pentru a ilustra cele de mai sus nu vom face 
analiza Fourier a unei funcții cunoscute F(?), ci vom suprapune cîțiva termeni 
cunoscuţi. Presupunem că aveți un pian acordat conform „scării științifice“ 
(dacă vreți să știți mai multe lucruri despre gamele muzicale, studiați expe- 
riența 2.6). Fie v, = 128 Hz. Aceasta este nota do aflată cu o octavă (adică, 
cu un factor de 2 în frecvență) mai jos de nota do centrală. Fie acum vs = 
= 3m = 384 Hz. Aceasta este nota sol de deasupra lui do cetral. Fie v; = 
„= Sm = 640 Hz. Aceasta este nota mi aflată deasupra notei sol de deasupra 

lui do central. Loviţi acum toate cele trei clape în același timp. Veţi auzi 
un acord plăcut, „luminos“. Dacă le loviți exact în același timp și dacă potri- 
viți forța corespunzătoare astfel încât presiunea acustică a aerului produsă 
” lîngă ureche de coarda pentru nota do (128 Hz) să fie (în unități convenabile) 
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+) 


jemzaati CE un cl sită 


Fig. 2.8. Presiunea sonoră lingă ureche, produsă de suprapunerea notelor do (128 Hz), sol 
(384 Hz) și mi (640 Hz), cu amplitudinile și fazele relative din relația (53). Perioada 7, este de 
(1/128) s. 


1,273 sin 2xwţ, presiunea produsă de coarda sol (384 Hz) să fie 0,424 sin2rvgt, 
iar presiunea produsă de coarda mi (640 Hz) să fie 0,255 sin 2rvgţ, atunci 
presiunea acustică totală a aerului în vecinătatea urechii este suprapunerea: 


B(2) = 1,273 sin 2nwt + 0,424 sin 2nvat + 0,255 sin 2rvgt. (53) 


Dar relația (53) este foarte asemănătoare cu relația (48) care este reprezen- 
tată în figura 2.7, b. Tot ce trebuie să facem pentru a obţine un grafic al lui 
P(t) este să schimbăm variabilele trecînd de la haz la ct și să extindem graficul 
prezentat în figura 2.7, b. Obţinem astfel rezultatul indicat în figura 2.8. 

Dacă nu loviți toate clapele exact în același moment (adică într-un inter- 
val mult mai mic decît 1/128 s), fazele relative ale celor trei note nu vor fi 
cele din expresia (53) și suprapunerea nu va arăta ca aceea din figura 2.8. Dar 
urechea noastră nu sesizează aceasta ! Urechea (împreună cu creierul) efec- 
tuează o analiză Fourier a presiunii totale. Așa trebuie să fie, deoarece „auziți“ 
notele individuale ale acordului și le recunoașteți. Dar informaţia referitoare 
la faza relativă a notelor este aparent ignorată sau poate nu este obținută. 
Altfel aţi fi putut sesiza o diferență în sunet depinzînd de fazele relative. 

Dispozitivul de detectare a înălțimii sunetelor în ureche îl constituie 
membrana bazilară. Ea este înconjurată de un organ ce conține un fluid, avînd 
formă de spirală și aflat în urechea interioară, numit melc. Melcu! este cuplat 
mecanic cu timpanul. Capătul membranei bazilare cel mai apropiat de tim- 
pan intră în rezonanță la aproximativ 20 000 Hz; capătul cel mai îndepărtat 
intră în rezonanță la aproximativ 20 Hz. Astfel, domeniul extrem de frecvențe 
audibile la om este de la circa 20 Hz la 20 kHz. Nervul cohlear are terminaţii 
în membrana bazilară și transformă vibraţiile mecanice în semnale electrice 
care sînt transmise creierului, unde sînt prelucrate într-un anume fel pentru 
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etc 


a deveni senzațiile noastre auditive. Repetînd de mai multe ori experiența 
de. sesizare a acordului și observînd că senzația noastră este acecași [deși 
D(?) trebuie să aibă o formă foarte diferită depinzînd de fazele relative], am 
aflat că undeva informaţia referitoare la fazele relative ale vibraţiilor diver- 
selor părți ale membranei bazilare se pierde. Probabil. că această informaţie 
nu este niciodată înregistrată. Poate că receptorul este un detector pătratic, 
adică produce un semnal electric proporțional cu pătratul amplitudinii de 
vibrație a membranei. Sau poate semnalul nervos conține informaţia referi- 
toare la fază [adică semnalul produce chiar V(z, £) și nu V2(2, ţ)], dar creierul 
nu utilizează această informație, adică nu realizează o suprapunere a funcți- 
ilor V(z, £) de la diverse semnale nervoase. Se pare că informația referitoare la 
fază nu are o valoare prea mare pentru 

supraviețuire ; altfel, am fi dobîndit cu 

siguranță vreun mecanism de detectare 


a fazei în cursul evoluției noastre. 

Alte condiții la limită. În problema zi | 
generală a vibrațiilor transversale ale Po 20 
unei coarde continue, nu este necesar ca 
ea să fie fixă la ambele capete. Unul 
dintre capete sau ambele pot fi „libere“, 
cel puţin în ce privește oscilațiile trans- 


versale. Tensiunea în coardă, precum 
și configurația ei de echilibru pot fi 


menținute cu ajutorul unui inel lipsit 1 Meioza ÎL peer 507 Tep 
de masă, care alunecă fără frecări pe 


[=>] 
a 
D= 


o tijă fixă. orientată de-a lungul lui x, 

adică perpendicular pe axa de echilibru A=4L 
a coardei (pe care o luăm mereu de-a 

lungul nara Modurile normale vor = ylo/pu/A = 
avea, în acest caz, configurații diferite 
de cele obținute pentru coarda cu ambele 
capete fixe. Formele modurilor sînt 
date tot de funcţii sinusoidale de z, 
ca în relația (19). Relaţia de dispersie 
între frecvență și lungimea de undă 


[om fe 


este tot cea dată în (22). De fapt, toată 0 A SA, 
analiza dinaintea expresiei (23), care Rr: 
reprezintă soluția generală pentru de- tr 
plasarea coardei într-un singur mod, 

este independentă de condiţiile la li- 

mită. Numai în cele discutate după 

obținerea expresiei (23), am particu- 

larizat soluția la cazul coardei fixe în 

E A 0 

Asupra capătului liber al unei = SA L 

coarde în vibrație nu acționează (prin v 2 5, 


definiție) nici o forță transversală, adică 

tija fără frecări nu exercită :uici o forță 

transversală asupra inelului. Atunci pig. 2.9. Modurile proprii ale unei coarde 
(conform legii a treia a lui Newton), continue, cu un capăt fix și unul liber. 
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coarda și inelul fără frecare nu exercită nici o forță transversală asupra tijei. 
Aceasta înseamnă că firul trebuie să fie orizontal. Panta coardei la un capăt 
liber este zero în orice moment. Dacă încercăm să exercităm o forță transver- 
sală asupra capătului liber al coardei, aceasta se mișcă astfel încît să reducă 
forța la zero chiar în momentul în care ea esteaplicată. Forţa nu devine nici- 
odată diferită de zero și coarda rămîne orizontală, dar desigur ea nu rămîne 
nemișcată. (Concluzia este că nu putem exercita o forță asupra unui obiect 
care refuză să răspundă cu o forță de sens contrar, dar Bee să îl mișcăm 
unde dorim.) 

În figura 2.9 prezentăm modurile unei coarde cu un capăt fix și celălalt 
liber. Am indiciat modurile succesive după numărul de sferturi de lungimi 
de undă conţinute în lungimea coardei L. Observaţi că armonicele pare cu 
frecvențele 2v,, 4v, etc., lipsesc. Analiza Fourier a funcțiilor f(2) cu valoarea 
zero în z = 0 și panta zero în z = L este discutată în problema 2.29. 


Dependenţa timbrului de metoda de excitare. Atunci cînd o coardă de 
pian este lovită de ciocănel, fundamentala (v,), armonica a doua sau octava 
(2), octava plus o cvintă (3v,), a doua octavă (4v,), a doua octavă plus o 
terță majoră (5v,), precum și a doua octavă plus o cvintă (6 v,) sînt toate 
excitate într-o oarecare măsură, ca și armonicele superioare ale sunetului 
fundamental v. Amplitudinea și faza fiecărei componente Fourier (a fiecărei 
armonice) depind de configuraţia și de viteza inițială a tuturor elementelor 
coardei în mcmentul imediat ulterior lovirii ei de către ciocănel. Acestea depind 
într-o mare măsură de poziția ciocănelului, adică de distanța lui față de ca- 
pătul coardei. Nu va fi excitat de lovitura ciocănelului nici un mod avînd un 
nod (un punct în permanenţă în repaus) în punctul în care este lovită coarda, 
deoarece ciocănelul imprimă o viteză inițială acestui punct. De exemplu, 
dacă o coardă este lovită în centru, modurile cu un nod în centru nu sînt 
excitate. Analiza figurii 2.3 arată că în acest caz toate armonicele pare lipsesc. 
Astfel, dacă lovim coarda pentru nota do (128 Hz) în mijloc, ne așteptăm ca 
ea să vibreze ca o suprapunere de do (128 Hz), sol (384 Hz), mi (640 Hz) 
etc. „Timbrul“ va fi în acest caz în mod apreciabil diferit de cel obținut atunci 
cînd coarda este lovită în apropierea unui capăt și vibrează ca o suprapu- 
nere de do (128 Hz), do (256 Hz), sol (384 Hz), do (512 Hz), mi (640 Hz), 
“sol (768 Hz) etc. 


„Modurile unei coarde omogene formează un sistem complet de funcții. 
Studiind o coardă fixată la ambele capete, am descoperit faptul că orice 
funcție rezonabilă f(2) definită între z = 0 și z = L, care se anulează în z = 0 
și L poate fi dezvoltată în serie Fourier: 


D= 4 sin n he; Ls. (54) 
a=i 


Din acest motiv, spunem că iun-ţiile sin mhz, cu n = 1, 2, 3,... formează un 
sistem complet de funcţii [în raport cu funcțiile /(2) care se anulează în z = 0 
și L]. Un sistem de funcţii se numește complet dacă orice funcţie (rezonabilă) 
f(2) poate fi scrisă ca o suprapunere de Na din sistem, cu niște coeficienți 
constanți convenabili. 


Coarda neomogenă. Există și alte sisteme complete, în afară de sistemul 
funcțiilor sinusoidale care alcătuiesc seriile Fourier? Putem vedea aceasta în 
cele ce urmează. Considerăm o coardă care nu este omogenă, avînd deci fie 
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densitatea, fie tensiunea (fie ambele) funcții continue de poziția 2. (Un exem- 
plu de „coardă“ cu densitate și tensiune variabile este oferit de un resort slab 
suspendat vertical, cu capetele fixate. Tensiunea în partea de jos este mai 
mică decît cea din partea de sus cu greutatea Mg, unde M este masa totală 
a resortului.) Atunci ecuația de mișcare a unui mic segment de coardă nu mai 
conduce la ecuația clasică a undelor, care este: 


[A Po 222 


În loc de aceasta, dacă la echilibru tensiunea este 7o(2) iar densitatea po(2), 
se obține ușor (problema 2.10) ecuaţia: 


(e, d __1_ 2 [pp 20 | 
ae Po(2) 22 [zu az | (55) 


care se reduce la ecuația clasică a undelor numai dacă 7o(2) și po(2) sînt con- 
stante, independente de z. Într-un mod normal al acestei coarde neomogene, 
ca și într-un mod al coardei omogene, orice element al coardei vibrează avînd 
o mișcare armonică cu aceeași frecvență și aceeași constantă de fază: 


V(z, 2 = A(2) cos (ot + ș). (56) 
Astfel: 
i = —o24(2) cos (ut + e), (57) 
a = cos (ot + ș) elen (58) 
z 


dz 


Introducînd aceste relații în ecuaţia (55) și simplificînd cu factorul comun 
cos (wf + ș), obținem ecuația pentru forma modului: 


zâeu ibalepupa (40) iaz ate 
. ss [72 ai A). (59) 


Forma sinusoidală a undelor staționare este caracteristică sistemelor omo- 
gene. Forma modului este descrisă de funcția A(2), care se obține rezolvînd 
ecuația diferențială (59) cu condiţiile la limită specifice A(2) == 0 în z=0 și 
z = L. Funcţia A(2) nu are o formă sinusoidală decît dacă To și po sînt con- 
stante. Astfel, oscilațiile ssnusoidale în spațiu sînt caracteristice pentru forma 
modurilor normale doar în cazul sistemelor omogene. 


Modurile unei coarde neomogene formează un sistem complet de funcții. 
Vom enunța fără demonstrație caracteristicile modurilor normale pentru o 
coardă neomogenă cu capetele fixe în 2 = 0 și L. Modul cel mai de jos cores- 
punde unei soluții a ecuației (59), A,(2), care este zero doar în z =0șiz=L. 
(Ea este asemănătoare cu o semilungime de undă a unei „unde sinusoidale 
distorsionate“, care nu are noduri între 0 şi [..) Acest mod are frecvența v,. 
Următorul mod are un nod între z = 0 și z = L și este deci asemănător cu o 
lungime de undă completă a unei unde sinusoidale distorsionate. Ea are frec- 
venţa caracteristică vz. Modul cu numărul m are m — | noduri între z=—0 
şi z = L și seamănă cu m semilungimi de undă ale unei unde sinusoidale dis- 
torsionate. Există un număr infinit de moduri (pentru o coardă continuă). 
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Funcţiile A.(2), A2(2), 4a(2)...., care descriu dependența spațială a modurilor 
formează un sistem complet în raport cu orice funcție rezonabilă f(2) care se 
anulează în z = 0 și z= L. O funcţie rezonabilă f(2) este o astfel de fuacție 
încît o coardă sau un resort să poată avea forma descrisă de ea fără a se încălca 
vreuna din presupunerile noastre. În acest caz putem să construim un șablon 
de forma lui f(2), să potrivim coarda neomogenă în șablon şi să o lăsăm liberă 
- la t=0. Coarda va vibra conform unei suprapuneri infinite de moduri: 


V(2.5 = D cmd m(2) cos ont. (60) 
La ! = 0 avem: 
(e, 0) = A) = SD cndale). (61) 


Egalitatea (61) arată că funcția f(2) (care satisface presupunerile noastre) 
poate fi dezvoltată după sistemul de funcții A,,(2). Așadar A,,(2) formează un 
sistem complet de funcții. Acest raționament este perfect analog celui care 
ne-a convins că funcțiile sinusoidale ale unei serii Fourier formează un sistem 
complet în raport cu funcțiile care se anulează în z=0 șiz=L. 


Funcţii proprii. Există un număr infinit de căi diferite prin care putem 
construi o coardă cu densitate de masă și tensiune neuniforme. Așadar, există 
un număr infinit de sisteme complete diferite A,,(2). Funcţiile sinusoidale de 
z nu reprezintă deci singurul sistem complet de funcţii pentru dezvoltarea 
funcțiilor f(2). Ele reprezintă însă un sistem foarte important, deoarece sînt 
foarte simple și ușor de înțeles. În plus, ele descriu formele modurilor ori de 
cîte ori avem un sistem omogen din punct de vedere spațial. Cînd nu acesta 
este cazul, funcţiile sinusoidale nu sînt prea folositoare. În locul lor, încercăm 
să găsim și să folosim funcțiile adecvate A,,(2), care corespund modurilor nor- 
male ale sistemului. Aceste funcții A,„,(2) sau, mai general A,„(x, y, 2) pentru 
sistemele tridimensionale, se numesc funcții proprii sau funchi caracteristice. 
Ele descriu dependența spațială a modurilor normale. 

Pentru orice poziție x, y, z, dependența temporală a unui mod este dată 
“totdeauna de cos (wf + e). Așadar un mod nu este în esență nimic altceva 
decît o oscilație simultană mică (suficient de mică pentru a fi descrisă de 
ecuații liniare) a tuturor părților mobile, toate aceste părți oscilînd cu aceeași 
frecvență și aceeași constântă de fază. Atunci cînd întregul sistem se află 
într-un singur mod, el pulsează și vibrează ca un oscilator uriaș. Fiecare 
mod își are propria „formă“, adică propria lui funcție caracteristică. Relaţia 
dintre frecvența modului și formă se numește relație de dispersie, e(k£), dacă 
funcțiile proprii au formă sinusoidală. Dacă ele nu sînt sinusoidale, nu există 
desigur nici lungime de undă, nici număr de undă, &. Atunci relația dintre 
frecvența modului și formă nu poartă de obicei numele de „relație de dispersie“. 

Nu vom mai analiza în continuare sistemele neomogene. Cînd veți studia 
fizica cuantică, veți considera funcţiile proprii (formele) undelor staționare 
de Broglie formate în sisteme în care energia potențială nu este constantă. 
Ele sînt asemănătoare undelor staționare ale unei coarde neomogene. Vezi 
tema suplimentară 2. 
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2.4. MODURILE UNUI SISTEM DISCONTINUU 
CU N GRADE DE LIBERTATE 


În paragraful 2.2 am considerat o coardă continuă (cu distribuție conti- 
nuă de masă), care este un sistem cu un număr infinit de grade de libertate. 
Nici un sistem mecanic real nu are un număr infinit de grade de libertate și 
pe noi ne interesează sistemele reale. În acest paragraf vom găsi soluția exactă 
pentru modurile unei coarde cu capete fixe, de-a lungul căreia se află distri- 
buite N mase punctiforme. În limita în care luăm numărul N egal cu infinit 
(și menţinem lungimea L finită), vom obţine undele staționare pe care le-am 
studiat în paragraful 2.2. Scopul nostru nu este, însă, acesta. Dimpotrivă, 
vom descoperi faptul că, trecînd la limita coardei continue, am ignorat o 
anumită comportare extrem de interesantă a sistemului. Amintiţi-vă că, 
pentru a folosi o funcție netedă (2, ) pentru descrierea deplasării în cazul 
în care N este extrem de mare dar nu infinit, trebuie să lăsăm deoparte modu- 
rile cele mai înalte, adică modurile cu m = N, N — 1, N — 2 etc. Trebuie să 
ne limităm la valori ale lui m mult mai mici decît N. Aceasta deoarece modul 
N are configurația în zigzag indicață în figura 2.1, și deci masele punctiforme 
învecinate nu au aproximativ aceeași deplasare. 

Cel mai interesant rezultat nou pe care îl vom obține în acest paragraf 
este că legea de dispersie pe care am dedus-o pentru coarda continuă, și anume 
„frecvența «w este egală cu o constantă înmulțită cu k“ nu este valabilă în 
general. Această relație între frecvență și lungimea de undă, care implică 
faptul că frecvența se dublează dacă lungimea de undă se reduce la jumă- 
tate (ceea ce conduce la raportul armonic al frecvențelor) este o aproximație 
care este valabilă pentru o coardă flexibilă numai în limita în care ea este 
continuă. Faptul că ea nu se aplică pentru o coardă „cu umflături“ (dar în 
rest uniformă) oferă un exemplu de fenomen fizic interesant numit dis/ersse. 
Un mediu care satisface relația de dispersie simplă de mai sus „frecvența w 
este egală cu o constantă înmulțită cu k“ se numește nedispersiv (pentru undele 
respective). Dacă este valabilă orice altă relație de dispersie, mediul se nu- 
mește dispersiv. Să considerăm acum un exemplu. 


Exemplul 1. Oscilaţiile transversale ale unei coarde cu masa distribuită 
discontinuu 


Sistemul este prezentat în figura 2.10. Există N mase punctiforme. Coarda 
este fixată în z = 0 și z = L. Masele sînt localizate în z = a, 24,... Na. Lun- 
gimea totală L este (N + 1)a. Corpurile punctiforme au fiecare masa M. 
Segmentele de coardă (sau resort) sînt identice. Ele sînt resorturi fără masă 
care satisfac riguros legea lui Hooke. Tensiunea la echilibru este 7. Dacă 
resorturile (coardele) satisfac aproximaţia resortului slab (tensiunea propor- 
țională cu lungimea), oscilaţiile pot avea o amplitudine oricît de mare și 
obținem tot ecuații de mișcare liniare. Dacă resorturile nu sînt slabe, ne vom 
limita la oscilații de amplitudine mică, astfel încît să obținem ecuații liniare. 

Considerăm acum configurația generală indicată în figura 2.11. (Ea nu 
este complet generală, în sensul că acum considerăm numai oscilații transver- 
sale de-a lungul lui x. Mai tîrziu vom considera oscilațiile longitudinale de-a 
lungul lui z. Mișcarea generală este desigur o suprapunere de oscilații longi- 
tudinale de-a lungul lui z și de oscilații transversale de-a lungul lui x și vy.) 
Deplasarea masei punctiforme n în sus (în figură) față de poziția ei de echi- 
libru este v,„(7), cu n = 1,2,3,... N — 1, N. Ne concentrăm atenţia asupra 
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Fig. 2.10. Configurația de echilibm a unei coarde cu masa disribuită discontinuu. 


etc. 
etc. M 
Y, il | V, V, +1 
ete. | etc. 
(n—1)a na (n+ 1)a z— 


Fig. 2.11. Configurația generală a unei coarde cu masa distribuită discontinuu, în 
cazul unor oscilații transversale de-a lungul lui x. 


unei mase n arbitrare și asupra vecinilor ei, numerotați cu n — 1 (din stînga) 
și n + 1 (din dreapta). 


Ecuația de mișcare. Vrem să obținem ecuația de mișcare pentru corpul 7. 
Am rezolvat deja o problemă foarte asemănătoare cu aceasta (în paragraful 1.2 
pentru un grad de libertate și în paragraful 1.4 pentru două grade de liber- 
tate). De aceea, vă lăsăm să arătați că, atît în aproximația resortului slab 
cît și în cea a micilor oscilații, legea lui Newton aplicată mișcării masei n dă: 


aa it) _7, [e = st] _7, roage (62) 


Ecuația (62) este complet generală ; ea este valabilă pentru orice mișcare 
a sistemului care oscilează liber, adică pentru o suprapunere arbitrară a N 
moduri diferite. 
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- Moduri normale. Vrem să determinăm frecvențele și configurațiile modu- 
rilor individuale. Să presupunem deci că avem un singur mod de frecvență cw. 
Toate masele punctiforme oscilează armonic cu aceeași frecvență w și aceeași 
constantă de fază e. Forma modului este dată de rapoartele amplitudinilor 
diverselor mase. Fie A, amplitudinea de vibrație a masei n în modul pe care 
îl considerăm. Astfel avem, pentru un singur mod: 


Li 


Va(0) = Au cos(ot + e); Va(î) = Aacos(of + e);...; 
V-a?) = Ama cos(ot + 9); Va(f) = Acos(ot + ş); 
Vaal?) = Anu Cos (of + 9);... (63) 
Din relaţiile (63) avem: 
Sati = — 02V(7) = — 024, cos(ot + ș). (64) 


Folosim acum relația (64) în membrul stîng al ecuaţiei (62) iar expresiile (63) 
în membrul drept. Simplificăm apoi factorul comun dependent de timp 
cos (wtf + q). Aceasta dă: 


ca feliile 502 dale baie Să ia): 
. a 


adică 


PI „(2 Aa a); (65) 

To 
Ecuația (65) este remarcabilă. Ea descrie configurația modului de frecvență 
unghiulară «w. Să o rezolvăm încercînd să ghicim direct soluția. Sîntem 
ghidaţi în aceasta de soluția anterioară pentru modurile unei coarde continue 
cu capetele fixe în z = 0 și L. În acea problemă am găsit că forma modurilor 
a fost dată de: 


TA li pt a AȘ pa (66) 


Expresia pe care o vom obține pentru A, trebuie desigur să se reducă la expre- 
sia (66) în limita unui număr infinit de mase punctiforme (limita continuă). 
Să încercăm să obținem o soluție punînd pur și simplu în ecuaţia (66) z = na: 


A, = A sin Ci: 


= A sin kna. (67) 


Atunci: 
Ana = A sin k(n + l)a = A sin (&na + ka) = 
= A(sin kna cos ka + cos kna sin ka). 
Ama = A sin k(n — l)a = A sin (hna — ka) = 
= A (sin na cos ka — cos kna sin ka). 


Ana PF Ana = 2A sin kna cos ka = 2A, cos ha. (68) 


Introducînd relaţiile (68) în ecuația (65) obținem: 
Fiti e 4.2 La Ea a); (69) 


1] 


Relaţia de dispersie exactă pentru o coardă cu masa distribuită discon- 
tinuu. Ecuația (69) este presupusă adevărată pentru orice masă n, indiferent 
dacă amplitudinea 4, este nulă sau este diferită de zero pentru o anumită . 
masă n într-un mod particular. Așadar, îl putem lua pe n astfel încît să co- 
respundă unei mase care nu se află într-un nod, adică pentru care A, nu este 
zero. Atunci putem simplifica cu A, şi obținem condiția care trebuie îndepli- 
- nită pentru ca soluția presupusă de noi să fie efectiv o soluție: 

2 ce dpi 2 — RE aut 
o 


adică 


opine 50. (inemta iale 4 1—(eost-2€ — sina , 
Ma Ma 2 2 


e 4 &i Pe ATo sin? e d . (70) 
Ma 2 Ma A 

Relaţia (70), care leagă frecvența de lungimea de undă (sau numărul de undă) 
pentru un mod de frecvență unghiulară «, reprezintă relația de dispersie pen- 
tru coarda cu masa distribuită discontinuu. 


Condiţii la limită. Nu am precizat încă în mod complet condiţiile la limită. 
Cînd am scris expresia (67) în locul expresiei mai generale: 


A, = A sin kna + B cos kna, (71) 


am satisfăcut deja condiția la limită în z = 0, și anume faptul că deplasarea 
coardei este zero în acest punct pentru orice mod. Punînd 2 = na = 0 în 
expresia (71) și cerînd ca Ao = 0 obținem B = 0. Mai trebuie să satisfacem 
condiția la limită în z = L, și anume faptul că deplasarea coardei este zero și 
în acest punct. Peretele din z = L corespunde „masei N + 1 fixe“. Așadar 
trebuie ca Asu =0: 


Anu = A sin k(N + l)a= A sint L=0. (72) 


Există N soluţii posibile ale ecuației (72). Fiecare soluție corespunde unui 
singur mod m, cu m = 1, 2,... N. Numerotăm modurile astfel încît m = 1 să 
aibă cea mai mare lungime de undă. Obţinem astfel: 


Rl = hab = 27, a ha li ME, i o Ra Na (73) 


Motivul pentru care există numai N soluții [modurile specificate de relaţiile 
(73)] este că ultimul termen al șirului (73) corespunde unei configurații în 
zigzag perfect: începînd de la z = 0, primul segment al coardei „urcă“ pînă 
la prima masă punctiformă, al doilea segment „coboară“ pînă la masa 2, ..., 
segmentul N + 1 coboară (sau urcă) de la masa N pînă la perete. Ecuația (72) 
mai are soluțiile succesive ku L = (N + 1)r, Faso = (N + 2) etc., dar 
pentru a construi toate zigzagurile pe care le implică aceste soluții sînt nece- 
sare mai multe segmente decîi avem. 
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Ecuația (65) pentru forma mo- pă Să 
durilor a fost obținută fără a consi- | M A jel 
dera condiţiile la limită. (Figura 2.11 nu 
conţine condiţiile la limită.) Cea mai CU Mera ij 


generală soluție a acestei ecuaţii este 

dată de expresia (71), cu B/A și & 

determinate din condiţiile la limită. 

Dacă înlocuiți expresia (71) în ecuația 

(65), veţi găsi relația de dispersie (70), 0 ei ARD lee d 
care este independentă de condiţiile la 
limită, adică independentă de valorile 
lui A, B şi k, după cum se poate arăta 
ușor (problema 2.19). Pentru condi- = VTo/ Ma» 2 sin $e 
țiile la limită particulare considerate | 

de noi (coardă fixată în z=0 și L) 

obținem configuraţiile modurilor din E o in aa 
condiția (72), cu £,, dat de relaţiile (73). Se 


În acest caz frecvențele w,, sînt date 


A= 2L 


de relaţia (70). = ÎASL 
Observaţi că modurile descrise de v> = 1,9320, 


relaţiile (73) coincid cu cele pe care 


le-am obținut pentru coarda continuă, 4 
singura deosebire fiind că pentru coarda A accea pb 
continuă am avut N = oo și decinu a 


existat un mod maxim. În plus, pen- 
tru coarda cu masa distribuită discon- 
tinuu, segmentele de coardă sînt drepte 
și nu urmează funcția sinusoidală ne- 


tedă A, care trece prin pozițiile maselor 
punctiforme. a a 
Ilustrăm modurile, prezentînd în 


figura 2.12 cazul N = 5. În figura 2.13 
am reprezentat grafic relația de dis- 
persie (70) 


ana 7 site ISS 


Siza) rii 
X= 3 — 2 
v5 = 3,732, 


Cele cinci puncte numerotate dau va- 
lorile lui 4 și e pentru cele cinci moduri 
ale unei coarde cu ambele capete fixe, 


e ie Ca că Pa « „Fig. 2.12. Modurile proprii ale unei coarde 
avînd masa distribuită în cinci corpuri cu cinci mase punctiforme. 
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Fig. 2.13. Relaţia de dispersie pentru o coardă cu masa distribuită discontinuu. 

Cele cinci puncte numerotate corespund celor cinci moduri ale unei coarde cu cinci 

mase punctiforme, cu ambele capete fixe. Alte condiții la limită sau un număr 
diferit de mase punctiforme dau puncte diferite pe aceeași diagramă. 


punctiforme. Dacă am fi avut un număr diferit de corpuri sau alte condiţii 
la limită (de exemplu am fi putut avea un capăt liber în z= L), punctele 
reprezentînd modurile ar fi fost așezate în alte poziții pe aceeași curbă o(k). 
Astfel, figura 2.13 este valabilă pentru orice coardă cu masa distribuită în 


mod discontinuu. 


Limita „continuă“ sau a lungimilor de undă mari. În cazul unei coarde 
cu distribuție continuă de masă, presupunem că în regiunea dintre z= 
și 2 = L există un număr infinit de mase punctiforme. Astfel, distanța dintre 
mase tinde la zero. Este interesant să analizăm proprietăţile relației de dis- 
persie exacte (74), atunci cînd distanța dintre două mase punctiforme succesive 
este „foarte mică“ dar nu este riguros zero, pentru a vedea dacă relația de 
dispersie tinde către cea a unei coarde continue. Trebuie să precizăm ce înțe- 
legem prin „mic“, în raport cu ce mărime apreciem distanța. Aproximația 
continuă este bună, atunci cînd distanța a este mică în comparaţie cu lungi- 
mea de undă A: 


BĂI odă = 27 <l. 


Folosim acum dezvoltarea în serie Taylor [relația (4) din Anexă): 


sin pp. 
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Introducem această serie cu x egal cu - ka în relația (74): 


EP fe. Ta 1 
a(f) =2 || 3 li ha — ZE (ka) + „|= E | — Za (ha + | 
sau 


o(h) za Vaza k. (75) 


Relaţia (75) reprezintă legea „nedispersivă“ pe care am obținut-o pentru 
coarda continuă în paragraful 2.3, cu M/a = po. 


Relaţia de dispersie pentru o coardă de pian. Am descoperit faptul că 
modurile unei coarde, care nu e continuă, nu satisfac relația nedispersivă (75). 
Aşadar, ne așteptăm ca armonicele superioare ale unei coarde de pian, de 
exemplu coarda avînd sunetul fundamental do (128 Hz), să nu fie date exact 
de prima octavă do (256 Hz), duodecima sol (384 Hz), octava a doua do (512 Hz) 
etc. Chiar așa și este; frecvențele nu sînt acestea ! Conform relației (74) sau 
graficului ei din figura 2.13, o creştere a lui & nu produce o creștere propor- 
țională a frecvenţei, ci una puţin mai mică. De aceea, vă puteți aștepta ca 
armonicele superioare ale coardei de pian să fie puțin mai „grave“ decit cele 
prezise de teoria coardei continue, adică vă puteți aștepta ca armonica a doua 
să aibă va < 256 Hz, a treia să aibă va < 384 Hz etc. Dar nu este așa ! Armo- 
nicele superioare ale unei coarde de pian nu sînt mai grave; ele sînt mai îna//e 
decît armonicele simple din relația (75)! Aceasta deoarece, deși modelul de 
coardă perfect continuă și perfect flexibilă nu constituie o descriere perfectă 
a unei coarde de pian, nici modelul de coardă cu masa distribuită în mase 
punctiforme nu este adecvat. De fapt, acest model este chiar mai puțin indicat 
decît modelul coardei continue, deoarece el contribuie la rezultat cu o „corec- 
ție“ avînd semnul greșit ! Modelul coardei continue nu este adecvat pentru 
coarda de pian, nu pentru că necesită cîteva mase suplimentare, ci pentru 
că în realitate o coardă de pian nu este perfect flexibilă. Dacă o îndoiţi, ea 
tinde să se îndrepte la loc, deși nu există o tensiune care să o ajute să devină 
dreaptă. În consecință, forța de -revenire asupra unui mic segment curb de 
coardă (adică forța care tinde să îndrepte coarda — ea este dreaptă la echi- 
libru) este puțin mai mare decît cea prezisă de modelul coardei „perfect 
flexibile“. Frecvența modului este dată desigur de relația w? = forța de reve- 
nire pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă. Modurile superioare au 
lungimi de undă mai mici astfel încît ele corespund unei coarde mai curbate. 
Rigiditatea este așadar mai importantă pentru modurile înalte decît pentru 
cele joase și de aceea frecvența crește mai rapid decît ne aşteptam din 
modelul coardei flexibile. ; mai 

Există un „punct subtil“ interesant în această explicație. Forţa de reve- 
nire datorată tensiunii și cea datorată rigidității cresc amiîndouă cu k. De 
aceea, dacă rigiditatea trebuie să joace un rol relativ mai mare pentru valori 
mai mari ale lui k& decît pentru valori mici, forța de revenire datorată rigidi- 
tăţii trebuie să crească cu k într-o măsură mai mare decît forța de revenire 
datorată tensiunii. Forţa de revenire datorată tensiunii este proporțională 
cu k?. Cea datorată rigidității se dovedește a fi proporțională cu &î. Așadar 
relația de dispersie pentru o coardă de pian reală este dată de: 


022 La R2 + akf, (76) 
Po 
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unde a este o constantă pozitivă datorată rigidității. Dacă termenul datorat 
rigidității ar fi fost și el proporțional cu F?, am fi obţinut tot relația „nedisper- 
sivă“ (75), cu To/po înlocuit pur şi simplu prin (7o/po) + a. În acest caz ra- 
poartele frecvenţelor ar fi fost tot cele „armonice“, v> = 2, vs = 3w etc. 


Vom considera acum și alte exemple. 


Exemplul 2. Oscilaţiile longitudinale ale unui sistem de resorturi și corpuri 


Acesta este un exemplu important deoarece ne va oferi mai tîrziu un 
model foarte simplu pentru a înțelege undele sonore. (Undele sonore constau 
din vibrații longitudinale, adică vibrații perpendiculare pe „frontul de undă“.) 

Am studiat deja cazurile N = 1 și N = 2 în paragrafele 1.2 și respec- 
tiv 1.4. Considerăm acum cazul general a N corpuri cuplate prin resorturi 
așa cum se arată în figura 2.14. 

Ecuația de mișcare a masei n se obține foarte ușor. (Dacă aveţi dificul- 
tăți, revedeți deducerea în cazul N = 2, dată în paragraful 1.4.) Se obține 
astfel: 


Me = Ra — 4) — Ka — da). (77) 


Forma matematică a ecuaţiei (77) coincide cu cea a ecuaţiei de mișcare (62) 
pentru deplasări transversale, cu excepția faptului că am înlocuit constanta 
Tola prin constanta de elasticitate K. Așadar, toate etapele matematice par- 


D LD 00010 0) e De 000) 20 
z=0 ui 2a (N=1)a Nu (N+l)a=L 


(e) ZUWWVMeNIMDe) Veti e]))) 


V, Sl Vu Fa n 


Fig, 2.14. Oscilaţiile longitudinale ale unui sistem format din N corpuri și N + 1 resorturi. 
(a) Configuraţia de echilibru. () Configuraţia generală. 
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curse anterior pot fi repetate. Obţinem astfel relația de dispersie (înlocuind 
în relația (74) pe Toja prin K): 


w(k) = 2 V/K/M sin = 2VK/M sin 2E . (78) 
În modul cu numărul de undă £&, mișcarea masei n este descrisă de funcția: 
V,(£) = A sin nha cos [o(k)t + e], (79) 

cu N posibilități diferite pentru valorile lui &, date de: 
RL =", RaL = 27, see 797 bi = NR. (80) 


Relația (78) se reprezintă tot prin graficul din figura 2.13, modificînd în 
mod convenabil notaţiile. 


Parametri concentrați și parametri distribuiți. Cînd am considerat vibra- 
țiile transversale ale unei coarde cu masa distribuită discontinuu, am trecut 
la limita continuă făcînd ca distanța a dintre masele punctiforme să tindă la 
zero (cu L menținut constant). Considerînd un raport a/A suficient de mic, 
astfel încît ga EI a continuă să fie bună, putem folosi un model fizic 
diferit al sistemului. În loc să facem ca distanța a să tindă în continuare la 
zero menținînd imaginea mintală a resorturilor fără masă alternînd cu masele 
pa putem distribui masa în mod uniform de-a lungul resortului. 

n acest caz nu mai există mase concentrate și resorturi fără masă (constante 
elastice concentrate). În loc de aceasta, există doar un singur resort lung cu 
masa distribuită de-a lungul lui. Un bun exemplu este oferit de un resort 
slab. Drept „lungime repetată“ a putem lua acum lungimea de-a lungul lui 2 
a unei singure spire a resortului elicoidal. Semnificațiile parametrilor M şi 
K devin respectiv masa unei spire (a arcului) și constanta elastică a spirei. 
Dacă există în total N spire (N nu este acum numărul de grade de libertate) 
atunci masa totală este NM. Constanta elastică totală (constanta elastică 
a resortului complet de lungime L = Na) este K/N. (Aceasta deoarece două 
resorturi identice legate în serie formează un resort mai lung avînd constanta 
elastică egală cu jumătate din constanta elastică a fiecărui resort luat inde- 
pendent.) 

În loc să menţinem lungimea repetată a (a unei spire a arcului) putem 
să o eliminăm complet din notații (în aproximaţia continuă) înlocuind M/a 
prin masa pe unitatea de lungime (densitatea liniară de masă) po = M/a. 
La fel, putem elimina constanta elastică a unei spire K, înlocuind-o printr-o 
mărime caracteristică materialului resortului și construcției lui. Această mă- 
rime este inversul constantei elastice pe unitatea de lungime, K-1/a. Putem 
vedea ușor acest lucru după cum urmează. Pentru un resort de lungime to- 
tală L = Na, constanta elastică K, este de N ori mai mică decît K: 


1 a 
“clei edi ot plaaăi sI 
E N Fi (81) 


Avem astfel K, : L = Ka, rezultat care este independent de L; deci mări- 
mea Ka caracterizează o proprietate a „elasticității“ materialului și este inde- 
pendentă de lungimea resortului. Deoarece lucrăm cu mărimi cu dimensiuni 
de „ceva pe unitatea de lungime“ scriem relația: 


K,L = Ka 
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sub forma 
E 


3 L (82) 


Putem acum să exprimăm rezultatul spunînd că inversul constantei elastice 
pe unitatea de lungime este o proprietate a resortului independentă de lun- 
gimea lui. 


Exemplul 3. Un resort slab 


| Considerăm un resort elicoidal slab cu N a 100 spire, fiecare avînd 

diametrul de circa 7 cm. Presupunem că lungimea în stare nedeformată este 
de aproximativ 6 cm. Cînd îl întindem pînă la o lungime L de aproape un 
metru, el satisface foarte bine aproximația resortului slab. O „lungime repe- 
tată“ a convenabilă o constituie lungimea fiecărei spire, a = L/N. Atunci K 
este constanta elastică pe spiră, iar mărimea K-1/a este independentă de lun- 
gimea L. (Masa este desigur distribuită, nu concentrată la intervale de lun- 
gime a.) Relaţia de dispersie, în cazul oscilaţiilor longitudinale, se obține por- 
nind e la relația (78) şi trecînd la limita continuă: 


a) =2|[% sine —2 z|| Ep ee (ode) i a e 


“Ka 
k E k. (83) 
e = | cula) 
Relaţia de dispersie pentru oscilaţiile transversale este [vezi relația (75)]: 
To (84 
ata |, ka || 7 ea, (84) 


deoarece în aproximația resortului slab 7o = Ka. Așadar, resortul slab are 
aceeaşi relație de dispersie pentru oscilaţiile longitudinale ca și pentru cele 
transversale. De aceea, dacă condiţiile la limită sînt aceleași (de exemplu, 
ambele capete fixate rigid pentru vibraţiile de-a lungul lui x, y sau 2), modu- 
rile vibraţiilor pe direcțiile x, y și z au același șir de lungimi de undă și de 
frecvenţe. Puteţi verifica uşor, singuri, faptul că modurile longitudinale și 
cele transversale au aceleași frecvențe. Vă recomandăm insistent să efectuaţi 
experienţele pentru acasă referitoare la resorturi slabe. Nu există o cale mai 
bună de a înțelege undele decît efectuînd singuri experienţele. 


Exemplul 4. Un circuit LC 

Considerăm șirul de bobine și condensatoare cuplate prezentate în fi- 
gura 2.15. Din figura 2.15, b (și din analiza aceluiași circuit în cazul N = 2, 
dată în paragraful 1.4) obținem imediat expresia tensiunii slav trornotoare din 


bobina a m-a: 


di, 
: De me — 010! (00. 
Zi Q' + CO 
Atunci: 
41, 140 „49. 
E CA Gata 
de Pahate 
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Folosind conservarea sarcinii pentru a elimina dO'/dt și dQ/dt obținem: 
2 
L a2: 


d£2 = — sall fi — Ina] i Gri [Ji SE TI] ST 


=> Cl — Dn] — CO — Ina]. (85) 


Ecuația (85) coincide din punct de vedere matematic cu ecuația de mișcare 
(77), care guvernează oscilaţiile longitudinale ale unui șir de corpuri și de 
resorturi. Prin urmare, fără a ne preocupa deocamdată de condiţiile la limită, 
putem scrie relația de dispersie și soluția generală pentru intensităţile curen- 
e din bobine, Relația de dispersie se obține înlocuind în (78) pe K/M prin 
iai ri 
0 simtă 
w(k) = 2 psin>-: (86) 


Soluția generală a ecuaţiei (85) pentru un singur mod, fără a considera con- 
dițiile la limită, este: 


I„(?) = [A sin nka + B cos nka] coslo(â)t + ș), (87) 


unde constantele A şi B precum şi valorile lui & ce corespund modurilor depind 
de condiţiile la limită de la capetele sistemului, 


(h) 


Fig. 2,15. Reţea de bobine şi condensatoare cuplate. (a) Parariietrii concentrați. (P) Configu= 
rația generală a curenților și sarcinilor pentru bobina n-a. 
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Semnificaţia lui ka. Aţi observat, poate, că ecuaţia (85), care guvernează 
comportarea circuitului LC, nu conține distanța a. Am pus în evidență în 
figura 2.15 o astfel de distanță, dar nu era necesar să o facem, deoarece dia- 
grama unui circuit nu este o diagramă spațială, iar comportarea circuitului 
nu depinde de configurația lui spaţială. Atunci ce înțelegem prin Fa în relația 
de dispersie (86) și în soluția generală (87) pentru intensitățile curenților? 
Dacă lungimea de-a lungul lui z are într-adevăr o semnificaţie fizică impor- 
tantă, ca în coarda oscilantă, atunci știm că mărimea Fk reprezintă creşterea 
pe unitatea de lungime de-a lungul lui z a fazei funcției A sin kz + B cos &z, 
care descrie forma modului. Atunci cînd avem parametri concentrați, ca în 
cazul unei coarde cu masa distribuită în mase punctiforme, scriem 2 = na, 
unde n = 1, 2,... este numărul cu care este indiciată masa. Atunci mărimea 
ka care apare în funcția A sin nka + Bcos nka este produsul dintre faza, 
în radiani (a funcției care descrie forma undei) pe unitatea de distanţă, și 
distanța dintre masele concentrate. Astfel ka reprezintă creșterea fazei, în 
radiani, de la masa punctiformă n la masa succesivă n + 1. În cazul siste- 
mului de bobine și condensatoare concentrate, mărimea ka este, în mod simi- 
lar, creșterea fazei funcției „de formă“ A sin nka + B cos nka, atunci cînd 
se trece de la o inductanță concentrată la alta. Nu avem nevoie de fapt să 
precizăm distanța a prin care sînt separate bobinele. Am putea să-l înlocuim 
pur și simplu pe ka printr-un simbol, de pildă 0, unde 0 va reprezenta atunci 
creșterea fazei, cînd n crește cu 1 în funcţia de formă A sin 10 + B cos n6. 
Această notație ni se pare prea abstractă și face să dispară analogia mate- 
matică cu exemplele din mecanică, astfel încît vom reţine ideea că inductan- 
țele concentrate sînt separate prin distanța a. 


Alte tipuri de relaţii de dispersie. Aţi observat poate că toate sistemele 
cu parametri distribuiți pe care le-am considerat pînă acum în acest para- 
graf au cîte o relație de dispersie exactă de forma: 


o(k) = may sin “4 (88) 


reprezentată în figura 2.13, oa, fiind o constantă depinzînd de sistemul fizic. 


Această formă s-a obținut din cauza unei alegeri particulare a sistemelor 
considerate. În fiecare caz, am ales un sistem în care forța de revenire asupra 
unei mase (sau inductanţe) date este în întregime rezultatul cuplajului dintre 
corpul respectiv și vecinii săi și este proporțională cu deplasarea relativă a 
corpului față de vecini. Astfel de sisteme sînt numeroase, dar există multe 
alte forme interesante și importante de relații de dispersie. De exemplu, 
există sisteme cu proprietatea că forța de revenire asupra unei părți mobile 
date are două contribuţii independente. Una este datorată forței care apare 
din cuplajul cu părțile mobile asemănătoare învecinate. Dacă aceasta ar fi 
singura contribuție, relația de dispersie ar avea forma din relația (88). Cealaltă 
este datorată cuplajului său cu o anumită forță „externă“. Această contri- 
buţie externă depinde numai de deplasarea părții mobile față de poziţia ei 
de echilibru, nu și de deplasările părților învecinate. Dacă aceasta ar fi sin- 
gura contribuţie, atunci părțile mobile ar fi necuplate și deplasările lor ar fi 
coordonatele normale ale întregului sistem. Acest tip de sistem este ilustrat 
prin următorul exemplu. 


Exemplul 5. Pendule cuplate 


Sistemul este prezentat în figura 2.16. Asupra fiecărui corp se exercită 
o-forță de revenire care constă din două contribuții. Contribuţia „externă 
este cea datorată gravitației. Ea este proporțională cu deplasarea corpului 
față de poziția lui de echilibru și este independentă de deplasarea vecinilor. 
Cea de-a doua contribuție independentă din forță este datorată cuplajului 
unui corp dat cu vecinii lui prin intermediul resorturilor. Această contribuție 
depinde de deplasarea corpurilor învecinate. 

Să încercăm să stabilim relația de dispersie. Dacă am fi avut numai cu- 
plajul dintre corpuri, adică dacă g ar fi fost zero, am fi avut relația de disper- 
sie pentru oscilațiile longitudinale ale corpurilor cuplate. „Astfel forța de 
revenire pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă, w?, ar fi fost dată 
de relația (78): 


- e, dacă g=0. (89) 


Să presupunem acum (în cazul g = 0) că avem o oscilație într-un singur mod, 
avînd o tormă bine definită, determinată de o valoare precizată a lui F, im- 
pusă de condiţiile la limită. Imaginați-vă că l-am putea crește treptat pe g - 


) one i ete ne IDILA e 


M 
n=l și iti N 
fu] > 2a (N—1)a 
n—l n și sal 
etc etc. 


(2) ete VIVO VU OVI e 


ZA Va Vai 


Fig. 2.16. Pendule cuplate. (a) Echilibrul. (5) Configurația generală. 
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E ea pr PS 
a] . “y tu, = max 


Fig. 2.17. Relaţia de dispersie pentru sistemul de pendule cuplate. 


de la zero pînă la valoarea lui finală de 9,8 m : s?, folosind un „buton cu 
care se poate varia gravitația“. (Se poate inventa și o metodă mai practică. 
Ce altceva mai puteți varia ?) Cînd îl creștem pe g de la zero pînă la o valoare 
foarte mică g”, forța de revenire pe unitatea de deplasare și pe unitatea de 
masă pentru fiecare particulă creşte cu aceeași mărime, contribuția lui g': 


Lă 


Contribuţia lui g” la w? este =: pentru fiecare corp. 


Aceasta înseamnă că masele vor continua să oscileze în aceeași configurație, 
cu același k și aceeași combinaţie liniară de sin kz și cos &z, oscilînd însă mai 
rapid. Aceasta din cauză că exista aceeași forță de revenire pe unitatea de 
masă și pe unitatea de deplasare, &?, atunci cînd g' era zero, iar acum am 
adăugat pătratului frecvenţei fiecărui corp aceeași mărime. De aceea, corpu- 
rile au și acum valori egale pentru w? și prin urmare oscilează într-un mod. 
Astfel, crescîndu-l treptat pe g, menţinem modurile fără a le amesteca. Confi- 
gurațiile și lungimile de undă sînt aceleași ca și în cazul g = 0, iar forța de 
revenire totală pe unitatea de masă și pe unitatea de deplasare este acum: 
cai) ae E e aia XE, (90) 
II M 2 
Dacă preferați o deducere mai puțin calitativă a acestei relații, rezolvaţi 
problema 2.26; acolo veţi obține singuri ecuația de mișcare a corpului 7, 
veţi verifica relația de dispersie (90) și veţi găsi formele modurilor. (Puteţi 
vedea deja că, pentru condiţiile la limită din figura 2.16, modul cel mai jos 
are k = 0?) 
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Mai tîrziu vom întilai și alte exemple de legi de dispersie de foiina (90), 
pe care le putem scrie în forma generală: 


2(4) = 03 + a? sin? La (91) 


În limita continuă, în care avem ka<&l, această relaţie devine: 
02(k) = 03 + v2f2, (92) 


unde 25 este constanta o? 2/4. 

Vom întîlni legi de dispersie de forma (92), cînd vom studia radiația 
electromagnetică într-un ghid de unde și undele electromagnetice din iono- 
sfera Pămîntului. (Aceasta este de asemenea forma legii de dispersie pentru 
undele de Broglie relativiste în descrirea cuantică a particulelor.) Relația (91) 
este reprezentată grafic în figura 2.17. 


Exemplul 6. Oscilaţiile plasmei 


Acesta este un exemplu interesant de sistem cu o relație de dispersie 
asemănătoare cu cea a pendulelor cuplate. În capitolul 4, vom deduce relația 
de dispersie pentru undele electromagnetice din ionosfera Pămîntului. Forma 
ei coincide cu cea din relația (92): 


w2(k) = 02 + CR, (93) 
unde c cste viteza luminii, iar mărimea o, numită „frecvența de oscilație a 
plasmei“ este dată de: 
Ne 
com 


(94) 


Aici N reprezintă densitatea electronilor (numărul de electroni din unitatea 
de volum), e este sarcina electronului iar m masa unui electron (e este permi- 
tivitatea vidului). Din figura 2.17 observăm că modul cu cea mai joasă frec- 
vență posibilă pentru un sistem cu o relație de dispersie de forma (91) sau 
(92) este un mod cu k = 0, adică cu o lungime de undă infinită. Aceasta 
înseamnă că toate pendulele oscilează cu aceeași constantă de fază și cu aceeași 
amplitudine. Frecvența pendulului este dată în acest caz de relația w? = g/l. 
Frecvența modului cel mai coborit în exemplul de față este frecvența de 
oscilație a plasmei «w,, după cum se vede punînd k = 0 în relația (93). Vom 
considera acum acest mod și vom deduce expresia (94) pentru frecvența lui. 

O plasmă neutră este formată dintr-un gaz de molecule neutre cu o parte 
din molecule ionizate. Fiecare moleculă ionizată constă dintr-un ion pozitiv 
care a pierdut un electron (negativ). lonosfera Pămîntului reprezintă un 
strat de aer (de fapt cîteva straturi cu proprietăți întrucîtva diferite), care 
conține multe molecule de aer ionizat (molecule de Nz și 02). lonizarea unei 
molecule de aer se produce de obicei prin absorbția unei cuante de lumină 
ultravioletă emise de Soare. Densitatea ionilor și a electronilor liberi este 
maximă de la circa 200 pînă la 400 km deasupra suprafeței Pămîntului. La 
înălțimi mai mari, densitatea electronilor (și a ionilor) descrește, deoarece 
densitatea moleculelor neutre de aer care pot fi ionizate descrește. La înăl- 
țimi mai mici densitatea electronilor este mai mică din cauză că radiația 
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ultravioletă a fost deja în cea mai mare parte absorbită. (În lipsa stratului 
de aer protector aflat deasupra noastră, am fi pierit de mult arși de Soare.) 

Deoarece plasma este (în medie) neutră, ea nu acționează ca o sursă de 
cîmp electrostatic. Totuși, o regiune a plasmei poate conţine într-un anumit 
moment un mic exces de sarcină, care corespunde unui deficit într-o regiune 
învecinată. Aceasta creează în plasmă un cîmp electric. Sub influența cîm- 
pului electric, ionii sînt accelerați într-un sens (adică, de-a lungul cîmpului) 
iar electronii în sens contrar. Sarcinile se mișcă în direcția în care tind să anihi- 
leze sarcinile în exces sau în deficit create de cîmpul electric. Avem astfel o 
„forță de revenire“. În momentul în care sarcina în exces a dispărut și cîmpul 
electric corespunzător s-a redus la zero, ionii și electronii au căpătat deja o 
viteză. Inerţia face ca ei să nu se oprească și obținem un nou exces și un nou 
deficit de sarcină, cu semne opuse față de cele inițiale. Avem aici situația 
tipică pentru menținerea unor oscilații de îndată ce acestea au fost excitate. 

Dacă sîntem interesați numai în mișcarea globală a sarcinii înainte și 
înapoi dintr-o regiune în alta, putem să ignorăm ionii pozitivi și să consi- 
derăm că întreaga mișcare a sarcinii este datorată mișcării electronilor. Aceasta 
deoarece accelerația unui electron este mai mare decît cea a unui atom o dată 
ionizat prin raportul maselor respective (aproximativ 3 x 104), forța electrică 
fiind aceeași pentru toți. 

Să studiem o situație simplificată, în care plasma este conținută între 
niște pereți delimitatori. Neglijăm mișcarea ionilor în comparație cu cea a 
electronilor. În orice moment poate exista un exces de sarcină Q pe un perete 
și un deficit corespunzător pe celălalt. Aceasta produce în plasmă un cîmp 
electric uniform în spațiu (vol. 2, paragraful 3.5) cu intensitatea: 


i ea 2-a (95) 


. d, sti: unde A este aria suprafeței peretelui, iar 
semnul minus arată că E, tinde să reducă 

„pe Q la zero. Nu există altă sursă de cîmp 
ice „electric. (Plasma dintre pereţi este neutră, 
„deoarece fiecare electron care se mișcă spre 

DI ..: dreapta ieșind dintr-o regiune dată este în- 
să 7 „locuit de altul, care intră în regiune dinspre 
esa i stînga.) Fiecare electron are masa m și sar- 
: Et . cina e. Din legea a doua a lui Newton se 


d2x 


m —— == eEz, (96) 
d? 


pentru fiecare electron din plasmă. (Negli- 
jăm forțele care se exercită asupra electro- 
nilor în timpul ciocnirilor dintre electroni și 
ioni; aceste forțe sînt nule, în medie, și nu 
produc o mișcare rezultantă a sarcinii.) Să 
Fig. 2.18. Oscilaţii într-un volum Presupunem acum că există N electroni 

de plasmă limitat. liberi pe centimetru cub și că fiecare elec- 


Pa 


102 


tron este deplasat față de poziţia lui medie (de echilibru) printr-o distanță x. A- 
tunci sarcina totală depusă pe un perete (și luată de pe celălalt) este dată de: 


Q = NeAx. (97) 


Derivînd relaţia (97) de două ori în raport cu timpul și introducînd expresiile 
(96) și (95) obţinem: 


Stag (98) 


Această ecuație are soluţia: 


Q = Qocos (ot + ș), 


cu 


=o02, (99) 


Mărimea w, se numește frecvența de oscilație a plasmei. 

Densitatea electronilor liberi N în ionosfera Pămîntului variază cu înăl- 
țimea și cu timpul. Procesul de recombinare a electronilor și ionilor pentru a 
forma molecule neutre continuă după apusul Soarelui, dar formarea ionilor 
noi încetează. De aceea, densitatea electronilor scade în timpul nopții. Frec- 
vențe tipice v,(= w,/2x) pentru oscilațiile plasmei în timpul zilei sînt: 


vp = 10 pînă la 30 MHz (megahertzi), (100) 


ceea ce corespunde la N = 10% — 107 electroni liberi pe cm?. 


Exemple mai puţin obișnuite 


Dacă se combină ipoteza lui de Broglie, conform căreia o particulă de 
impuls p are un număr de undă k dat de p = 24, cu „condiţia de frecvență 
a lui Bohr“, care spune că o particulă de energie E are o frecvență a undei 
« dată de relația E = wo, se poate găsi o relaţie de dispersie între w și & pentru 
particule, dată fiind relația dintre E și Ș. Exemple sînt date în tema supli- 
mentară 2, 


PROBLEME ȘI EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


2.1. Resortul slab — dependența frecvenţei de lungime. Ţineţi în mina stingă prima spiră 
a unui resort slab, iar în cea dreptă ultima spiră, cu miinile la o distanță de aproximativ | m. 
Măsurați frecvența oscilaţiilor transversale verticale. (Nu vă preocupați de faptul că resortul 
se curbează la mijloc.) Apoi întindeți resortul cit puteți de mult. Măsurați frecvența. Fixaţi acum 
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capetele astfel încît lungimea totală să fie de 2,5 m—3 m. Măsuraţi frecvența. Explicaţi rezul- 
tatele obţinute. Folosiţi frecvența măsurată pentru a determina inversul constantei elastice pe 
o spiră. Presupuneți că numărul total de spire al resortului este N. Țineţi sau legați resortul 
astfel încît numai N spire să fie libere. Înainte de a face experiența, deduceți dependența frec- 
venţei de raportul N/Ng. Apoi efectuaţi experienţa. 

2.2. Resortul slab ca un sistem continuu. Fixaţi rigid cele două capete ale unui resort slab 
(folosind o sfoară, niște cîrlige sau cleme). Lungimea convenabilă este de circa 2,5—3 m. Nu 
vă preocupați de faptul că resortul se curbează la mijloc. Produceţi cel mai coborit mod trans- 
versal de-a lungul fiecărei direcții transversale. Măsuraţi frecvențele celor două moduri. Pro- 
duceți, de asemenea, cel mai coborit mod longitudinal și măsurați-i frecvența. (Există două 
metode convenabile prin care putem excita un anumit mod. O metodă este să obligăm resortul 
să ia o formă convenabilă și apoi să-l lăsăm liber să se miște; o altă metodă este să ținem resor- 
tul aproape de un capăt și să îl mișcăm ușor cu frecvența potrivită pînă ajunge la o amplitudine 
suficient de mare, lăsindu-l apoi liber. Folosiţi ambele metode.) Învățați apoi cum să excitați 
cel de-al doilea mod, în care lungimea L este egală cu două semilungimi de undă. Faceţi aceasta 
pentru toate cele trei direcții x, y şi z. Măsurați frecvențele. Cu puțin exercițiu, veţi fi în stare 
să excitați și modurile de ordinul trei. 

Excitați acum simultan cel mai jos mod vertical și cel de-al doilea mod longitudinal. (Acest 
lucru se poate face ușor alegind o constringere inițială convenabilă.) Priviţi sistemul și măsurați 
frecvența bătăilor produse de modul longitudinal (de ordinul doi) şi de dublul celui mai jos mod 
vertical. Este un lucru ușor, dacă aţi înțeles ce aveţi de făcut şi ați exersat citeva minute. Această 
experiență este o bună cale de a observa că există un factor riguros de 2 în frecvență cînd tre- 
cem de la „fundamentală“ la „prima octavă“. În mod asemănător, puteţi produce ușor cel 
mai jos mod vertical și cel de-al doilea mod orizontal, simultan. 


2.3. Măsurători de zero, Citiţi experiența 2.2 (deşi nu este necesar să o efectuaţi pentru 
această problemă). Presupuneți că măsuraţi frecvențele resortului numărînd oscilațiile timp de 
circa zece secunde și împărțind apoi numărul total de oscilații complete la timp. Presupuneți 
că măsurați timpul cu o precizie de +1 s şi că puteți estima o oscilație „completă“ cu o precizie 


de aproximativ + E oscilații. Frecvența v, a celui mai coborit mod este de aproximativ 1 Hz. 
4 


Frecvența v, a celui de-al doilea mod este de aproximativ 2 Hz. 


(a) Care este, aproximativ, precizia relativă (procentuală) pe care o realizați în măsurarea 
lui V,? Dara lui Vp? (Dorim un răspuns scris sub forma „v, = 1,0-+ 0,1, v, = 2,0-+0,2*%, bine- 


înțeles cu valorile reale.) 


() În continuare, presupuneţi că excitați ambele moduri simultan și măsurați frecvența 
bătăilor obținute cu frecvențele 2v, şi V,, așa cum s-a descris în experiența 2.2. Aceasta se poate 
face numărînd bătăile pe o perioadă de aproximativ 10 s, adică circa 10 oscilaţii cu frecvența 
v,. Presupuneţi că ați putea detecta, cu o precizie de 1/4 bătăi, că în acest interval nu se for- 
mează nici o bătaie. Astfel rezultatul vostru experimental ar fi v, — 2v, = 0. Care este precizia 
experimentală ? (Dorim un răspuns de forma „V; — 2v, = 0 + 0,10“.) Care este precizia unei 
estimări a mărimii Y, — 2Y, (exprimată în același fel), obținută compunînd rezultatele măsură- 
torilor independente ale lui Y, și V, de la punctul (a)? Puteţi constata vreun avantaj al metodei 
bazate pe numărarea tătăilor? Explicaţi de ce este mai bună această metodă. Încercați să gene- 


ralizaţi aceasta intr-o afirmaţie despre „cum să efectuăm o măsurătoare, dacă este posibil“. 
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EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


2.4. „Timbrul sunetului“ unui resort slab. Timbrul sunetului unui instrument muzical de- 
pinde de armonicele care sînt excitate. [De exemplu, armonicele pare nu există deloc (sau aproape 
deloc), la clarinet ; sint prezente numai frecvențele v,, 3 v,, 5v, etc.] Localizați centrul resortului 
vostru (suspendat ca în experiența 2.2). Excitaţi resortul lovindu-l brusc cu mina la mijloc. 
Încercaţi cu diverse intensități ale loviturii. Veţi observa imediat că armonicele pare lipsesc 
întotdeauna și, cu cît lovitura este mai puternică, cu atît numărul de moduri (impare) pe care 
le excitați este mai mare. Puteţi imagina o metodă de a produce numai modurile pare? 

Loviţi o coardă de chitară sau de pian în diverse locuri — la mijloc sau aproape de un ca- 
păt — și observați dacă puteți sesiza vreo diferență în ce priveşte „timbrul sunetului“. 


2.5. Pianul ca instrument de analiză Fourier —lipsa de sensibilitate a urechii față de fază. 
Țineţi apăsată pedala care ridică surdina unui pian. Rostiţi vocala „e“ în regiunea coardelor 
și a plăcii de rezonanță. Ascultaţi. Rostiți vocala „o“. Încercați toate vocalele. Coardele pia- 
nului vibrează (într-un mod destul de complicat) și mențin un timp analiza Fourier a vocii voas- 
tre! Observaţi că sunetul vocalei ce poate fi recunoscută persistă timp de cîteva secunde. Ce 
vă spune această experiență referitor la importanța pe care o au, pentru ureche și creier, fazele 
relative ale componentelor Fourier care alcătuiesc sunetul? 


2.6. Armonicele pianului — scara egal temperată. În cărți de specialitate puteți găsi tabele 
cuprinzind frecvențele sunetelor pentru cele trei scări muzicale mai des folosite. 
Scara cromatică de înălțimi egal temperată americană standard 
(bazată pe nota la — 440 Hz). . 
Scara cromatică de înălțimi egal temperată internațională 
(bazată pe nota la — 435 Hz). 


Scara științifică sau exactă (bazată pe nota do — 256 Hz, ceea ce corespunde unui 

la — 426,67 Hz). 
Vom explica mai întîi scara științifică. Luăm frecvența de 256 Hz ca unitate de frecvență, v = 1. 
Armonicele acestei note fundamentale sînt atunci v = 2, 3, 4 etc.; subarmonicele se definesc 


1 1 
a fi egale cu = ie 2, etc. Nota do centrală a pianului are frecvența de 256 Hz (dacă pia- 


nul este acordat astfel). El este numit do. (Indicele se referă la octavă. El crește cu o unitate 
la fiecare octavă superioară a lui do.) Presupunem că toate coardele pianului satisfac exact 
legea de dispersie „a unei coarde continue și perfect flexibile“. Atunci frecvențele modurilor unei 
coarde date constau din şirul armonic V,, 2Y,, 3v, etc. Denumirile și frecvențele primelor 16 armo- 
nice ale coardei do, și, de asemenea, ale primelor două subarmonice sint următoarele (am subli- 
nat nota do, și octavele ei): 


= | 
oana fas | do; | do, | do; | sol; | dos | mis | Solg |si bemolg | do | rez 
- ] j | 1 2 | 3 4 5 6 7 8 9 
v: — e 
| 3 E | 3 & 
D.numi- A A : L | 
mi fa diezz solz | sol diezz |si bemolz| siz dog 
| 
y | 10 INI | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 


O octavă este întotdeauna mai înaltă cu un factor de 2 in frecvență (comparați solg şi sol). 
Să construim acum o scară în interiorul unei singure octave, între do, și do;, împărțind sau înmul- 
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țind armonicele și subarmonicele lui do, prin puteri convenabile-ale lui 2. Obţinem astfel gama 
diatonică ştiinţifică sau exactă în do major (gama diatonică folosește numai clapele albe, nu 
şi cele negre de pe claviatura pianului): 


Denumirea : 


(Am „strecurat“ în această gamă și nota la. Frecvența ei este 5/4 din frecvenţa lui fa.) În această 
scară, nota do se numește tonică. Cel mai mic interval muzical în această scară diatonică se 
numeşte secundă minoră. Raportul frecvenţelor pentru o secundă minoră este Via Vmi = Vao/Vei= 
= 16/15 = 1,067. Raportul următor ca mărime se numește secundă majoră. Există două tipuri 
de secunde majore: Vpe/Vao = Vsol/Vra = Vsi/Via = 918 = 1,125; Vmt/Vre = Val Vo = 109 = 1,11. 
Există, de asemenea, două tipuri de rapoarte care urmează ca mărime, terța minoră: Vfa/ Vre = 
=52|27= 1,185; Vsol/Ymi = Vaol/Va = 6/5 = 1,200. Există doar un tip de terță majoră: YmilYăo = 
= Vara = VsilYso = 5]4 = 1,250. Urmează acum o dificultate, din punct de vedere muzical. 
Presupuneţi că, în timp ce compuneți o melodie pentru un pian acordat în această scară, vă 
hotăriți brusc să treceţi la o nouă „tonalitate“ adică, la o scară diatonică avînd o altă notă ca 
| tonică. De exemplu, ați dori să treceţi de la do major la re major. Vreţi să aveţi același tip de 
scară, adică aceleași rapoarte ale frecvenţelor ca mai înainte. Astfel, doriți ca prima secundă 
majoră în noua scară, Ymi/Yre, să fie o „secundă majoră de tipul lui Vpe/Vao“, cu raportul 1,125. 
Din nefericire nu puteți folosi nota mi pe care o aveţi deja, deoarece aceasta dă Vi/Vre = 1,11. 
Aşadar aveţi nevoie de o nouă coardă mi“, Cu Vaatr|Vao= 1,125 (Vre/Vao) = 1,265, în timp ce Vmi/Vao= 
= 1,250. Nota care urmează după mi' reclamă, de asemenea, o nouă coardă, notată fa diez. 


5 
O alegem cu raportul Va aiez/VYre = VmiVao, astfel încît Via atez = Îi (2)- 1,407. (Aceasta 


este o „clapă neagră“ pe claviatură.) Observaţi că pianul a căpătat acum un nou fip de secundă 
minoră: Via diezYfa = 1,0555. Pe măsură ce completaţi scara, trebuie să adăugaţi din ce înce 
mai multe clape, dacă vreţi să cîntați și în alte tonalități, şi situația devine din ce în ce mai proastă. 
(Încercați să completaţi gama re. Trebuie să adăugați „clapa neagră“ do diez pentru a obține 
nota corespunzătoare notei si din gama do. Ce alte coarde de bază vă mai sint necesare?) 

Scara egal-temperată ocolește aceste probleme, luînd toate notele egal distanțate într-o 
scară logaritmică. Octava este împărțită în 12 secunde minore (,„,semitonuri“), fiecare avînd ra- 
portul frecvențelor 21/12 = 1,059. Atunci pentru toate secundele majore raportul este de 22/12 = 
= 1,122; pentru toate terțele minore raportul este 23/12 etc. Nici un interval nu este „exact“, 
cu excepţia octavelor, dar toate intervalele sint apropiate de valorile exacte în gamele diatonice 
cu o notă oarecare aleasă ca tonică. 

Încercați următoarele experiențe: 
1) Ţineţi apăsată permanent clapa corespunzătoare lui si temolg, de pildă, astfel încît să înde- 
părtați de pe coardă surdina, fără a se auzi vreun sunet. Loviţi acum brusc o clapă corespun- 
zătoare unei note mai grave, țineți-o apăsată citeva secunde și apoi lăsaţi-o liberă, astfel încît 
sunetul mai grav să fie amortizat. Dacă auziți acum sunînd coarda si bemolg, ea a fost excitată 
de către una din armonicele prezente în configurația modurilor proprii ale coardei corespun- 
zătoare notei grave. Încercați diverse coarde cu frecvențe mai joase. Nota aflată cu o octavă, 
mai jos trebuie să dea efectul dorit. La fel și nota aflată cu o doisprezecime mai jos, mi bemol, 
deoarece si bemol reprezintă cea de-a treia armonică a ei. La fel și coarda do pentru care si bemolg 
este cea de a 7-a armonică, cu condiţia ca această armonică să fie prezentă în vibrația coardei 
do. Alt mod de a efectua această experiență este să loviți o aceeași notă gravă, de pildă do,, 


ținînd apăsate clapele corespunzătoare unor note mai înalte, fără ca ele să vibreze, pentru a 
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vecea dacă sint excitate. Dacă ați găsit o notă care este excitată, încercaţi nota învecinată aflută 
la o distanță de o secundă minoră. Este și ea excitată? 

2) De astă dată ţineţi apăsată clapa unei note grave fără ca aceasta să vibreze și loviți brusc 
o notă mai înaltă. Dacă nota înaltă corespunde unei armonice a coardei inferioare, veți excita 
în coarda inferioară acea armonică, fără a excita modul ei cel mai coborit (fundamental). În 
acest fel, puteți auzi cum sună armonicele coardei inferioare atunci cînd ele nu sînt mascate de 
fundamentala sonoră. 

3) Folosiţi metoda de la punctul (2), pentru a afla cum sună primele 6 sau 7 armonice 
ale Imi dog (sau ale unui do mai grav). Apoi exersați cum să ascultați o armonică particulară 
din configurația sunetului atunci cind clapa inferioară este lovită în modul normal. De 
exemplu, pentru a afla cum să ascultați armonica a șaptea, si bemolg, atunci cînd este lovit 
dog, ţineţi apăsată elapa do, și loviți brusc clapa si bemolg. Aceasta vă arată cum sună nota si 
bemolg, cînd este dată de cea dea 7-a armonică a lui do,. Apoi, cînd memoria vă este încă proas- 
pătă, loviți coarda do, și concentrați-vă pentru a-l recunoaște pe si bemolg din sunetul glotal 
(dominat de fundamentala lui do,). Observaţi că frecvența acestei note atunci cînd apare ca armo- 
nica a 7-a a lui dog, adică pe coarda dos, nu va fi exact egală cu frecvența notei fundamentale 
a coardei si bemolg. Ea este suficient de apropiată încit să poată fi excitată, probabil, dar de în- 
dată ce coarda si bemol este oprită din vibrație, iar coarda do, a avut citeva secunde pentru a 
uita cum a fost excitată, ea va oscila cu frecvența ei proprie (a 7-a armonică), şi nu cu frecvența 
de excitare. Astfel, ea sună puțin diferit față de nota inițială. (Desigur, dacă pianul nu este 
acordat, ea poate suna foarte diferit.) Din cauza acestei mici diferențe de frecvenţă, puteți auzi 
bătăi astfel: j 

(a) Ţineţi apăsată clapa do, fără ca ea să vibreze. Loviţi brusc do. Prin aceasta se excită cel 
de-al doilea mod al coardei do,. Înainte ca acesta să se stingă, opriți coarda do; și apoi loviţi-o 
din nou, ușor, încercînd să potriviți intensitatea sunetului ei, cu ceea ce a rămas din cea de-a 
dona armonică a lui dog. Ascultați bătăile. (Această experiență reușește mai bine la anumite 
piane decit la altele. Ea trebuie efectuată într-o cameră liniștită.). 

(5) Cele mai grave note ale pianului sînt lag (27,5 Hz) şi la diezg (29,1 Hz). Frecvența bătăilor lor 
este deci de 1,6 s-l valoare care este uşor de detectat. Loviţi uşor ambele clape în același timp. 
De îndată ce constatați că se aud tătăi, lăsați liberă una din clape, dar nu și pe cealaltă. Dispar 


bătăile? (Este acordat pianul?) 


2.7. De ce o coardă continuă ideală dă exact raportul „armonic“ al frecvențelor, dar o coardă 
cu masa distribuită discontinuu nu? Considerăm o coardă cu masa distribuită discontinuu într-un 
mare număr de corpuri punctiforme (de pildă 100), cu ambele capete fixe. Vom considera 
această coardă ca avînd practic o distribuție continuă de masă. Presupunem că ea oscilează în 
modul ei propriu fundamental; atunci lungimea L este jumătate din lungimea de undă a unei 
unde sinusoidale. Să considerăm acum cel de-al doilea mod: lungimea L este egală cu două semi- 
lungimi de undă, astfel încît prima jumătate a lui L este o semilungime de undă. Să comparăm 
acum cele 50 de mase punctiforme din prima jumătate a coardei aflate în cel de-al doilea mod, 
cu totalul de 100 atunci cînd coarda vibrează în modul fundamental. În fiecare caz, corpurile 
punctiforme se aşază pe o curbă care reprezintă o semilungime de undă a unei unde sinusoidale. 
Comparați corpul | (în modul 2) cu poziția medie a corpurilor | și 2 (în modul 1); comparați 
corpul 2 (în modul 2) cu corpurile 3 şi 4 (modul 1) etc. Astfel, în modul 2, corpul 17 are aceeași 
amplitudine ca media corpurilor 33 și 34 în modul | (dacă undele sinusoidale au aceeași ampli- 
tudine). Dar, în modul 2, coarda în poziția corpului 17 formează cu axa de echilibru un unghi de 
două ori mai mare decît unghiul din poziția medie a corpurilor 33 și 34 în modul | (în aproxima- 
ţia unghiurilor mici). Astfel, forța de revenire pe unitatea de deplasare, care acționează asupra 
corpului 17 este de două ori mai mare decit forța care acționează asupra corpurilor 33 și 34. 
De asemenea, masa corpului 17 este numai jumătate din masa celor două corpuri 33 și 34. 


Așadar, forța de revenire pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă este de patru ori mai mare 
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pentru corpul 17 în motul al doilea decît pentru ansamblul corpurilor 33 și 34 în modul întfi. Obţi- 
nem astfel, în aproximaţia „aproape continuă“ (implicată de „numărul mare“ de mase puncti- 
forme), V = 2v,. 

Acest raţionament nu se poate aplica însă dacă numărul maselor punctiforme este mic. Ex pli- 
cați de ce. Astiel veți putea vedea de ce obţineţi rapoartele „armonice“ Y, = 2V,, Ys = 3v, etc. 
în limita continuă și nu atunci cînd există numai cîteva corpuri punctiforme, așa cum se arată 
de exemplu în figura 2.12. 


2.8. În cîți ani se poate dubla o sumă de bani, dăcă este investită cu o dobîndă de 5,9%, 
(pe an, calculată anual)? [Indicaţie: considerați scara egal-temperată (experiența 2.6)]. 


2.9. Completaţi scara diatonică „exactă“ re major pe care am început-o în experiența 2.6 
Am găsit acolo că trebuia să mai adăugăm o nouă coardă mi, pe care am numit-o mi'. Am avut 
nevoie de prima noastră „clapă neagră“, fa diez. Vom avea nevoie, de asemenea, şi de o altă clapă 
neagră, do diez. Ce puteți spune despre notele sol, fa, la şi si? Le putem folosi pe cele pe care 
le avem sau avem nevoie de sol“, fa”, la” și si? 


2,10. Deduceţi relația (55) care reprezintă ecuația undelor pentru o coardă neomogenă 


2,11. Obţineţi rezultatul din relația (47) pentru coeficienții Fourier ai funcției F(2) repre- 
zentate în figura 2.6. 


2.12. Determinați configurațiile modurilor și frecvențele primelor trei moduri de vibrație 
transversală ale unei coarde continue cu tensiunea 7, densitatea liniară de masă pp şi lungimea 
L, cu condiţiile la limită în care ambele capete :înt libere. (Ele alunecă pe niște tije fără frecări 
care trec prin inele fără masă la fiecare capăt al coardei.) Arătați că cel mai josmod are pro- 
prietatea particulară de a avea lungimea de undă infinită și frecvența zero. În acest mod, coarda 
este translatată cu viteză uniformă. (Aceasta include posibilitatea ca ea să rămină în repaus 
într-o poziţie arbitrară.) 


2.13. Determinați configuraţiile şi frecvențele celor trei moduri de vibrație transversală 
a unei coarde cu masa distribuită discontinuu, avînd trei mase punctiforme și patru segmente 
de coardă, cu condițiile la limită în care ambele capete sînt libere. (Segmentele de la 
capetele coardei sînt prevăzute la extremități cu inele fără masă și alunecă pe două tije fără fre- 
cări.) Comparaţi modul cel mai coborit cu cel din problema 2.12. 


2.14. Consideraţi un circuit LC constind din trei bobine și patru condensatoare, dispuse 
ca în figura 2.15, pentru N = 3, cu excepţia faptului că cele două condensatoare din afară sînt 
scurteircuitate.  Determinaţi configurațiile intensitățiler curenților și frecvențele celor trei 
moduri. Comparați semnificaţia fizică a modului „particular“ cel mai coborit din această 
problemă cu a celui din problema 2.13. Comparați condiţiile la limită cu cele din problema 2. 13. 


2.15. Consideraţi coarda de pian care produce nota do central de 256 Hz (scara științifică). 
Densitatea oțelului din care este confecționată coarda este de aproximativ 9 g/cm?. (Aceasta 


nu este densitatea liniară de masă pg. De ce?) Presupunem că diametrul coardei este de 1/2 mm 
iar lungimea de 100 cm. Care este tensiunea în coardă? 
R: 74 %48N. 


2.16. Determinați j(2,t) pentru un resort slab constrins ca la ! = 0 să aibă forma descrisă 
de funcția. g(2) dată în relația (48). Reprezentați grafic W(z, 0), unde wtp = 7/3. Comparaţi for- 
ma lui (2,29) cu cea a lui (2, 0), care este arătată în figura 2.7. 


2.17. Comparaţi tensunea care apare într-o coardă de chitară confecționată din oțel cu 
cea dintr-o coardă de catgut de aceeași lungime, diametru și frecvență (a modului fundamental). 
Densitatea oțelului este de aproximativ 9 g/cm3; densitatea catgutului nu este cu mult mai 
mare decît | g/ecm?. Sint de fapt egale diametrele coardelor de chitară realizate din oțel și din 
catgut? Uitaţi-vă la o chitară şi aflați. După ce ați estimat raportul diametrelor, recalculați 
raportul tensiunilor în cele două cazuri. 
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2,18. Deduceţi ecuația clasică a undelor (14) în modul următor: porniţi cu reiația exactă 
(62). Apoi treceţi în aproximaţia continuă. Înlocuiți indicele n prin poziţia z, luînd în considerare 
faptul că distanța dintre două mase punctiforme succesive este a. Folosiţi dezvoltarea în serie 
Taylor din membrul drept al relaţiei (62). Includeţi un termen în plus faţăde cei care au fost nece- 
sari în obținerea ecuaţiei clasice a undelor. Formulați un criteriu pentru a neglija acest termen 
şi pe cei de ordin superior. 


2.19. Arătaţi că introducînd. expresia (71) în ecuația de mișcare (65) pentru vibraţiile 
transversale ale unei coarde cu masa distribuită în corpuri punctiforme, se obține relația de 
dispersie (70). Arătați că acest rezultat este independent de alegerea constantelor A, B și &, 
ce depind numai de condiţiile inițiale și de condiţiile la limită. 


2,20. Folosiţi relaţiile (73) și (70) pentru a obţine rapoartele frecvențelor indicate în fi- 
gura 2.12 pentru N = 5. 


2.21. Determinați configuraţiile modurilor şi frecvențele oscilaţiilor transversale ale unei 
coarde cu masa distribuită în 5 corpuri punctiforme, avînd un capăt fix și celălalt liber. Repre- 
zentați cele cinci puncte corespunzătoare pe graficul relației de dispersie o(k) din figura 2.13. 


2.22. Analizînd figura 2.13 și o schiță a sistemului, găsiți o cale simplă de a adăuga încă 
6 puncte în această figură astfel încît ea să indice modurile unei coarde cu masa distribuită în 
11 puncte, avînd ambele capete fixe. 


2.23. Arătați că din relaţiile (73) şi (74) se obţin, în cazurile N = | şi N = 2, valori ale 
frecvenţelor egale cu cele obținute în paragrafele 1.2 și 1.4. 


2.24. Schiţați configuraţiile celor cinci moduri ale unei coarde cu masa distribuită în 5 
corpuri punctiforme, conform relațiilor (78) — (80). 


2.25. Reprezentaţi grafic relația de dispersie pentru sistemul prezentat în figura 2.15. 
2.26. Arătaţi că, pentru sistemul de pendule cuplate prezentat în figura 2.16, ecuația de 


mișcare a corpului suspendat de pendulul n este dată (pentru oscilații mici) de: 


Di aa (oa Dap RE Mă pe e RE A 
M a 


d72 i M 
Arătați că soluția generală pentru un mod, indiferent de condiţiile la limită, este: 
Va() = cos (of + e) [A sin nka +: B cos nka]. 
Arătaţi că relația de dispersie este: 


ka 
2 


ip ala 
wi = > 4 — sin? 
I ia M 


Arătaţi că, pentru condiţiile la limită indicate în figura 2.16 (adică fără nici un resort care să 
cupleze corpurile de la capete de pereţi), soluţia de mai sus se reduce la: 


Va() = cos (wt + q) B cos nka, 


1 
cu corpul n localizat în z = [ — 2) a. Arătați că modul fundamental are k = 0. Schiţaţi confi- 


gurația lui. Care ar fi comportarea sistemului în această configurație, dacă constanta gravita- 
țională ar fi redusă ti -ptat la zero? Schițați configuraţiile pentru N = 3 și aflaţi frecvențele celor 
trei moduri. 

2,27. Găsiți sistemul de condensatoare și bobine cuplate care este „analog“ sistemului de 
pendule cuplate din figura 2. 16, în sensul că ecuația de mișcare pentru bobina n are aceeași formă 
cu ecuația de mișcare a pendulului n, pe care ați aflat-o în problema 2.26, Găsiţi relația de dis- 
persie. 
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2.28, Consideraţi limita continuă, în problema pendulelor cuplate (problema 2.26). Arătaţi 
că ecuația de mișcare devine o ecuație a undelor de forma: 
224 2 
— = 03 + vp 
are 8 -+ vo az 


2.29. Demonstraţi fiecare din următoarele afirmații numerotate, folosind două metode: 
(a) metoda „fizică'“, bazată pe folosirea modurilor normale ale unei coarde cu distribuție conti- 
nuă de masă, cu condiţii la limită convenabile, și (2) metoda analizei Fourier a unei funcţii perio- 
dice de z. i 
1) Orice funcţie (rezonabilă) /(2) definită între z = 0 şi 2 = L şi avînd valoarea zero în z = 0 
și panta nulă în z = L poate fi dezvoltată într-o serie Fourier de forma: 


fish Îi Aa sin nhiă; n == 13,5, 7, cesti hi == e 
Li 


(Notă. Pentru a folosi metoda analizei Fourier, trebuie ca, pornind de la f(2), să construiți o 
funcție periodică, astfel încît să puteți aplica formulele analizei Fourier.) 

2) Orice funcţie (rezonabilă) /(2) definită între z = 0 și z = L şi avînd panta nulă în z = 0 și 
panta nulă în z = L poate fi dezvoltată într-o serie Fourier de forma: 


fe)= B+ d Ru cos nkii 1 = 1,2, 54, ML =. 
n 


3) Orice funcţie (rezonabilă) f(2) definită între z = 0 și z = L şi avînd panta nulă în z=0 și 
valoarea zero în 2 = L poate fi dezvoltată într-o serie Fourier de forma: 


fa) = ÎI Bacos mhz: n = 1,3, 5,7,..-; LL = = a 
n 


2,30, Analiza Fourier a unui puls de formă dreptunghiulară care se repetă periodic. Atunci 
cînd tateţi din palme în mod periodic, presiunea rezultantă a aerului lîngă ureche poate fi aproxi- 
mată printr-un puls de formă dreptunghiulară, care se repetă în mod periodic. Fie F(?) presiunea 
sonoră în vecinătatea urechii. Luăm furcția F(£) egală cu + | unități pentru un scurt interval 
de timp At și egală cu zero înainte şi d ipă acest interval. Acest „puls dreptunghiular“ cu înăl- 
țimea de o unitate și lărgimea At [pe ur. grafic al lui F(£) în raport cu £] se repetă periodic la inter- 
vale de timp de lungime 7,. Intervalv scurt de timp At reprezintă durata fiecărui sunet produs 
prin bătaia palmelor. Perioada 7, es » timpul între două bătăi succesive. Frecvența v, = Ti! 
este frecvența bătăilor. Trebuie să ar lizaţi Fourier funcția F(?). 

(a) Arătaţi că puteți alege originea timpului astfel încît să apară numai termenii cos nw,t, 
adică astfel încît: 


90 
Fi = B+ IO Bncosncut. 


n= 


(b) Arătaţi că B, = AL/T,, £ dică chiar durata „activă“ relativă. Arătați că: 


Ba = A sin (nr, A1), pentru n = 1,2,... 
nr 

(0) Arătați că pentru At & T,, sunetul „fundamental“ v,, și armo' icele joase 2v,, 3v,, 
49, etc. au toate amplitudini Fourier B,„ practic egale. 

(d) Reprezentaţi grafic B, ca funcţie de nv,, mergînd pînă la un n < ificient de inalt, astfei 
încît B, să treacă prin zero de două sau de trei ori. 

(e) Folosind graficul de la punctul (4), arătați că „cele mai importante“ frecvențe (adică 
cele cu valori relativ mari ale lui B,), sînt cele cuprinse între frecvența fundamentală, Vw, şi o 
frecvenţă de ordinul lui 1/At. Astfel putem nota 1/At prin Vmaz. Desigur, în realitate nu există nici 
o frecvență maximă; deoarece seria Fourier conţine termeni pînă la n = oo. Totuși, cele mai 
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importante frecvențe se află cuprinse între zero și VYmaz. „Banda de frecvenţe” a irecvențelor do- 
minante are o “lărgime a benzii“ egală cu aproximativ Ymaz = 1/Af. Frecvențele importante sînt 


deci: 
o 


A 0). Yu 2, 3Vu 4, :-*a Ymaz = : 


At 


Lărgimea benzii frecvențelor dominante poate fi notată cu: Av. Atunci rezultatul obținut poate 
îi scris sub forma: 


AvAra |. 


Aceasta este o relație foarte importantă. Ea este valabilă nu numai pentru funcția F(?) presupusă 

de noi, adică un puls „dreptunghiular“ de lărgime At, ci şi pentru orice formă de puls care poate 

fi caracterizat ca fiind zero în cea mai mare parte a timpului și diferit de zero pe un interval 

de timp de aproximativ At. Dacă pulsul se repetă la intervale 7, (aşa cum a fost în exemplul nostru) 

atunci frecvențele dominante sînt zero, V,, 2V, 3W etc., pină la aproximativ 1/At. Dacă pulsul 

nu se repetă, ci apare numai o singură dată, atunci se obține (după cum vom arăta în capitolul 6) 

că „spectrul Fourier!" al frecvențelor importante ocupă tot banda de frecvențe care se întinde 

de la zero pînă la circa 1/Az, dar el este un spectru continuu, incluzînd toate frecvențele din bandă, . 
nu numai fundamentala Y, și armonicele ei. 

Această problemă vă poate ajuta să înțelegeți spectrul frecvențelor radiației electromag- 
netice numite radiație de sincrotron, care este emisă de un electron relativist ce execută o miș- 
care circulară uniformă. Se poate arăta (capitolul 7) că un electron nerelativist care efectuează 
o mișcare circulară uniformă cu frecvența v, emite o radiație electromagnetică avînd o frecvență 
unică V. Aceasta deoarece, pentru viteze nerelativiste, cimpul electric din radiație este direct 
proporțional cu componenta accelerației sarcinii perpendiculară pe direcția de observație, tra- 
sată de la sarcină spre observator. Pentru o mișcare circulară această proiecție a accelerației 
este o mișcare armonică simplă. Prin urmare, pentru un electron nerelativist, cimpul radiat este 
proporțional cu cosinus sau (sinus) decw,t. Pentru un electron relativist, cîmpul radiat nu are 
dependența de timp cos cf. Intensitatea radiației este foarte puternic concentrată în direcție, 
de-a lungul direcției instantanee a vitezei sarcinii. Cînd electronul este dirijat direct spre obser- 
vator, el emite o radiaţie care va fi detectată mai tirziu de către acesta. La alte momente de 
timp, radiația emisă nu va ajunge la observator. Astfel, cîmpul electric măsurat de observator 
este intens pentru un scurt interval de timp At care se repetă cu perioada T,, şi este aproape zero 
la. alte momente de timp. Prin urmare, spectrul de frecvențe observat constă din v, = 1/7, 
şi armonicele ei 2y,, 3v, etc., pînă la o frecvență maximă (importantă) de aproximativ 1/At. 
Arătați că intervalul de timp At este aproximativ dat de A//T, 2 A0/2x, unde A este „lărgi- 
mea unghiulară totală“ a radiației emise. 


2.31. Unde staționare în formă de dinți de ferăstrău în apă puțin adîncă, Undele de apă 
mică sînt unde în care amplitudinea de mișcare a apei în partea de jos a vasului, lacului sau 
oceanului este comparabilă în mărime cu cea de la suprafață. Oscilaţiile nivelului apei dintr-un 
vas (experiența 1.24) reprezintă o undă de apă puțin adincă. Arătați acest lucru experimer:tal 
agitînd puţin zaț de cafea în apă astfel încît o parte din zaț să se afle la fund. Excitaţi modul 
de oscilație a nivelului apei (acela în care suprafața rămîne în esență plană) și urmăriți mișcarea 
zațului de cafea la fund și la suprafață în apropierea centrului vasului. Uitaţi-vă de asemenea 
şi lingă pereții vaslui. 

Să considerăm . cum următoarea undă staționară idealizată în formă de dinţi de ferăstrău. 
Presupunem că avem louă vase independente de aceeași formă, cu apă la aceeași adincime de 
echilibru, Ph, care execuii oscilații în modul fundamental. Vasele sînt alăturate astfel încît, dacă 
nu ar exista peretele despărțitor, ar forma împreună un vas lung de-a lungul direcției de osci- 
laţie orizontale. Presupunem că fazele oscilaţiilor sînt astfel încît apa dintr-un vas se mișcă ori- 
zontal întotdeauna în sens opus față de apa din celălalt, făcind ca apa să. se ridice la înălțimea ei 
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maximă în ambele vase în același timp lingă pereţii care le separă. Imaginați-vă acum că înlă- 
turați pereții care separă cele două vase. Apa de lingă suprafața de separare nu executa o miș- 
care pe orizontală atunci cînd pereţii erau la locul lor. Ea nu execută o astfel de mișcare nici 
acum, din cauza simetriei mișcării celor două volume de apă (reunite acum pentru a forma un 
volum mare). Mișcarea trebuie să continue nemodificată ! Dacă dorim, putem adăuga în conti- 
nuare și alte vase. Avem aici o undă staționară în formă de dinți de ferăstrău. Să aproximăm 
această formă printr-o undă sinusoidală. Vedem atunci că lungimea unui vas este egală cu o semi- 
lungime de undă. (Observaţie: dacă analizați Fourier această funcție periodică de z, primul ter- 
men și cel mai dominant din dezvoltarea Fourier va fi cel pe care îl folosim pentru a aproxima 
dinții de ferăstrău.) Folosiţi această aproximaţie în formula care dă frecvența oscilaţiilor nive- 
_lului apei (vezi experiența 1.24). Arătați astfel că se obține; 


»W = Bai 43 Neh = 1,10 eh. 
T 


Observăm că aceste unde sînt nedispersive. (Observaţie: relația de dispersie exactă pentru unde 


sinusoidale în apă de adincime mică este Av = N gh. Aproximaţia dinților de ferăstrău conduce 
la o viteză de propagare mai mare cu 10%.) 

Pentru unde formate în ape adinci (unde în care adîncimea apei la echilibru este mare în 
comparație cu lungimea de undă), amplitudinea undei scade exponențial cu adîncimea față de 
suprafață, cu o descreştere a amplitudinii printr-un factor e = 2,718... pentru fiecare creștere a 
adincimii cu mărimea 4 = 2/2r, unde î se numește lungimea de undă redusă. Într-o primă 
aproximație putem spune că o undă de apă adincă este asemănătoare cu o undă de apă puţin 
adîncă în regiunea de la suprafață pină la o adincime efectivă h = 4, deoarece în această regiune 
amplitudinea, este relativ mare și practic constantă, în timp ce la adincimi mult mai mari 
decît 4 amplitudinea este foarte mică. Astfel, bănuim că relația de dispersie pentru undele de 
apă adincă poate fi obținută din relația de dispersie pentru undele de apă puţin adîncă, 
înlocuind adîncimea de echilibru k din cazul undelor de apă puţin adîncă prin lungimea medie 
de atenuare a amplitudinii, A, în cazul undelor de apă adincă. Această presupunere se dovedește 
a, fi corectă, după cum vom arăta în capitolul 7. Astfel, legea de dispersie pentru undele formate 
într-o apă adincă este dată de)vv= gî. 

2.32. Analiza Fourier a unor pu' uri în formă de dinți de ferăstrău simetrici, Prin dinți 
simetrici înțelegem acei dinți pentru care muchiile din față și din spate ale fiecărui dinte au 
aceeași pantă. Alegem originea z = ; într-un virf al unui dinte. Arătaţi că pulsul periodic f(2) 
în formă de dinţi de ferăstrău are „ serie Fourier dată de 


1 1 
f(2) = 0,82 4 [ s kz + 090 2kz + PF cos 3kz + -] , 


unde &, = 2), da este lungimea d atelui (distanța de la un virf la altul) iar A este amplitudinea 
dintelui, adică 2 este distanța p : verticală de la un minim (baza dintelui) pînă la un maxim 
(vîrful dintelui). Observăm astfel că termenul n contribuie cu o amplitudine proporțională cu 
1/n2. Aceasta vă spune ceva despre cit de bună a fost aproximația noastră din problema 2.31, 
unde am aproximat dinții de ferăstrău prin prima lor componentă Fourier pentru a obține rela- 


ţia de dispersie Av = 1,10 eh. 
EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 
2.33. Moduri de tensiune superficială, Unde staționare circulare produse de tensiunea super- 


ficială pot fi puse în evidență în mod clar astfel: umpleți cu apă pînă sus un pahar de plastic, 
de felul celor în care se vinde înghețata, și adăugați încă puțină apă, astfel încît ea să depășească 
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nivelul buzei paharului. Loviţi ușor paharul. Priviţi! Pentru a vedea mai uşor undele, priviți 
cum se reflectă în apă cerul. În mod alternativ, folosiți o mică lampă aprinsă, ținută la cîțiva zeci 
de centimetri deasupra suprafeţei și priviți imaginea formată pe fundul vasului de efectul de 
tip lentilă al undelor. Pentru a vă convinge că tensiunea superficială este implicată, adăugați în 
apă puţin detergent. 


2.34. Condiţii la limită la capătul liber al unei coarde, Consideraţi cele patru sisteme diferite 
prezentate în figură. 

1) Arătaţi că în modurile indicate toate cele patru sisteme au aceeaşi frecvență. 

2) Presupunem că vreți să folosiți aceeași formulă pentru a constringe numărul de undă 
în cazurile (c) şi (4) ca și în cazul (a). Arătaţi că în aceste cazuri L din formulă trebuie să fie egal 


3 
cu Z3 a. Scrieți formula corespunzătoare. 
2.35. O coardă flexibilă de lungime L este întinsă între două suporturi fixe cu tensiunea 
de echilibru 7. Masa ei pe unitatea de lungime este p, astfel încît masa totală este M = pL. 


Coarda este pusă în vibrație cu o lovitură de ciocănel, care imprimă o viteză transversală v, unui 
mic segment de lungime a din centru. Evaluaţi amplitudinile primelor trei armonice excitate, 


Problema 2.34 


(a) 
tb) 


(e) 
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3.1. INTRODUCERE 


În capitolele 1 și 2 am studiat oscilațiile libere ale diverselor sisteme. 
“În capitolul de față vom studia oscilațiile forțate ale acestor sisteme. Aceasta 
înseamnă că vom analiza comportarea unui sistem atunci cînd asupra lui 
acționează într-un anumit mod o forță externă dată dependentă de timp. 
Fără a afecta cu nimic generalitatea, ne vom limita la forțe externe care osci- 
lează armonic și vom studia răspunsul sistemului în funcție de frecvenţă. 
În paragraful 3.2 vom trece în revistă oscilațiile unidimensionale libere 
ale unui oscilator cu amortizare. Apoi vom considera răspunsul în regim tran- 
zitoriu, atunci cînd oscilatorul amortizat pornește din repaus și este acționat 
de o forță care oscilează armonic. Vom descoperi fenomenul interesant de 
oscilaţii libere „tranzitorii“. Apoi vom studia oscilațiile staționare care rămîn 
după ce efectele tranzitorii s-au stins. Vom examina comportarea rezonantă a 
oscilatorului forțat în timp ce variem lent frecvența forței externe. În paragra- 
ful 3.3 vom studia un sistem cu două grade de libertate și vom găsi că toate 
“modurile de oscilație liberă contribuie la mișcarea forțată a unei părți mobile 
date. De fapt, vom deduce rezultatul foarte simplu că mișcarea unui punct 
mobil dat este o suprapunere de contribuții independente, cîte una pentru 
fiecare mod. În paragraful 3.4 vcm descoperi ccmportarea remarcabilă a 
unui sistem cu mai multe grade de libertate atunci cînd este acționat cu o frec- 
vență externă mai mică decît frecvența modului fundamental. În paragraful 
3.5 vom studia comportarea unui sistem format din mai multe pendule cu- 
plate, care execută oscilații fcrțate. Vom fi astfel conduși la descoperirea 
undelor exponenţiale. Ă 
Toate fenomenele analizate în acest capitol pot fi studiate experimental 
acasă prin cîteva experienţe simple cu pendule cuplate, construite folosind 
niște cutii de conserve obișnuite suspendate de fire, un resort slab pentru 
cuplaj și un picup pentru producerea forței externe. 


3.2. OSCILAȚII ARMONICE UNIDIMENSIONALE FORȚATE, 
CU AMORTIZARE 


Acest paragraf conține în parte o recapitularea capitolului 7 din volumul 1, 
în care s-au studiat oscilaţiile libere și oscilaţiile forțate staționare ale unui 
oscilator cu amortizare. Vor considera, de asemenca, „răspunsul tranzitoriu“ 
al unui oscilator supus unei forțe exte:ne armonice, atunci cînd oscilatorul se 
află inițial în repaus în poziţia lui de echilibru. 
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Considerăm un corp punctiform de masă M care oscilează în direcția x. 
Deplasarea lui față de poziția de echilibru este (7). Asupra corpului M acțio- 
nează o forță de revenire — Mosx(t), produsă de un resort cu constanta elas- 
tică K = Mos. Dacă nu ar exista alte forţe, corpular executa oscilații armo- 
nice cu frecvența unghiulară «9. Asupra corpului se exercită și o forță de frî- 
nare datorată frecării, —MTx(?), unde T este o constantă care se numește 
constanta de amorhizare pe umitatea de masă, sau pur și simplu constanta de 
amortizare. În sfîrșit, corpul suferă și acțiunea unei forțe externe F(1). Din 
legea a doua a lui Newton se obține ecuaţia de mișcare a lui M, sub forma unei 
ecuații diferențiale de ordinul doi, liniare și neomogene: 


Mă) = — Mos) — MT&() + FO. (1) 


Să considerăm întîi cazul particular în care nu există nici o forță externă. 


Amortizarea oscilaţiilor libere. Ecuația de mișcare (1) devine 


ă(0) + Tâ(f) + ozx(f) =0. (2) 
Căutăm o soluție x,(/) de forma: 
Xa(£) = e (2! cos (ot + 0), (3) 


unde 7, &, şi 0 sînt necunoscute. Prin înlocuire directă, găsim că expresia (3) 
reprezintă o soluție a ecuaţiei (2), pentru orice valoare a constantei de 
fază 0, cu condiția să alegem: : 


(4) 
Și 
INĂ (5) 


Cea mai generală soluţie a ecuației (2) este o suprapunere a două soluţii: 
liniar independente, cu două constante „arbitrare“ care pot fi alese pentru a 
reproduce deplasarea inițială (0) și viteza inițială 4,(0). Două soluții inde- 
pendente pot fi obținute luîndu-l pe 6 egal (de pildă) cu zero sau cu (—1/2) x. 
Așadar soluția generală poate fi scrisă sub forma: 


Xa(£) = e 021 (A, sin ot + Ba Cos ad). (6) 
Se observă ușor că A, și B, sînt date de B, = x1(0) și os 41 = ă1(0) + - Tx,(0). 
Expresia (6) devine deci: 


(9 = e Uau) cos ou + [iato) + 7 Pa)". 


O 
ch cp a Sel - 
Dacă — T este mic în comparaţie cu wg, oscilațiile se numesc slab amortizate. 
F) 


zl r CE gta 
Dacă Ș T este egal cu wo, mișcarea se numește amo:.zată critic. În acest caz, 


din relația (5) se obține că w, este zero. Inlocuim atunci în soluția (7) pe cos of 
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prin 1 și pe (1/64) sin cout prin 7, deoarece, dacă w, tinde la zero limita lui 
(1/02) sin coat este egală cu £. 


1 . ş , : 
Dacă = T este mai mare decît cp, oscilatorul se numește sufraamorti- 


zat. Îm acest caz, din relația (5) rezultă că w? este negativ. Aceasta înseamnă 
că o, este dat de: i 


, l 
oile, ul = re as (8) 


unde ș este egal cu rădăcina pătrată din — 1. Soluţia (7) este valabilă și în 
acest caz și poate fi scrisă sub forma (problema 3.25): 


(4) = en) ch |oa|: + [co a 2 Tasl0) sh| = (9) 


oul 
Ne vom ocupa numai de situaţiile ta T mai mic decît wp, în care caz 


oscilatorul se numește subamortizal. Aceasta include cazul amortizării slabe, 


] Pi dn a A 
în id T & co. În cazul amortizării slabe, putem considera că factorul 


exponențial e-(/2T* este practic constant pe durata oricărei oscilații complete. 
Atunci viteza se obține cu o aproximație suficient de bună luînd derivata în 
raport cu timpul a expresiei (6), cu e-('/21* considerat constant. Se arată 
ușor, în continuare, că energia (cinetică plus potenţială) este practic constantă 
în timpul oricărei oscilații, dar scade exponențial pe un interval de timp care 
include multe oscilații: 


ED = 1M380) + 1 Motaă() = Eee = Et ti 


unde 
| 5 VĂ 1 35 
Ea = Mat + a5)( 4i+ Bt) (11) 


Considerăm acum cazul unui oscilator fără amortizare, supus unei forțe ex- 
terne F(4) care nu este zero. 


Oscilaţii staționare produse de o forță externă armonică. O clasă foarte 
largă de funcții F(ţ) poate fi reprezentată sub formă de serie Fourier, cu diverse 
frecvențe: 


FU) = X flo) cos lat + şlu)). (12) 


De exemplu, după cum am văzut în paragraful 2.3, orice funcție periodică 
(rezonabilă) F(£) poate fidezvoltată astfel. În afară de aceasta, multe funcții 
neperiodice pot fi dezvoltate de asemenea în serii sau integrale Fourier, după 
cum vom vedea în capitolul 6. Considerăm o singură componentă Fourier 
a unei astfel de forțe: 

F(!) = Fo cost, (13) 


unde am ales originea timpului astfel încît constanta de fază să fie zero. Odată 
ce știm să-l determinăm pe «(/) pentru forța externă armonică din relaţia (13), 
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putem găsi un x(/) pentru o suprapunere de tipul celei din dezvoltarea (12). 
Aceasta deoarece, conform celor discutate în paragraful 1.3, ecuaţia liniară 
și neomogenă satisface principiul superpoziției, conform căruia soluția cores- 
punzătoare unei suprapuneri de diferite forțe externe este chiar suprapunerea 
soluțiilor individuale. De aceea este necesar să considerăm numai ecuația 
neomogenă cu o forță externă constînd dintr-o singură componentă armonică : 


Mâ(0) + MTâ(0) + Moza(i) = Fo cos at. (14) 


Vrem să determinăm soluția în regim staționar a ecuaţiei (14). Soluţia 
staționară descrie mișcarea oscilatorului după ce forța armonică externă a 
acționat un timp foarte lung în comparaţie cu constanta de timp 7. În acest 
caz „oscilațiile tranzitorii“,. care descriu comportarea oscilatorului într-un 
interval egal cu cîteva constante de timp după aplicarea forței externe ini- 
țiale, s-au stins complet. Oscilatorul efectuează atunci oscilații armonice cu 
frecvența forței externe w. Nu există constante ajustabile sau „arbitrare“. 
Amplitudinea oscilaţiilor este proporțională cu amplitudinea Fe a forței 
externe. Constanta de fază se află într-o relație bine definită cu constanta de 
fază a forței externe. 


Amplitudini absorbtive și amplitudini elastice (dispersive). În loc să de- 
scriem oscilațiile în funcție de amplitudine și de constanta de fază, le putem 
descrie în funcție de două amplitudini A și B, care reprezintă componenta 
A sin ct defazată cu 90* față de forța externă Fo cos wf, și componenta B cos ut, 
în fază cu forța externă. Astfel soluția staționară x,(£) poate fi scrisă sub forma: 


x,(?) = A sin ot + B cos of, (15), 


alegînd în mod convenabil constantele A și B. Prin înlocuire directă puteţi 
verifica faptul că =,(?) satisface ecuația (14) dacă și numai dacă A și B au ex- 
presiile: 


Fo Tu 
A == 2 Aa, 16 
M [log = oi Tai” îm i 
2 2 
De E Aer e a a 


OM (oi — 022 Fa? 


Constanta Aa, se numește amplitudine absorbtivă. Constanta A, se numește 
amplitudine elastică. (Amplitudinea elastică este numită uneori amplitudine 
„dispersivă“.) S-au ales aceste denumiri deoarece media în timp a puterii 
absorbite este datorată în întregime termenului A,, sin of. Termenul A, cos ot 
contribuie la puterea absorbită instantanee, P(7), dar dă zero prin mediere pe 
durata unei oscilații staționare. Aceste rezultate decurg din faptul că puterea - 
instantanee P(/) este egală cu produsul dintre forța Fo cos wf şi viteza &(4). 
Viteza instantanee are o contribuţie în fază cu forța și o contribuţie defazată 
cu 90” față de forță. Numai componenta vitezei în fază cu forța contribuie la 
puterea mediată în timp, P. Această viteză „în fază“ este datorată deplasării 
„defazate“, Aa sin at. Aceste relații se obțin prin calcul algebric astfel: 


F(4) = Fo cos of, 
X(?) = Aa Sin ot + Au cos of, 


ă(1) = oAq, cos ot — oA sin ol. 
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Rezultă că puterea instantanee absorbită în regim staționar este: 
P(1) = F(0%,(0) = Fo cos ot [oA4,, cos ot — Ay sin ot). (18) 
Notînd media în timp pe durata unei oscilaţii prin parantezele < >, obținem: 
P = Foo Ag < cos? ot> — Foo 4, < cos ot sin ot >. 
Dar: 


2 = a tă 2 l 
< cos? o/> = — cos“ wl di = = (19) 


“lo 


unde 7 este perioada oscilaţiilor. De asemenea 


< cos of sin wt> = = < sin 2uț> = 0. (20) 


_Obţinem astfel media în timp a puterii absorbite în regim staționar 
P= Fo dd. (21) 


În expresia (21) am verificat faptul că media în timp a puterii absorbite este 
proporțională cu amplitudinea A, a acelei componente a deplasării x,(7) 
în regim staționar, care este defazată cu 90” față de forța care acționează din 
exterior. Acest rezultat este independent de faptul că am ales, prin convenţie, 
ca forța să fie proporțională cu cos wf, în locul expresiei mai generale cos (of + 9). 

În regim staționar, puterea mediată în timp trebuie să fie egală cu media 
în timp a puterii disipate prin frecare. Forţa de frecare instantanee este 
—MTă(1). Puterea instantanee disipată prin frecare este egală cu produsul 
dinire forța de frecare și viteză. Puteţi arăta ușor că puterea disipată prin 
frecare, mediată în timp, este dată de: 


P,= MT <i> = MTo* [Aa + 4î,), (22) 


și că această expresie este de fapt egală cu media în timp a puterii absorbite, 
dată în relația (21) (vezi problema 3.6). 

În regim staționar, energia înmagazinată în oscilator nu este riguros 
constantă, din cauză că puterea instantanee absorbită F(/)%,(7), scrisă în relația 
(18), nu este egală cu puterea instantanee pierdută prin frecare, MI+2(4). 
Numai dacă luăm media pe durata unei oscilații, puterea absorbită devine 
egală cu puterea pierdută. Sîntem interesați să aflăm media în timp a ener- 
gi-i înmagazinate. Puteţi arăta ușor că în cazul oscilaţiilor în regim staționar 
energia înmagazinată mediată în timp E are expresia: 


E = Mt > + 2 Mad IS, 
zi ac M(0? + 3) 1 a + Laz, . 
2 2 ab 2 e 
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„(Vezi problema 3.10). Observaţi că termenul i conține « 2 reprezintă media 
în timp a energiei cinetice, iar cel care conţine w; este energia potenţială mediată 
în timp. Acești termeni sînt egali numai dacă «e = oo. (Amintiţi-vă că pentru 
un oscilator /iber slab amortizat energiile, cinetică potenţială, mediate în 
timp sînt egale.) Acest fapt poate fi înțeles calitativ după cum urmează: 
dacă « este mare în comparație cu op, viteza corpului M își schimbă semnul 
înainte ca el să poată ajunge la o deplasare mare și deci înainte ca în resort 
să se poată înmagazina o energie potențială mare. Pe de altă parte, dacă w 
este mic în comparație cu co, viteza nu devine niciodată foarte mare, și în 
acest caz energia potențială mediată în timp este dominantă. 

Observăm că pentru w = wg energia înmagazinată E dată în relaţia (23) 
este egală cu produsul dintre puterea disipată în regim staționar [avînd ex- 
presia (22)] și constanta de timp + a oscilaţiilor libere. Acest lucru este expli- 
cabil din punct de vedere calitativ; dacă acțiunea forței externe încetează, 
frecarea va face ca energia osălatorului să scadă exponențial cu constanta de 
timp 7, după cum se vede din relația (10). Atunci cînd oscilatorul execută 
oscilații forțate cu frecvența lui proprie, care este practic egală cu wp în cazul 
unei amortizări slabe, amplitudinea oscilaţiilor crește în mod continuu, pînă 
cînd, în regim staționar, puterea absorbită este egalată 'de puterea pierdută 
prin frecare. Deoarece frecarea consumă cea mai mare parte din energie într-un 
timp 7, energia înmagazinată în regim staționar este egală cu energia care a 
fost furnizată „de curînd“, adică într-un timp 7, de forța care acționează 
din exterior. Astfel, ne așteptăm ca la echilibru energia înmagazinată să fie 
aproximativ egală cu puterea absorbită înmulțită cu 7, care coincide cu puterea 
consumată prin frecare înmulțită cu 7. Am văzut că acesta este într-adevăr 
cazul, pentru «w = cp. (Dacă w nu este egal cu wp, relația dintre puterea absor- 
bită și cea înmagazinată nu este atît de ușor de stabilit.) 


Rezonanţa. Vom vedea, în continuare, cum variază răspunsul oscilatorului 
atunci cînd variem lent frecvența externă, menţinînd întotdeauna o frecvență 
practic constantă pe durata oricărui interval egal cu un număr mare de con- 
stante de timp 7, astfel încît să ne aflăm practic mereu în regim staționar. 

Puterea absorbită mediată în timp P este dată de [relaţiile (21) și (16)]: 

2,2 
De at Rai ip le Ama sei (24) 
(03 — w92)2 + T2o2 

unde Py este valoarea lui P „la rezonanță“, adică atunci cînd & = oo. Valoarea 
maximă a lui P este atinsă la rezonanță. Punctele de „înjumătățire a puterii“ 
sînt prin definiție acele valori ale lui « pentru care puterea P este egală cu 
jumătate din valoarea ei maximă. Puteţi arăta (problema 3.11) că aceste 
puncte sînt date de: 


o? = 034+ To, (25) 


ceea ce este echivalent cu: 
sicit sa aul 
o = e dp ri = dă (26) 


[Observaţi că în relația (25) avem două ecuaţii independente de gradul doi 
în w. Fiecare din aceste ecuaţii are cîte o soluție pozitivă și una negativă. 
Cele două soluții pozitive conduc la relația (26).] Intervalul de frecvențe 
dintre cele două puncte care corespund scăderii la jumătate a puterii se nu- 


121 


mește lărgimea totală în frecvență la jumătatea maximului sau, mai simplu 
lărgimea totală a vezonanței, notată cu (Ac),,,. Conform relației (26): 


(Ac) se == lia (27) 


Am stabilit mai înainte [relaţia (4)] că oscilaţiile libere au o constantă de timp 
7 dată de 7 = 1/[. Astfel, avem o relație importantă între lărgimea totală 
a rezonanței pentru oscilațiile forțate și constanta de timp a oscilaţiilor 
libere: 


| (Aha: sa = 1. (28) 


Așadar, lărgimea curbei de rezonanță a oscilaţiilor forțate este egală cu inversul 
constantei de timp a oscilaţiilor libere. Acesta este un rezultat foarte general. 
EI este valabil nu numai pentru sisteme cu un grad de libertate, ci și pentru 
sisteme cu mai multe grade de libertate, după cum vom arăta mai tîrziu. 

n aceste cazuri, se arată că rezonanţele apar la frecvențele modurilor pro- 
prii ale oscilaţiilor libere neamortizate, exact ca pentru oscilatorul unidimen- 
sional. (Frecvența de rezonanță wy este egală cu frecvența w, a oscilaţiilor 
libere, cu condiția ca amortizarea T să fie zero. În oscilațiile libere amorti- 
zate frecvenţa este „deplasată“ de la wo la w, din cauza factorului de amorti- 
zare e-(!/2*. În oscilațiile forțate amplitudinea este constantă iar frecvența 
de rezonanță este egală cu frecvența pe care ar fi avut-o oscilațiile libere în 
absența amortizării.) Dacă există mai multe grade de libertate, lărgimea rezo- 
nanţei și constanta de timp pentru fiecare mod satisfac relația (28), cu condi- 
ţia ca rezonanţele să fie suficient de bine separate în frecvenţă, astfel încît să 
nu se „suprapună“. 

Relaţia (28) are consecințe foarte importante din punct de vedere experi- 
mental. Adesea este mai ușor să se observe experimental răspunsul rezonant 
al unui sistem decît amortizarea oscilaţiilor lui libere. În acest caz, se poate 
obține constanta de timp a oscilaţiilor libere studiind răspunsul rezonant pentru 
a afla lărgimea Aw. Constanta de timp se determină apoi din relația (28). 


Exemplul 1. Constanta de timp a unui tub 

lată o aplicaţie care ilustrează relația (28) în cazul unui sistem cu mai 
multe grade de libertate. Luaţi un tub de carton, de tipul celor folosite pentru 
expedieri poștale, excitați brusc vibrații în acest tub și lăsați-le apoi să se 
amortizeze liber. Pentru accasta loviți ușor tubul la un capăt. Lovitura excită 
îndeosebi modul cel mai coborit, în care lungimea tubului este egală cu o 
jumătate de lungime de undă. Sistemul oscilează. El radiază energie sonoră 
în exterior prin capetele tubului și pierde de asemenea energie sonoră datorită 
„frecării“ dintre aer și pereţii cu asperități ai tubului (unde energia sonoră 
este transformată în „căldură“). Avem astfe) oscilații amortizate. Se pune 
întrebarea, care este timpul de amortizare? Urcchea recunoaște cu ușurință 
că există o frecvență dominantă, aceeași frecvență dominantă pe care o auziţi 
atunci cînd suflați în mod constant la capătul tubului. Totuși, timpul de amor- 
tizare este prea scurt pentru a putea fi măsurat doar cu urechea liberă. Aveţi 
două posibilități. Procuraţi-vă un microfon, un amplificator audio și un osci- 
loscop; declanșaţi funcționarea osciloscopului în momentul în care excitaţi 
oscilațiile și plasați semnalul de ieşire al amplificatorului pe plăcile verticale. 
(Acest lucru se face cel mai ușor folosind un osciloscop bun cu „declanșare 
" internă“, în care semnalul de ieşire al amplificatorului poate fi folosit pentru 
a declanșa funcționarea osciloscopului.) Fotcgrafiați urma osciloscopului și 
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măsurați 7 direct sau, în mod alternativ, indirect, după cum urmează: luaţi 
un generator de semnale audio. Puncţi-l să funcționeze cu intensitate mică la 
intrarea tubului. În tub se produc astfel oscilații staționare cu frecvența 
scmnalului. Captaţi cu un microfon radiația produsă de tub la celălalt capăt 
și măsuraţi cu osciloscopul amplitudinea undei. Variaţi acum frecvența de 
excitare. [ Experimental, poate să fie mai ușor să menţineţi frecvența constantă 
și să variați lungimea tubului cu ajutorul unei extensii ca la trombon. Repre- 
zentaţi grafic pătratul amplitudinii în raport cu inversul lungimii tubului 
(de ce cu inversul?).] Determinaţi punctele în care puterea s-a redus la jumă- 
tate. De aici se obține Aw. Aplicați apoi relația (28) pentru a-l găsi pe 7. 

Chiar și fără această aparatură, vă puteți descurca destul de bine. Folo- 
siți un diapazon și cinci sau șase tuburi identice cu excepția lungimii. Deplasați 
repede diapazonul de-a lungul șirului de tuburi și încercați să stabiliți „lărgi- 
mea totală la o putere emisă egală cu jumătate din valoarea maximă“. Trebuie 
să fiți în stare să recunoașteți un factor de doi în intensitate la o înălțime dată. 
În orice caz, puteți estima Ac (și deci constanta de timp) pînă la un factor de 
doi. (Vezi experiența. 3.27.) 


Dependența de frecvență a amplitudinii elastice. Termenul A,, cos of din 
oscilația staționară x,(7) reprezintă componenta lui +,(7) în fază cu forța ex- 
ternă Fo cos wf. După cum am arătat mai înainte, acest termen „elastic“ nu 
are nici o contribuţie la energia absorbită mediată în timp. Mai mult, la rezo- 
nanță (adică atunci cînd & = o) A, este zero. 

nseamnă aceasta că A,, nu are nici o importanță? Nu. Într-adevăr, la 
frecvenţe ale forței externe care sînt departe de rezonanță, termenul elastic este 
cel dominant. Vedem acest lucru după cum urmează: amplitudinea elastică 
este dată de relația (17) 

2 2 
PE RR el aa (29) 
M (03 — 022 + [202 

Raportul dintre amplitudinea elastică și cea absorbtivă este egal cu [vezi 
relaţiile (16) și (17)]: 


2 


da oz (30) 
AU To 


Pentru « mai mic decît oo, raportul A,,/Aa, este pozitiv și poate fi făcut oricît 
de mare luînd un « suficient de mic. Pentru «e mai mare decît oo, Au/Aa, este 
negativ și poate fi făcut oricît de mare, luîndu-l pe « suficient de mare. În 
fiecare din aceste cazuri avem Do < |ui — w?| și putem neglija contribuția 
Aa, sin ot din x,(7), cu condiția să neglijăm puterea mediată pe intervale de 
timp foarte mici. (Cînd sîntem departe de rezonanță, absorbția puterii este 
foarte mică în comparație cu cea de la rezonanță.) Astfel, departe de rezo- 
nanță, soluția staționară este dată de A, cosof, cu A, obținut prin negli- 
jarea termenului I'?w? de la numitorul relației (29): 


Fo cos wtf i 
M(ow3 — w2) 


Observaţi că factorul de amortizare T a dispărut complet din rezultatul dat 
în relația (31). De fapt, se vede ușor că relația (31) reprezintă soluţia stațio- 
nară exactă a ecuației de mișcare (14), dacă punem în această ecuaţie I = 0 
(problema 3.13). 


xu(£) = Agcos at 2 


(31) 
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op —gI i LO) +3T 
0 


Fig. 3.1. Rezonanţa în cazul oscilaţiilor forțate. Cînd oscilatorul este supus acțiunii unei forțe 
externe F, cos wt, oscilația în regim staționar este +; (î) = Aay sin ot + Aa cos ot. 


În figura 3.1 sînt reprezentate grafic amplitudinile absorbtivă și elastică 
în vecinătatea rezonanței. 


Alte „curbe de rezonanță“. Comportarea unui oscilator care execută 
oscilații forțate este descrisă de cîteva mărimi diferite, care au comportări 
asemănătoare (dar nu identice) „de rezonanță“, atunci cînd sînt reprezentate 
în funcţie de frecvență. Aceste mărimi sînt amplitudinea absorbtivă Aa, 
modulul pătrat alamplitudinii |A|? = A2, + 42, puterea absorbită P (care 
este egală și cu puterea disipată) și energia înmagazinată FE. În acest para- 
graf, le vom scrie explicit, pentru comparaţie. Din relaţiile (16), (17), (22) 
şi (23) avem: : 


2 
Alo) = Alen) 32 aa radă (32) 
p T2o2 
late) — latent = ERE ta, (33) 
T2w2 


(03 — 224 To? ; (34) 
li 
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1 
ăi Ţ2 2 at 02 
pi „Eee i apiutao îi aut 69 
(03 3 2)? E T2992 
Toate aceste mărimi au în comun „numitorul de rezonanță“ D egal cu 
D = (03 — 02) + T?0?2 = (09 — 0) (oo + o)? + To? 


În vecinătatea rezonanţei (adică, aproape de w = wy), variația rapidă a lui D 
cu e) este datorată aproape în întregime factorului (6 — 6)? din primul ter- 
men. Apariţia lui e în altă parte în D sau în numărătorii celor patru mărimi 
de mai sus contribuie cu o variație mult mai lentă. Amplitudinea absorbtivă 
și celelalte mărimi date mai sus sînt relativ importante numai „în vecinătatea“ 
rezonanţei. (Putem defini, în mod aproximativ, „vecinătatea rezonanței“ ca 
fiind, de pildă, intervalul oo — 10 < o < o9 + 10[.) În regiunea de lîngă 
rezonanță și pentru amortizare slabă, adică pentru [ < wo, putem, cu o foarte 
bună aproximaţie, să îl înlocuim pe « cu «wo peste tot în Dcu excepţia factorului 
(09 — o)? din primul termen. Atunci D devine 


D 2 (oo — 0)? (oo ++ con)? + Tod = 4oi to — o) af r) |; 


În aceeași aproximație, putem pune w = wo, la numărătorii celor patru mărimi 
rezonante. Atunci toate aceste patru mărimi au aceeaşi formă, pe care o putem 
nota prin R, de la rezonanță: 


R(o) 


(36) 


[Alegem constanta de proporționalitate astfel încît R(oo) = 1.] Observaţi că 
R(w) este o funcţie pară de wp — w, adică este simetrică în jurul frecvenței 
de rezonanţă. Este ușor de văzut că lărgimea totală la jumătatea maximului 
lui R() este T, exact ca în cazul expresiei exacte a lărgimii totale pentru o 
putere egală cu jumătate din valoarea maximă. 

În optică, dependența de frecvență evidențiată de R(w) se numește de 
obicei „forma Lorentz a liniei“. În fizica nucleară, R(w) se numește „curbă 
de rezonanță Breit-Wigner“, cu ww și e înlocuite prin Eo = how și E = ho. 
Curbele de rezonanță exacte sînt întotdeauna mai complicate decit R(w), 
atît în fizica nucleară cît şi în optică, ca de altfel și în cazul oscilatorului 
armonic. 


Oscilaţii forțate în regim tranzitoriu. Vrem să determinăm soluția ecuaţiei 
diferențiale (14) pentru oscilațiile armonice forțate și amortizate, în cazul 


soluția generală. Soluția generală se obţine prin suprapunerea soluției stațio- 
nare 4,4) și a soluţiei generale x(7) a ecuației de mișcare omogene (ecuația 
pentru oscilaţiile libere): 


x() = (0 + aut) 
X(£) — Aa Sin ot + A cos ot + e“ 2T[A, sin ot + B, cos cul], (37) 
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unde A, și B, sînt constante arbitrare care pot fi alese astfel încît să satisfacem 
condiţiile inițiale referitoare la deplasare și viteză. Ne putem convinge că ex- 
presia (37) reprezintă soluția generală astfel: în primul rînd, ea satisface ecuația 
diferențială de ordinul doi dată. În al doilea rînd, ea poate fi făcută să sa- 
tisfacă condiţiile inițiale arbitrare (0) şi +(0), alegînd în mod convenabil 
constantele A, și B.. Aceasta este tot ce se cere pentru ca o soluție să fie unică, 
în conformitate cu teoria ecuațiilor diferențiale. 


Oscilator aflat inițial în repaus. Să particularizăm soluția generală obți- 
nută de noi în cazul interesant în care la £ = 0 oscilatorul se află practic în 
repaus în poziția lui de echilibru. Alegem Bi = — A, deoarece aceasta va 
- da condiţia inițială x(0) = 0. Să alegem acum A, cît mai simplu cu putință, 
astfel încît viteza inițială (0) să fie practic zero. Ne interesează numai cazul 
amortizării slabe; de aceea, putem considera că factorul e-('/21* este praciic 
constant pe durata oricărei oscilaţii. În această aproximație puteți arăta că 
%(0) 2 Aa, + oa Aa. Deoarece ne interesează frecvențe nu prea departe de 
rezonanță putem pune pur și simplu A = — Ag. Atunci: 


ă(0) 2 (0 — 01) Aa (38) 

expresie care este zero atunci cînd o = o sau A, = 0 (ceea ce implică T = 0). 

Cu aceste alegeri avem x(0) = 0 și x(0) = 0. Atunci expresia (37) devine: 

x(?) = Aa [Sin ot — e- (12? sin cu] + Aulcos ot — e—(1/2Tt cos auf]. (39) 
Urmează cîteva cazuri particulare interesante. 

Cazul 1. Frecvența forţei externe este egală cu frecvenţa oscilaţiilor proprii 
Punînd în expresia (39) w = e obținem: 

x(£) = [1 — e— (27%) [Aa sin of + Ay cos af] = [1 — e-(/2T%) (7), (40) 


unde +,(7) este soluția în regim staționar. Așadar, atunci cînd frecvența 
forţei externe este exact egală cu frecvența w, a oscilaţiilor libere, soluția 
staționară este „prezentă de la început“. Amplitudinea ei de oscilație creşte 
în mod continuu de la zero pînă la valoarea ei finală din regimul staționar. 


Cazul 2. Amortizare nulă şi producerea bătăilor neamortizale 
Punînd T = 0 se obține A, =0 și: 


Fo/M 
ia 2 2 


Atunci expresia (39) devine: 


___ Fo [cos ol — cos of] 


M wa — 0? 


x(2) (41) 


Expresia (41) este* asemănătoare cu superpoziția a două oscilații armonice, 
pe care am întîlnit-o în paragraful 1.5 atunci cînd am studiat fenomenul 
de bătăi produse cu două diapazoane. Amintim că putem scrie x(4) fie ca o 


suprapunere liniară a două oscilații perfect armonice, ca în relația (41), fie, 
în mod alternativ, ca o oscilație „aproape armonică“, avînd o frecvență 


= pati 1 A N 5 pu 
medie „rapidă“ o, = 3 (0 + o) şi o amplitudine „lent variabilă“, care 


126 


oscilează armonic cu frecvența „lentă“ de modulație oo = (an). 


Cea de-a doua formulare conduce la (problema 3.22): 
x(£) SE A moa(?) sin (2), (42) 


unde 


pl 
2 — (0p— o)? 
A moa(t) - E 2 n (43) 


Moi), i 
Așadar amplitudinea oscilaţiilor oscilează la rîndul ei în permanență cu frec- 


vența de modulație : (wo — 0). Energia înmagazinată oscilează în jurul 


valorii ei medii, variind de la zero pînă la valoarea maximă Ey conform relaţiei: 
l i 
E(!) = Eosin? = (op — o)t = Fi Eo[1 — cos (op — 0)7]. (44) 


Astfel, energia oscilează la nesfîrșit cu frecvența bătăilor produse prin inter- 
ferența frecvenței externe cu cea a oscilaţiilor proprii. 

Pentru a observa niște bătăi în regim aproape staționar puteți suspenda 
o cutie de conserve de un fir cu lungimea de aproximativ 45 cm. Cuplaţi 
acest pendul prin intermediul unei benzi de cauciuc de un disc de picup care 
se rotește cu 45 rot/min. 

În cazul particular o = o, din relația (43) rezultă că amplitudinea osci- 
laţiilor rapide crește în permanență liniar cu timpul, corespunzînd unei peri- 
oade a bătăilor infinite: 


| sin pf. (45) 


După un timp infinit, amplitudinca devine infinită. 


Cazul 3. Bătăi în regim tranzitoriu 

n cazul unei amortizări slabe și pentru «w aproape de w,, se poate arăta 
fără dificultate (dar cu prețul unor calcule lungi) că energia înmagazinată 
are expresia aproximativă (problema 3.24): ) 


E(t) = E(L + e-Tt — 20/27 cos (o — coa)f), (46) 


unde E este energia în regim staționar. (Dacă luăm e = w, obținem cazul 
1 de mai sus. Dacă luăm I' = 0, obținem cazul 2 de mai sus.) Astfel, obser- 
văm că dacă la ț = 0 oscilatorul nu avea energic, energia E(?) nu crește în mod 
continuu pînă la valoarea ei staționară decît dacă frecvența externă «w este 
exact egală cu frecvența w, a oscilaţiilor libere. În cazul general, energia su- 
feră oscilații cu frecvența bătăilor, w — w,. Aceste bătăi sînt datorate faptului 
că oscilatorul „preferă“ să oscileze cu frecvenţa lui proprie w,, fiind însă obligat să 
se miște cu frecvenţa w. De aceea, forța externă acționează la un anumit moment 
cu o fază relativă care contribuie la creșterea amplitudinii de oscilație, dar la un 
alt moment (cu o jumătate din perioada bătăilor mai tîrziu), ea acționează cu o fază 
opusă, diminuînd, astfel oscilațiile. Dacă nu ar fi existat amortizare, aceste bătăi 
ar fi durat la nesfîrșit, ca în cazul 2. Dar, din cauza amortizării, oscilatorul 
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E(/E 


E(t) 
(1+ e (W/2Ti 2 


(ret) 


do pi a ai 


Fig. 3,2. Bătăi în regim tranzitoriu. (Alegem perioada bătăilor egală cu constanta de timp 7.) 
Energia înmagazinată E(ţ) creşte de la zero, oscilează amortizat cu frecvența bătăilor produse 
de oscilațiile forțate şi cele libere și se stabilește în cele din urmă la valoarea staționară FE. 


își ajustează treptat faza în raport cu cea a forței externe. După un timp 
suficient de lung, oscilatorul ajunge într-un regim de vibrații staționar, fără 
bătăi, oscilînd exact cu frecvența impusă w, faza relativă între oscilator și 
forța externă fiind stabilită astfel încît energia transmisă oscilatorului la 
fiecare acțiune (fiecare oscilație) a forței externe să fie riguros egală cu energia 
pierdută de oscilator în timpul unei oscilații datorită forței de frecare. Atunci 
energia oscilatorului rămîne constantă, și faza relativă dintre oscilator și 
forța externă rămîne constantă. Acumularea energiei în regim tranzitoriu 
este prezentată în figura 3.2. 


Deducere calitativă a formei curbei de rezonanță. Să folosim experiența 
cîștigată în studiul răspunsului tranzitoriu al oscilatorului pentru a găsi 
raportul dintre amplitudinea oscilaţiilor staționare la rezonanță și cea cores- 
punzătoare altor frecvenţe. Să începem cu oscilatorul în repaus și să acțio- 
năm asupra lui cu o forță avînd frecvența de rezonanță. Dacă nu ar fi existat 
amortizare, amplitudinea oscilaţiilor ar fi crescut liniar cu timpul la nesfîrșit 
[vezi relația (45)]. În realitate, ea începe să crească liniar cu timpul, deoarece 
la început, cînd viteza medie este mică, amortizarea este neglijabilă. Dar, 
din cauza amortizării, amplitudinea ajunge în final la o valoare egală cu am- 
plitudinea pe care oscilatorul o poate „acumula“ într-un timp de ordinul lui +. 
Datorită amortizării, oscilatorul poate să-și mențină doar mișcarea pe care a 
avut-o „recent“, adică într-un interval de timp de ordinul lui z. Putem deduce 
care este această amplitudine dacă ne imaginăm că forța maximă Fo acțio- 
nează un interval de timp +, imprimînd corpului un impuls maxim For. Dar 
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etc, 


impulsul maxim al corpului care oscilează este egal cu produsul dintre M 
și viteza maximă, care este wgA4(w0). Așadar For 2 MogA() și obținem ex- 
presia aproximativă: 

For 
Seal | 


A (0) = (47) 


pentru amplitudinea staționară în cazul w = op. 
Considerăm acum o forță externă avînd frecvența e diferită de frecvența 
de rezonanță wo. Dacă nu ar fi existat amortizare, amplitudinea ar fi oscilat 


la nesfiîrșit cu frecvența de modulație (op — 0), iar energia oscilatorului 


ar fi oscilat cu frecvența bătăilor, w9 — w. „Introducem“ acum amortizarea. 
Pierderea de energie prin amortizare este proporțională cu pătratul vitezei. 
De aceea, atunci cînd energia este maximă, amortizarea este maximă. În 
momentele de timp în care energia este zero, nu există amortizare. Amorti- 
zarea tinde așadar să „taie vîrfurile“ într-un grafic al energiei în raport cu 
timpul. (Amortizarea tinde de asemenea să „umple văile“.) În cele din urmă 
bătăile sînt amortizate. Putem presupune că amplitudinea este amortizată 
pînă la circa o jumătate din valoarea maximă pe care o avea la început, atunci 
cînd bătăile erau prezente. De aceea îl înlocuim în expresia (43) pe 


sin (op — o)t prin 1/2. Așadar, pentru « departe de wg obținem din (43): 


Fo | 
A(o) 2 — 48 
i dia 7; grea (48) 
Raţionînd altfel, putem presupune că A(w) corespunde impulsului maxim care 
poate fi imprimat de forța maximă Fo, dacă ea ar acționa o anumită fracțiune / 
din perioada bătăilor. Acest impuls este egal cu produsul dintre M, ampli- 


tudinea A(w) și frecvența unghiulară medie — (o + w). Perioada bătăilor 


T, este egală cu 27/(wp — ). Astfel presupunem că: 


SER ZE e Mă ot lotus. 
op —& 2 
Aceasta conduce la relația (47), dacă sîntem inspirați şi alegem / = 1/47. 
(Eu nu am fost.) 
Știm din soluția noastră exactă că la rezonanță amplitudinea oscilaţiilor 
este egală cu A, (60), deoarece la rezonanță A, este zero. Într-adevăr, după 
cum se poate vedea comparînd relaţiile (47) și (16), amplitudinea găsită de 
noi A(c9) este egală cu A,, (60). Ştim că departe de rezonanţă soluția exactă 
prezice că amplitudinea oscilației este practic egală cu A,,(). Amplitudinea 
A(w) găsită de noi pentru w departe de w este într-adevăr egală cu A,,(6) de- 
parte de rezonanță, după cum puteţi verifica prin compararea relaţiilor (48) 
și (17). 
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3.3. REZONANȚELE UNUI SISTEM CU DOUĂ GRADE DE 
LIBERTATE 


„În capitolul 1 am găsit că fiecare mod al unui sistem cu mai multe grade 
de libertate, care oscilează liber, se comportă foarte asemănător cu un osci- 
lator armonic simplu. Principala diferență este că sistemul ocupă o regiune 
finită din spaţiu, și astfel „oscilatorul armonic“ este distribuit în toată regiu- 
nea ocupată de sistem, în loc să fie limitat la o masă punctiformă. Astfel, 
fiecare mod are o „formă“ caracteristică, noțiune care nu era necesară în cazul 
unui oscilator unidimensional. 

În capitolul 1 am neglijat arnortizarea în studiul modurilor proprii ale sis- 
temelor care oscilează liber. Dacă se ia în considerare amortizarea, se constată 
(după cum vom vedea) că fiecare mod este asemănător unui oscilator unidi- 
mensional amortizat. Astfel, fiecare mod are un mecanism caracteristic de 
amortizare și o constantă de amortizare I proprie și prin urmare, o constantă 
de timp caracteristică 7. Pentru anumite sisteme, mecanismul de amorti- 
zare poate fi asociat cu „punctele mobile“ individuale, și atunci toate mo- 
durile au constante de amortizare și constante de timp aproximativ egale. 
Un exemplu îl constituie uri sistem de două pendule identice cuplate printr-un 
resort, în care amortizarea este produsă de o forță de frecare care acționează 
fie asupra fiecăruia din cele două fire de suspensie, fie asupra fiecărui corp 
suspendat. Deoarece ambele corpuri se mișcă la fel în fiecare mod, cele două 
moduri au constante de timp egale. Pentru alte sisteme, mecanismul de amor- 
tizare poate fi asociat cu unul dintre moduri. De exemplu, resortul care cu- 
plează două pendule poate fi lipit de o bandă întinsă astfel încît să sufere o 
amortizare datorită frecării atunci cînd este întins sau comprimat. Dacă acesta 
este practic singurul mecanism de amortizare, atunci modul 2 (modul în care 
resortul este alungit și comprimat) are o constantă de amortizare mult mai 
mare decît modul 1, adică [+ > [, și astfel modul 2 art o constantă de timp 
mult mai mică decît modul 1, za ru. 

Dacă se produc oscilaţii forțate într-un sistem cu mai multe moduri, 
se obțin rezonanțe ori de cîte ori frecvența de excitare este apropiată de 
frecvența unui mod. Se constată că amplitudinile absorbtivă și elastică 
pentru un punct mobil dat sînt simple suprapuneri ale contribuţiilor date de 
fiecare rezonanță (fiecare mod al sistemului liber). Fiecare din aceste contri- 
buţii are o formă similară cu cea găsită de noi în paragraful 3.2 pentru un 
sistem cu un singur grad de libertate. 

Dacă variem (lent) frecvenţa externă și reprezentăm grafic puterea absor- 
bită de un punct mobil dat în funcţie de frecvenţa externă w, găsim o rezonanță 
ori de cîte ori « trece prin vecinătatea frecvenței unui mod. (Vom întrebuința 
expresiile „frecvență de rezonanță“ și „frecvența unui mod“ ca formulări 
echivalente, deși una se referă la oscilaţiile forțate iar cealaltă la oscilațiile 
libere.) Fiecare rezonanță prezintă o lărgime totală în frecvență dată de [vezi 


relația (28)]: 


| pomi poe 
1 


unde Aw este lărgimea totală, corespunzind unei puteri absorbite egale cu 
jumătate din valoarea maximă, iar T și 7 reprezintă constanta de amortizare 
şi constanta de timp a oscilaţiilor libere în acel mod particular. Această relație 
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este valabilă dacă amortizarea este suficient de slabă și dacă rezonanțele 
individuale sînt separate prin intervale de frecvență mari în comparaţie cu 
semilărgimile lor. În acest caz, avem cel mult un mod care contribuie la ampli- 
tudinea absorbtivă în orice punct dat de pe graficul ei în funcție de frecvență. 
Pe de altă parte, se constată că în general nu putem neglija nici una din con- 
tribuțiile elastice (vezi problema 3.20). 


Exemplul 2. Oscilaţii forțate ale unui sistem de două pendule cuplate 

Sistemul este prezentat în figura 3.3 și este descris de asemenea în expe- 
riența 3.8 (în care pendulele sînt construite din două cutii de conserve, resor- 
tul este un arc elicoidal slab, forța externă este produsă de discul unui picup 
cuplat cu sistemul printr-o bandă de cauciuc iar amortizarea este realizată 
prin frecarea firelor de un obiect convenabil). Pentru simplitate, presupunem 
că ambele pendule au aceeași constantă de amortizare T. Ecuațiile de mișcare 
sînt: 


Mi, = — “E Va — K(Y — 9) — MTi, + Fo cos at, (49) 
sp Mg 5 . € 
My, ci? Ea Ve ir K(Y CĂ v,) sai MTy,. (50) 


Am studiat deja oscilaţiile libere ale acestui sistem în absența amortizării. 


(b) 


SE 


Fig. 3.3. Oscilaţii forțate ale pendulelor cuplate. (2) Echilibrul, (5) Configuraţia generală. 
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Astfel, știm că dacă Fo și T sînt ambele egale cu zero, modurile sînt descrise 
de: 


Modul 1: Va = Vu, a? = îi Va = : (Va + W), (51) 
Modul 2: pu a a da 20 — 4), (52) 


unde superpozițiile y, și V2 reprezintă coordonatele normale. 


Fiecare mod se comportă cz. un oscilator forțat. Să trecem la coordonatele 
normale Y, și W2. Dacă adunăm ecuaţiile (49) și (50) avem: 


Miha = — 2 Ea — MD + 2 Focos at, (53) 
Scăzînd ecuaţia (50) din ecuaţia (49) obținem: 


Miu = — MS Ve — MDYa-+ 2 Fo cost (54) 


Observaţi că ecuaţiile (53) și (54) sînt decuplate. Comparînd cu ecuația (1), 
vedem că fiecare din ecuațiile (53) și (54) au forma caracteristică unui osci- 
lator armonic amortizat, pus în mișcare de o forță externă. Astfel, coordonata 
normală VW, se comportă ca un oscilator armonic simplu avînd masa M, 


: ziar : ca 
constanta elastică Mu?, constanta de amortizare T și forța externă i Fo cos wf. 


Coordonata normală Yz se comportă similar, avînd masa M, constanta elas- 


tică Mo3, constanta de amortizare T și forța externă 2 Fo cos wt. Cele două 


oscilații sînt independente, astfel încît putem scrie soluțiile staţionare pentru 
Va şi pentru Ye separat. Fiecare mod se comportă ca un oscilator unidimensio- 
nal acționat de o forță externă. Așadar fiecare mod are propria lui amplitu- 
dine absorbtivă și propria lui amplitudine elastică, cu frecvența de rezonanță 
corespunzînd frecvenței modului, exaci ca în cazul unui oscilator unidimensio- 
nal. 


Mișcarea fiecărei componente este o suprapunere de moduri independente 
care execută oscilații forțate. Să considerăm acum mișcarea celor două com- 
ponente mobile a și d. Din relațiile (51) și (52) avem: 


Va = Vi + Va Vu = Vi — Va. (55) 


Conform relațiilor (55), amplitudinea absorbtivă a componentei a este suma 
amplitudinilor absorbtive cu care contribuie cele două moduri. Amplitudinea 
absorbtivă a ccmponentei b este diferența dintre amplitudinile absorbtive ale 
celor două moduri. Similar, amplitudinea elastică a componentei a este suma 
amplitudinilor elastice ale celor două moduri, iar cea a componentei b este 
diferența lor. 

Dacă frecvenţa externă este egală cu una din frecvențele modurilor, atunci 
mișcarea componentelor a și b va coincide practic cu mișcarea corespunzătoare 
acelui mod (din cazul oscilaţiilor libere). 
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a] păr să | [ont ata 


Fig. 3.4. Rezonanţe într-un sistem cu două grade de libertate. Graficele amplitudinilor absorb- 
tive şi elastice în funcție de frecvență pentru: (a) pendulul cuplat direct cu forța externă și (b) 
pen dulul aflat la distanță față de forța externă. Diferența frecvențelor unghiulare cop — to 


este luată de treizeci de ori mai mare decit — I', semilărgimea rezonanței în oricare mod. 
2 


În figura 3.4 sînt reprezentate amplitudinile absorbtive și elastice pentru 
“a şi Ve 

În acest exemplu am obţinut rezultatul general că amplitudinea stațio- 
nară a fiecărei componente mobile poate fi scrisă ca o suprapunere de contri- 
buții ale tuturor rezonanțelor, adică ale tuturor modurilor sistemului care osci- 
lează liber, Fiecare contribuție la suprapunere are forma caracteristică osci- 
lațiilor forțate corespunzătoare acelui mod. Contribuţia fiecărui mod depinde 
de felul în care forța externă este cuplată cu sistemul. Pentru configurația 
din figura 3.3, am găsit că fiecare componentă mobilă primește contribuții 
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egale (pînă la semn) de la fiecare din cele două moduri. Dacă am fi legat însă 
banda de cauciuc de centrul resortului în loc să o legăm de unul din corpuri, 
am fi găsit proporții foarte diferite ale celor două moduri. Astfel, contribuția 
relativă a fiecărui mod depinde de detaliile felului în care este aplicată forța 
externă. 


Oscilaţii forțate ale unui sistem format din multe pendule cuplate. Presu- 
punem că în loc de două pendule, avem multe pendule cuplate în linie dreaptă. 
Dacă aplicăm sistemului o forță externă armonică și variem frecvența de 
excitare (dar o variem suficient de lent încît să fim în permanenţă în „regim 
staționar“), vom obține o rezonanță ori de cîte ori frecvența externă trece 
printr-una din frecvențele modurilor proprii.. (Desigur, forța externă poate 
fi cuplată astfel încît unele moduri să nu fie excitate, după cum am arătat 
mai sus. Atunci nu se produc rezonanțe la frecvențele acestor moduri.) Exact 
ca în cazul sistemelor cu două grade de libertate, amplitudinea staționară pentru 
fiecare componentă mobilă va fi o suprapunere de contribuţii de la fiecare din 
modurile sistemului. Un mod convenabil de a înregistra frecvențele de rezo- 
nanță și numerele de undă corespunzătoare este să reprezentăm grafic relația 
de dispersie (care este independentă de condiţiile la limită și de numărul de 
grade de libertate) și să punem cîte un punct pe curbă la fiecare rezonanță 
a sistemului respectiv. Relaţia de dispersie pentru un sistem de pendule 
cuplate a fost reprezentată în figura 2.17. O reprezentăm din nou în figura 
3.5 menţionînd două puncte, care corespund modurilor determinate de condi- 
iile la limită ale sistemului de două pendule pe care tocmai l-am considerat. 


- 092 =(g/l) + -A(K/AM) 


max 


0 T 
a 


Fig. 3.5. Relaţia de dispersie pentru sistemul de pendule cuplate. Cele două puncte corespund 

celor două rezonanțe ale sistemului de două pendule cuplate. Rezonanţele în sistemele similare 

cu mai mult de două pendule cuplate pot îi reprezentate prin puncte corespunzătoare pe aceeași 

diagramă. Numărul de puncte este egal cu numărul de rezonanţe, care este egal cu numărul de 
moduri ale oscilaţiilor libere. 
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3.4. FILTRE 


Dacă acționăm asupra unui șistem cu o forță avînd o anumită frecvență 
de excitare w, mișcarea staționară a fiecărei componente mobile va fi o supra- 
punere a contribuţiilor tuturor rezonanțelor. În particular, forța de revenire 
pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă, e?, care este aceeași pentru 
toate punctele mobile în regim staționar, este dată de o suprapunere a confi- 
guraţiilor corespunzătoare diferitelor moduri. Să considerăm calitativ ce se 
întîmplă dacă variem w?. Presupunem întîi că w? se află undeva între frec- 
vența minimă și cea maximă, dar nu este situată în apropierea vreunei rezo- 
nanţe particulare. În acest caz amplitudinea unui punct dat va fi practic egală 
cu suma contribuţiilor elastice ale tuturor modurilor. Diferitele moduri 
contribuie cu semne difesite, depinzînd de componenta mobilă pe care o con- 
siderăm [comparați contribuțiile modului 2 la 4, și V, în relația (55)]. Dacă 
mărim «2, ne putem apropia de o frecvență de rezonanță. Cînd trecem de la 
frecvențe inferioare rezonanței la frecvențe superioare ei, semnul contribuției 
elastice a acelui mod se schimbă. Pe măsură ce continuăm să creștem frecvența, 
diversele pnncte mobile își măresc sau își micșorează amplitudinile într-o 
manieră mai mult sau mai puțin complicată, în timp ce trecem de la frecvența 
mod la cea a altui mod. În sfîrșit, trecem de frecvența celui mai înalt mod. 
În continuare, nu mai au loc schimbări de semn ale contribuţiilor ; adică, 
semnul fiecărei contribuţii la amplitudinea elastică a unei componente mobile 
date se păstrează atunci cînd creștem frecvența deasupra celei mai înalte 
rezonanțe. De aceea, componentele mobile păstrează mai mult sau mai puțin 
forma celui mai înalt mod (bineînțeles, nu exact). Se petrece ceva foarte inte- 
resant. Dacă sistemul este o rețea liniară și îl excităm la un capăt cu o frec- 
vență mai mare decît frecvența celui mai înalt mod, partea mobilă situată 
cel mai aproape dz capătul excitat are cea mai mare amplitudine, vecina ei 
are o amplitudine mai mică, cea de a treia parte mobilă are o amplitudine și 
mai mică etc. Amplitudinea este atenuată cu creșterea distanței față de capătul 
imițial al sistemului. Sistemul se numește în acest caz un filtru. 


Exemplul 3. Două pendule cuplate ca filtru mecanic 

Considerăm, de exemplu, cele două pendule cuplate din figura 3.3. Pre- 
supunem că punem în mișcare capătul inițial (pendulul 4) cu o frecvență 
mai mare decît frecvența modului «2. Pendulul a este cuplat direct cu forța 
externă. De aceea, în regim staționar, forța de revenire asupra pendulului 4 
este produsă parțial de către forța externă. Nu acesta este cazul cu pen- 
dulul 5. Forţa lui de revenire este produsă numai de către resort și gravitație, 
exact ca în cazul oscilaţiilor libere. Într-un mod al oscilaţiilor libere, cea mai 
mare forță de revenire pe unitatea de deplasare pe care o poate produce- 
resortul (și gravitația) este cea corespunzătoare configurației celui mai înalt- 
mod, în care corpurile se mișcă unul în sens opus celuilalt. Dar aceasta este 
insuficientă pentru a egala pe w? dacă configuraţia este exact cea a modului 
celui mai înalt, în care amplitudinea oscilaţiilor pendulului 2, | B|, coincide cu 
amplitudinea oscilaţiilor pendulului a, ||. Singurul mod în care asupra pen- 
dulului b poate acționa o forță de revenire pe unitatea de masă și pe unitatea 
de deplasare egală cu cea exercitată asupra pendulului a este acela în care 
b are o deplasare mai mică: |B| < |A|. Cu cît we este mai mare decît wz, cu 
atît mai mică trebuie să fie deplasarea corespunzătoare a pendulului ? în raport 
cu cea a lui a. Altfel spus, b nu se poate menține în ritmul luia decît dacă se 


deplasează mai puțin. 


135 


Dacă în loc de două pendule avem trei sau mai multe pendule cuplate 
într-o rețea liniară și dacă excităm sistemul la un capăt cu o frecvență care 
depășește frecvența celui mai înalt mod, apare o situație analogă. Configurația 
în regim staționar este asemănătoare celei din modul cel mai înalt; adică, 
fiecare corp se mișcă cu o fază opusă vecinilor lui din ambele părți. Această 
conduce la cea mai mare forță de revenire posibilă pe unitatea de masă și pe 
unitatea de deplasare pentru fiecare corp. Dar aceasta nu este încă suficient 
pentru a egala w?, dacă fiecare corp nu se deplasează mai puțin decît corpul 
învecinat aflat mai aproape de capătul inițial (capătul pus în mișcare). Astfel, 
amplitudinile corpurilor succesive descresc pe măsură ce ne îndepărtăm 
de capătul sistemului acționat din exterior. 


Frecvența de tăiere superioară. Avem astfel un exemplu de fi/?ru mecamc. 
Dacă acționaţi la capătul de intrare cu forța Fo coswț, amplitudinea miș- 
cării la capătul de ieșire (capătul cel mai îndepărtat de forța externă) este 
mult mai mică decît cea de la capătul de intrare, cu condiția ca w să fie mult 
mai mare decît frecvența celui mai înalt mod al sistemului. Configurația 
sistemului este asemănătoare celei din modui cel mai înalt, cu excepția des- 
creșterii progresive a amplitudinii pe măsură ce ne îndepărtăm de capătul 
pus în mișcare. Frecvența celui mai înalt mod (din cazul oscilaţiilor bere ) 
se numește frecvență de tăiere (pentru oscilațiile forțate ). O forţă externă care 
acționează la un capăt cu o frecvență mai mare decît frecvența de tăiere produ- 
ce o mișcare care nu „trece“ prin filtru — este „tăiată“. Spunem că sistemul 
a fost excitat „deasupra frecvenței de tăiere“. În figura 3.6 este prezentat 


N n ) E(t) 


c a 


Fig. 3.6. Un filtru mecanic. Frecvența externă depâşește irecvența celui mai 

înalt mod. Configuraţia este astfel încit fazele relative ale pendulelor coincid cu 

cele din modul cel mai înalt. Amplitudinea „de ieșire“ (cea a pendulului c) este 
mai mică decit amplitudinea „de intrare“ (cea a pendulului a). 
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un sistem de trei pendule cuplate, excitat cu o frecvență mai mare decît frec- 
vența de tăiere. (Această situație poate fi realizată ușor cu un resort slab 
și trei cutii de conserve. Vezi experiența 3.16.) 


Frecvența de tăiere inferioară. Să vedem acum ce se întîmplă dacă punem 
în mișcare sistemul cu o frecvență mai mică decît frecvența celui mai jos mod 
propriu (adică, frecvența celui mai coborît mod din cazul oscilaţiilor libere). 
Vom arăta că, dacă frecvența externă este mult mai mică decît cea mai joasă 
frecvență proprie, atunci amplitudinea de ieșire (adică amplitudinea corpului 
aflat cel mai departe de forța externă) este mult mai mică decît amplitudinea 
de intrare (amplitudinea pendulului asupra căruia acționează forța). Astfel 
frecvența celui mai coborit mod constituie și ea o frecvență de tăiere. 

Să considerăm sistemul nostru de două pendule cuplate (fig. 3.3). Modul 
cel mai coborit corespunde unei configurații în care toate pendulele oscilează 
în fază unul cu celălalt și cu aceeași amplitudine. Resorturile nu sînt nici 
alungite nici comprimate; forța de revenire este datorată numai gravitației. 
Astfel, frecvența este c = vg//. Presupunem acum că punem în mișcare 
sistemul cu o frecvență e mai mică decît w. Atunci, în regim staționar forța 
de revenire pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă, w?, trebuie să fie 
mai mică decît g/l pentru fiecare corp. Pentru corpul de la capătul de intrare, 
o parte din forța de revenire este produsă de cuplajul direct cu forța externă. 
Pentru cel de-al doilea corp forța este produsă numai de gravitație și de resort. 
Singurul mod prin care forța lui de revenire pe unitatea de deplasare și pe 
unitatea de masă poate fi redusă sub g// este ca resortul să contribuie cu o 


INRRAL) DEERRREII F(t) 


Fig. 3.7. Un filtru mecanic. Frecvența externă este mai mică decit frecvența 

celui mai coborit mod. Configuraţia este astfel încît fazele relative coincid cu 

cele din modul cel mai coborit. Amplitudinea de ieşire (cea a pendulului c) este 
mai mică decit amplitudinea de intrarea (cea a pendulului a), 
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forță de sens opus celei produse de gravitație. Se vede ușor că de aceea, depla- 
sarea corpului b trebuie să fie mai mică decît cea a corpului 4, dar în același 
sens. (În acest caz resortul este alungit.) Astfel fazele relative coincid cu cele 
din modul cel mai coborit, dar amplitudinile relative sînt diferite. (Corpul b 
are o amplitudine mai mică decît corpul a.) 

Același rezultat este valabil dacă avem trei sau mai multe pendule cu- 
plate, puse în mișcare cu o frecvență mai mică decît frecvenţa celui mai cobo- 
rît mod. Fazele relative coincid cu cele din modul cel mai coborit, dar ampli- 
tudinile descresc progresiv pe măsură ce ne îndepărtăm tot mai mult de capătul 
"de intrare. Situaţia este prezentată în figura 3.7. Cea mai ușoară cale de a 
înțelege figura 3.7 este să ne imaginăm că frecvența externă este zero. Atunci 
avem o forță constantă, pendulele nu se mișcă și intuiţia vă spune imediat că 
într-adevăr în acest caz configurația pendulelor seamănă cu cea din figura 3.7. 


Terminologie. Banda de frecvențe cuprinsă între frecvența de tăiere 
inferioară și cea superioară se numește banda de trecere a filtrului. Pentru frec- 
vențe de excitare care se află în banda de trecere, amplitudinea la capătul 
de ieșire este comparabilă cu cea de la capătul de intrare. Pentru frecvenţe 
externe aflate în afara benzii de trecere, amplitudinea de ieșire este mai mică 
decît amplitudinea de intrare. De aceea sistemul se numește filtru trece- 
bandă. Dacă frecvența de tăiere inferioară este zero (adică modul cel mai 
coborit are frecvență nulă) sistemul se numește filtru trece-jos. De exemplu, 
dacă în sistemul de pendule cuplate facem ca lungimea pendulelor să devină 
infinită, atunci firele rămîn mereu verticale și nu produc nici o forță de revenire. 
(Acest caz este echivalent cu situația în care corpurile suspendate de fire sînt 
așezate pe o „suprafață fără frecări“.) Atunci frecvența celui mai coborit 
mod este zero (corespunzînd mișcării de translație). Dacă acționăm sistemul 
la un capăt, avem un filtru trece-jos care lasă să treacă frecvențele de la zero 
pînă la frecvența de tăiere superioară. 

Dacă frecvența modului fundamental este mai mare decit zero, iar frec- 
vența celui mai înalt mod este „infinită“, sistemul este numit fil?ru trece-sus. 
De exemplu, dacă în sistemul de pendule cuplate facem ca raportul A/M 
să tindă la infinit, obținem un filtru trece-sus. Resorturile sînt în acest caz 
atît de rigide (sau masele atît de mici) încît resorturile pot produce întot- 
deauna o forță de revenire suficient de mare pe unitatea de masă și pe unitatea 
de deplasare, fără a fi necesar ca amplitudinile să descrească treptat, oricît 
de mare ar fi frecvența de excitare. Cu un sistem de două sau trei (sau mai 
multe) pendule cuplate prin resorturi slabe, acționate la un capăt cu ajutorul 
unui picup, se pot pune în evidenţă foarte bine proprietăţile unui filtru trece- 
bandă (vezi experiența 3.16). 


Exemplul 4. Filtru mecanic trece-bandă 

Două pendule cuplate, acționate la un capăt ca în figura 3.3 formează 
un filtru mecanic simplu trece-bandă. Vă lăsăm să arătaţi (problema 3.28) 
că raportul dintre amplitudinea de ieşire și cea de intrare (neglijind amorti- 
zarea) este dat de: 


N a OR E (56) 
Wa 02? — 202 

cu 

(57) 
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Observaţi că atunci cînd « este egal cu una din valorile de rezonanță ca sau wz 
raportul amplitudinilor este același cu cel corespunzător acelui mod: 4,/V, 
este egal cu +1 pentru wo = o, și este egal cu —l pentru o = oz. Dacăo 
scade sub frecvența modului fundamental, e, raportul amplitudinilor rămîne 
pozitiv și scade de la +1, valoarea pentru w = o, la (03 — 02)/(002 + 2), 
valoarea pentru «w = 0. Astfel, oscilațiile cu frecvenţe de excitare mult sub 
frecvența de tăiere inferioară sînt puternic atenuate atunci cînd trec prin 
filtru, cu condiția ca domeniul de frecvenţe al benzii de trecere să fie mic în 
ccmparație cu frecvența medie din această bandă. Dacă « crește peste frec- 
vența celui mai înalt mod, ez, raportul amplitudinilor rămîne negativ. El 
scade în mărime cu creșterea lui « și ajunge egal cu — (42 — 6?)/262 pentru 
frecvențe suficient de înalte. Astfel, frecvențele de excitare aflate mult dea- 
supra frecvenței de tăiere superioare sînt puternic atenuate. 


Exemplul 5. Filtru mecanic trece-jos 

Presupunem că pornim cu cele două pendule cuplate din figura 3.3. 
Înlăturăm apoi suportul de care sînt fixate firele și lungim firele (astfel încât 
corpurile suspendate să rămînă în poziția în care erau). Atunci cînd firele de- 
vin „infinit de lungi“, ele rămîn verticale la orice deplasare finită a corpurilor. 
De aceea gravitația nu exercită nici o forță de revenire și firele acționează 
pur și simplu ca un suport, echivalent cu o suprafață fără frecări. În acest caz, 
frecvența modului fundamental, wi: = g/], tinde la zero. Astfel avem un 
filtru trece-jos, care lasă să treacă frecvențele aflate între zero și frecvența de 
tăiere superioară w3 = 2K/M. (Acesta este, de asemenea, rezultatul pentru 
două corpuri cuplate printr-un resort, aflate în repaus pe o suprafață fără fre- 
cări și acționate la unul din capete de o forță externă armonică.) Raportul 
de atenuare a amplitudinilor y,/V, este dat de relația (56) cu co, egalcu zero: 


V, 0 KIM 


w3 — 202 FE | MERA: 


(58) 


Vedem că raportul de atenuare este egal cu +1 atunci cînd frecvența este 
nulă. Raportul este infinit (ceea ce înseamnă că y, este zero) pentru e? = 


id «3. El este egal cu —1 la frecvența de tăiere superioară. Raportul de- 


vine foarte mic (și ncgativ) la frecvențe foarte înalte. 

Iată o aplicaţie a relației (58). Presupunem că avem într-un aparat o 
piesă delicată, care nu funcționează dacă este supusă unei trepidații orizontale ; 
o trepidaţie verticală nu deranjează însă. De aceea, montăm piesa pe o placă 
netedă aflată pe o suprafață orizontală, netedă și fără frecări (contactul fără 
frecări fiind asigurat, de pildă, printr-un strat subțire de aer). Pentru a 
împiedica placa să cadă de pe suprafață, trebuie să asigurăm un suport ori- 
zontal. Presupunem că pereţii, podeaua și tavanul vibrează toate cu frecvenţe 
de circa 20 Hz, sau mai mari, cea mai nedorită fiind frecvența de 20 Hz. 
Presupunem că dacă placa este legată de pereți prin suporturi rigide, vibrația 
este de 100 ori mai mare (în amplitudine) decît cea acceptabilă. Considerăm că 
aparatul și placa au împreună 10 kg. Ce trebuie să facem? Să presupunem 
că legăm aparatul și placa de pereți printr-un filtru trece-jos, constînd dintr-un 
resort în direcția x și altul în direcția y. Fiecare resort are constanta elastică 
K (pe care trebuie să o determinăm). Gradele de libertate x și y sînt indepen- 


dente, astfel încît putem considera numai mișcarea pe axa x. Numim peretele 
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în punctul de legătură cu resortul „componenta mobilă a“, iar aparatul 
„componenta mobilă d“. Cînd am obținut relația (58) am considerat două cor- 
puri cuplate printr-un resort, corpul a fiind acționat de o forță Fo cos of. Dar, 
desigur, corpul b nu știe ce forță împinge corpul a; el știe numai că este cuplat 
cu o parte mobilă prin intermediul unui resort K și că, în regim staționar, 
există o anumită legătură între mișcarea lui și cea a lui a, dată de relația 
(58). De aceea putem folosi relația (58) chiar dacă masa m este înlocuită. 
printr-un perete care trepidează, 4, descriind mișcarea capătului resortului 
legat de perete. Vrem ca raportul 4,/V, să fie mai mic decît 10-2 pentru frec- 
vențe de 20 Hz sau mai înalte: 


i 2 
ta „apară 7000 JA 100 
j, KIM 

adică 
K_o VE se, 
M 101 M 10 


Dacă peretele este fix, frecvența unghiulară proprie de oscilație a aparatului 


şi a plăcii este /JA/M. Observăm că dacă vrem să atenuăm printr-un facto: 
de cel puțin / = 102 frecvențele mai mari sau egale cu v, atunci constanta 
elastică AK trebuie să fie suficient de mică astfel încît frecvența proprie de 
oscilație a aparatului să fie mai mică decît /'/2y. În exemplul nostru, frecvenţa 
proprie trebuie să fie mai mică decît 20/10 = 2 Hz. 

Iată și un alt exemplu. Presupunem că staţi inccmod pe podea, deoarece 
aceasta vibrează vertical cu 20 Hz. (Vă aflați, de pildă, pe podeaua unui 
avion.) De aceea vă așezați pe o pernă. Perna atenuează amplitudinea tre- 
pidațiilor verticale printr-un factor de 100. (Acum staţi comod.) Cît de mult 
se afundă partea de sus a pernei, atunci cînd vă așezați pe ea? (Problema 3.12.) 


Exemplul 6. Filtru electric trece-bandă 

Să găsim un analog electric al exemplului mecanic constînd din cele două 
pendule cuplate din figura 3.3. Înlocuim fiecare corp de masă M cu cîte o 
bobină avînd inductanța L. În locul resortului de cuplaj, avînd constanta 
elastică K, punem un condensator avînd inversul capacității C-1. Forţa de 
revenire gravitațională care acționează asupra fiecărui pendul depinde doar 
de deplasarea acelui pendul și nu de cuplajul lui cu celălalt pendul. În mod 
asemănător, vrem să realizăm o t.e.m. care să acționeze asupra fiecărei 
bobine independent de cuplajul acesteia cu cealaltă bobină. Facem aceasta 
împărțind bobina în două jumătăți și introducînd în serie în mijlocul ei un 
condensator de capacitate Co. În sfîrșit, neglijăm faptul că fiecare bobină 
are și o rezistență R (datorată firelor care alcătuiesc bobina). Toate celelalte 
rezistenţe sînt neglijate. Sistemul este prezentat în figura 3.8. 

Vă lăsăm să rezolvați ecuaţiile de mișcare şi să găsiți coordonatele nor- 
male și modurile proprii (problema 3.29). Aici scriem pur și simplu rezultatele 
prin analogie cu pendulele cuplate: 


(Cai 
Modul |: d ei) 2 = ȘI 
Cal audi e, 
Modul 2: Il, = — ls 04 
p- L 
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Fig. 3.8. Circuite LC cuplate, cu tensiunea U(4) aplicată la o extremitate. Acest 
circuit este analogul electric al sistemului de două pendule cuplate din figura 3.3. 


Atenuarea produsă de filtrul trece-bandă este dată de releția (56), dacă negli- 
jăm amortizarea (adică, dacă neglijăm rezistența ! yr.nelor): 


Dl 03 — oi si I/LC i (60) 
Il,  o2+o?—20?  (1/LC)+(/LC)— o? 


Exemplul 7. Filtru electric trece-jos 
Dacă scurtcircuităm condensatorul Co din figura 3.8, capacitatea lui 
devine practic infinită. Frecvența modului fundamental devine zero, cores- 
punzînd unui curent continuu (c.c.). Raportul de atenuare a intensității curen- 
ților este dat de relația (60), în care punem 1/Co egal cu zero: 
le «Mao pate 7 (61) 
I, 02 — 202 (1/LC) — o? 


Exemplul 8. Filtru trece-jos pentru o sursă de c.c. 

lată o aplicație practică o relației (61). Pentru a obține o sursă tipică 
de curent continuu (c.c.), pornim cu un curent alternativ (c.a.) de la o priză, 
care furnizează putere la o frecvență de 50 Hz și o tensiune efectivă de apro- 
ximativ 220 V. Această tensiune este aplicată pe înfășurarea primară a unui 
transformator. Înfășurarea secundară a transformatorului poate avea mai 
multe spire decît cea primară (dacă transformatorul este ridicător de tensiune) 
sau mai puține spire (în transformatorul cobori'or de tensiune), depinzînd 
de tensiunea continuă pe care vrem să o obținem în final. Înfășurarea secun- 
dară este conectată cu o diodă, care permite trecerea curentului într-un singur 
sens. Aceasta ar "onduce la un curent continuu cu „redresare a unei singure 
alternanțe“. În p.actică se folosesc docă dicde și o bobină de ieșire multiplă 
pentru a se obține ce „redresare a ambelor alternanțe“. Acest curent este folosit 
pentru a încărca un condensator, care acționează apoi ca o sursă de tensiune 
continuă. Sarcina (și tensiunca) condensatorului nu sînt însă riguros constante. 
Sarcina este egală aproximativ cu o constantă plus o mică „ondulaţie“ care 
oscilează cu o frecvență de 100 Hz (în cazul redresării complete). (Întrebare: 
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Fig. 3.9. Filtru electric trece-jos. 


de ce este egală frecvența de ondulaţie cu dublul frecvenţei c.a. inițial?) 
Dacă acest condensator încărcat este folosit ca o sursă de tensiune continuă 
pentru a furniza energie unui aparat de radio sau unui picup, sunetul emis va 
include un „zgomot“ supărător de 100 Hz. (Pentru a auzi acest zgomot, ascul- 
taţi sunetul unui aparat de radio imediat după ce a fost deschis, înainte ca 
tuburile să se încălzească. Desigur, un aparat care funcționează cu baterii 
nu prezintă acest zgomot. În mod alternativ, considerați un ceas electric sau 
o „lampă de mare intensitate“ care folosește becuri auto de 12 V. Acestea 
conțin înfășurări inductive, și puteți auzi zgomotul datorat tensiunilor mecanice 
din înfășurări. Dece acest zgomot are frecvența de 100 Hz și nu de 50 Hz?) 

Pentru a elimina zgomotul de 100 Hz, conectăm condensatorul la bornele 
de intrare ale filtrului trece-jos din figura 3.9 și folosim semnalul de ieșire al 
filtrului ca sursă de tensiune continuă. Valorile folosite pentru L și C într-un 
filtru tipic (date în orice manvil de radiotehnică) sînt L = 10H, C=6uF. 
Rezultă că frecvența de tăiere superioară este: 


Da [ CT ORE pi 
ADE MA 0 | - ='29,1 Hz, 
2 V LC 6,28 | 10x6xX 10% 


Factorul de atenuare pentra componenta de 100 Hz a curentului se obține 
din relația (61) 


Zara 808 se admită 29 l)eza rag 2 poiaă 
pp avi (29,1)2%— 2(100)2 | 


Astfel componenta oscilantă scade de 25 ori. Componenta de c.c. nu este afec- 
tată de filtru. 


3.5. OSCILAȚII FORȚATE ALE UNUI SISTEM Î'1CHIS 
CU MULTE GRADE DE LIBERTATE 
În acest paragraf vom studia comportarea unui sistem de pendule identice 
cuplate care execută oscilaţii staționare sub influența unei forțe externe avînd 


o frecvență w arbitrară. Pentru început nu vom preciza condiţiile la limită ; 
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nu vom specifica nici care componentă mobilă este cuplată direct cu forța 
externă. (Aceste ultime precizări pot fi considerate ca făcînd parte din condi- 
ţiile la limită.) Vom considera numai ecuaţiile de mișcare ale unui pendul 
care nu este cuplat direct cu nici o forță externă. În acest fel vom putea găsi 
soluția generală pentru mișcarea pendulului cu condiţii la limită neprecizate. 
Desigur, în orice situație particulară este necesar să specificăm condițiile sis- 
temului în mod complet — dacă unul din capete (sau ambele) este fix sau 
liber, unde sînt aplicate forțele etc. 


Neglijarea amortizării. Vom omite termenii de amortizare din ecuaţiile 
de mișcare. Se va reduce, prin aceasta, generalitatea rezultatelor noastre? 
Da, dar nu prea mult. Amintiţi-vă că în paragraful 3.3 am găsit că, atîta 
timp cît o nu este în apropierea vreunei rezonanțe (adică, aproape de frecvența 
unui mod propriu pentru oscilațiile libere ale sistemului), deplasarea oricărui 
punct mobil este o suprapunere de contribuţii elastice, cîte una pentru fie- 
care mod. Amplitudinile absorbtive nu contribuie. Aceasta deoarece amplitu- 
dinea absorbtivă scade mult mai rapid cu frecvența decît amplitudinea elastică. 
Atîta timp cît w este la o distanță de cel puţin 5 sau 10 semilărgimi față de 
frecvența de rezonanță, putem neglija termenii absorbtivi. Aceasta este 
echivalent cu a pune în rezultate I = 0. În loc de aceasta, vom pune în ecua- 
țiile de mișcare I' = 0, dar vom presupune totuși că există o oarecare amorti- 
zare, astfel încît sistemul atinge un regim staționar de oscilație cu frecvența 
de excitare w. Ştim că, dacă în realitate nu ar fi existat nici o amortizare, 
sistemul nu ar fi ajuns într-un regim staționar, ci ar fi continuat să execute 
„bătăi“ la nesfîrșit. Presupunem că există amortizare, dar vom evita să de- 
scriem comportarea atunci cînd w se află în apropierea unei rezonanţe. (Știm 
deja care este această comportare din rezultatele paragrafului 3.3.) 


Fazele relative ale punctelor aflate în mișcare. O consecință importantă 
a faptului că am neglijat amplitudinile absorbtive cu care contribuie diver- 
sele moduri este faptul că fiecare mod dă o contribuție (la deplasarea unui 
punct dat) care este în fază, sau defazată cu 180%, față de forța externă 
Fo cos (ol + o). Aceasta deoarece amplitudinea elastică este egală cu o con- 
stantă pozitivă sau negativă înmulțită cu cos (ot + eo), așa cum am arătat în 
paragraful 3.3. Un alt mod de a obține acest rezultat fără a folosi 
paragraful 3.3 este următorul: presupunrm că- nu există amortizare, dar 
totuși am adus într-un fel oarecare sistemul în stare de oscilație staționară 
cu frecvența externă w. Deoarece nu există amortizare, nu are loc o disipare 
a energiei. De aceea, forța externă nu trebuie să efectueze nici un lucru me- 
canic, pozitiv sau negativ, asupra vreunei componente mobile. (În caz con- 
trar forța externă ar efectua un lucru mecanic nenul în timpul fiecărei oscilații.) 
Aceasta implică faptul că deplasarea fiecărei părți mobile este în fază, sau 
defazată cu 180”, față de forța externă ; adică, avem amplitudini pur elastice. 


Am obținut astfel rezultatul important că în regim staționar (și pentru 
w departe de rezonanţă ) toate punctele mobile au aceeaşi constantă de fază, şi 
această constantă de fază coincide cu cea a forței externe. (Admitem că ampli- 
tudinea unui pun t mobil poate fi atît pozitivă cît și negativă, astfel încît nu 
este necesar să cor siderăm defazaje egale cu 180%.) Avem, de asemenea, rezul- 
tatul că forța de re mire pe umitatea de masă și pe umitatea de deplasare, w?, 
este aceeaşi pentru toate punctele mobile, deoarece toate punctele oscilează cu 
aceeași frecvență. (Observaţi că acestea sînt tocmai condițiile care au loc pentru 
un singur mod normal al unui sistem neamortizat care oscilează liber!) 


Sîntem. acum gata să considerăm un sistem particular. 
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Fig. 3.10. Pendule cuplate cu condiții la limită nespecificate. 


Exemplul 9. Pendule cuplate 

Cu siguranţă că nu vă mai surprinde afirmația că, schimbînd pur și simplu 
denumirile (de exemplu înlocuind „lungimea firului“ cu „capacitatea“ și 
„masa“ cu „inductanța“) și desenînd o altă figură, putem obține rezultatele 
pentru foarte multe sisteme fi-ice diferite, din rezultatele finale obținute în 
cazul pendulelor cuplate, fără a repeta detaliile matematice. (Am făcut frecvent 
acest lucru în capitolul 2.) D: aceea, deocamdată ne vom interesa numai de 
cazul unui sistem de pendu': cuplate. 

În figura 3.10 sînt prez ntate trei pendule identice cuplate într-o rețea 
liniară (numărul total de peadule precum și condiţiile la limită fiind lăsate 
neprecizate). Ecuația de mișcare pentru deplasarea y,„(/) a pendulului 
(în cazul micilor oscilații) «ste: 


My, piirrg Moi n i K(Vau ai V) > K(V, paz i RE) P (62) 
unde 
wă = fir 


Înainte de a încerca să găsim soluția exactă a ecuației (62) vom studia soluția 
ei în aproximaţia mediului continuu (numită prescurtat aprosimația continuă). 
Aceasta înseamnă că nu vom obţine nici o informație despre mișcarea configura- 
ţiilor de tipul celei din modul cel mai înalt al oscilaţiilor libere, în care corpurile 
succesive sînt distribuite „înainte și înapoi“. („Înainte și înapoi“ este analogul 
longitudinal al unui „zigzag“ transversal.) Ne vom limita așadar (deocam- 
dată) la frecvențe mult sub frecvența de tăiere superioară. Doar atunci cînd 
vom reveni și vom rezolva ecuația în mod exact vom putea discuta mișcarea 
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pentru frecvenţe de excitare în partea superioară a benzii de trecere și deasupra 
frecvenței de tăiere superioare. 


Aproximaţia continuă. Presupunem că y,(7) variază lent cu ş. Conside- 
răm așadar că toate corpurile dintr-o mică vecinătate a corpului n, care are 
poziția de echilibru în z, au aproximativ aceeași mișcare ca și corpul n, astfel 
încît mișcarea corpului aflat în punctul z poate fi descrisă printr-o funcție 
continuă Y(z, î). Dezvoltăm termenii din ecuaţia (62) în serie Taylor: 


V(0) = (2, d) 


Vua(d) = vz+a,b=ye, Dra (2, d = În a2 (2, ?) ra A 
dă „ 2 822 
da(0.= Me — ap = a td pla P0 


dz 2 022 


Astfel 
2V 1 20% 
i fa dp 2 e 
Va —Y m Ce pă 
dy 1 „202 
pa ai ăla 
Va Ta Be dili 


Introducînd aceste expresii (și de asemenea Y,(î) = 22y(z, 6)/ât?) în ecuaţia 
(62), obținem: 


| 262,9 N Ka? 02y(2, 5) 
a ve RE ST e ireaepeta 


Ecuația Klein-Gordon. Ecuația (63) este o ecuaţie celebră a undelor. 
Ea nu coincide cu ecuaţia clasică a undelor, în afara cazului în care cop este 
zero. Uneori ea este numită „ecuația Klein-Gordon“. (Ea este valabilă pentru 
undele de Broglie ale particulelor libere relativiste. Vezi tema suplimentară 2.) 

Presupunem că toate punctele mobile se află în regim de oscilaţii stațio- 
nare cu frecvența de excitare w, forţa externă neefectuiînd nici un lucru 
mecanic, toate punctele avind deci aceeași constantă de fază. Atunci: 


(63) 


(2, ) = gos (ot + 9) 40), (64) 
Si: = — o? cos (ot + 9) A(2), (65) 
22 24 

a = cos (ot + ş) e (66) 


Introducînd expresiile (64), (65) și (66) în ecuația (63) și simplificînd cu fac- 
torul comun cos (w/ + 9), obținem o ecuație diferenţială pentru configurația 
spațială a pendulelor atunci cînd ele exccută oscilaţii forțate staționare cu 
frecvența o: 


PA) Mtz 03) at. (67) 


dz? Ka? 
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„ Soluţiile ecuaţiei (67) âu o dependenţă de z foarte diferită în două cazuri: 
w? > 03 și o? < eg. Atunci cînd wo? este mai mare decît os, obținem unde sinu- 
soidale de tipul studiat mai înainte (paragraful 2.2) pentru coarda cu distri- 
buție continuă de masă: 


wo? > og — unde sinusoidale. 


Pentru w2 > wg, ecuaţia (67) are forma: 


2 
LAC) — aţi), (68) 
unde kk? este o constantă pozitivă 
M 
= (ut — 00) 2 (69) 


Relaţia (69) reprezintă legea de dispersie pentru undele care iau naștere în 
sistem în cazul o? > wf. Soluţia generală a ecuației (68) este 


A(2) = A sin kz + B cos kz, (70) 


unde A și B sînt constante care se determină din condiţiile la limită. În funcție 
de condițiile la limită, vor exista anumite lungimi de undă (și frecvențe 
externe corespunzătoare) care vor corespunde unei „rezonanţe“. Frecvenţele 
-de rezonanță sînt egale cu frecvențele modurilor normale (undelor staționare) 
ale sistemului în oscilație liberă. 

Trecem acum la ceva nou și important: 


w2 < wă — unde exponențiale. 


Dacă w? este mai mic decît «2, definim constanta pozitivă x ca fiind rădă- 
cina pătrată a mărimii pozitive 


să i (000 tei) 0 (71) 


Relaţia (71) reprezintă legea de dispersie în cazul o? < «3. Atunci ecuația (67) 
are forma: 


d2A (2) 
dz2 


Prezența semnului plus în membrul drept al ecuaţiei (72) face ca soluțiile ei 
să aibă o formă complet diferită de cea a soluțiilor sinusoidale ale ecuaţiei 
asemănătoare (68). Din cauza semnului minus din ecuaţia +(68), soluția cei, 
funcția sinusoidală A(2) dată de relația (70), se curbează mereu către axa 2. 
De aceea, ea intersectează în final axa z. După ce intersectează axa, ea se 
curbează înapoi și în cele din urmă o intersectează din nou etc., dînd astfel 
naștere la oscilații în spațiu. Din contră, semnul plus din membrul drept al 
ecuaţiei (72) înseamnă că soluţia A (2) se curbează întotdeauna îndepărtîndu-se 
de axa z. De aceea, dacă se întîmplă ca A(2) să aibă o valoare pozitivă și o 
pantă pozitivă (sau o valoare negativă și o pantă negativă), ea nu va reveni 
niciodată la axa z. Dacă are o valoare pozitivă Şi o pantă negativă, ea se va 
apropia de axa z din ce în ce mai lent pe măsură ce 2 crește. Dacă în final ea 
intersectează axa z cu o pantă negativă (ceea ce se poate întîmpla, dar nu e 
absolut necesar ), A(2) va lua valori negative din ce în ce mai mari pe măsură 
ce z creşte, și nu va mai intersecta niciodată axa. 


= „A (2) (72) 
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Suiuția generală a ecuaţiei (72) este o suprapunere de două funcții 
exponențiale: 


A(2) = Ace 4 Bet. (73) 


Pentru a vedea că această funcție A(2) este o soluție, o derivăm: 


e > ec 4 uBete, 
2 
= = (—x)Ae-* + n2Bet = x2A(2), 


deci expresia (73) satisface ecuația (72). Constantele A și B se determină 
din condiţiile la limită. Astfel, pentru w2 < «5, soluția generală (2, 7) este: 


V(z, î) = (4e-* + Bet») cos (ot + 9). (74) 


Sistemul de pendule cuplate ca filtru trece-sus. Expresia (74) reprezintă 
forma generală a unei unde exponenţiale. Frecvența w = g/l acționează ca 
o frecvență de tăiere a frecvențelor joase. Acest lucru era de așteptat, pentru 
că am găsit aceeași valoare pentru frecvența de tăiere inferioară în cazul sis- 
temului simplu de două pendule cuplate. L.a această frecvență a modului 
fundamental, toate pendulele oscilează în fază unul cu altul, forța de revenire 
fiind asigurată numai de gravitație. Resorturile nu sînt nici alungite nici 
comprimate. Lungimea de undă este „infinită“, și k& este zero. Dacă sistemul 
este pus în mișcare cu o frecvență mai mică decît frecvența de tăiere, el 
nu poate realiza o dependenţă spaţială sinusoidală pentru amplitudinile relative 
ale corpurilor care oscilează. Dimpotrivă, amplitudinile relative ale corpurilor 
variază exponențial cu distanța, conform expresiei (74). Sistemul se comportă 
așadar ca un filtru trece-sus. (De fapt, el este un filtru trece-bandă, dar noi 
tratăm sistemul numai în aproximaţia continuă și nu putem considera răs- 
punsul sistemului în apropierea modurilor înalte, cu configuraţia lor în „zig- 
zag”.) 

Presupunem că sistemul este acționat din exterior în 2 = 0 și se extinde 
de la z = 0 la z = L, unde-ultimul resort este legat de un perete rigid. Este 
evident, intuitiv, că dacă acționăm cu o frecvență mai mică decît frecvența 
de tăiere, amplitudinea A(2) trebuie să scadă cu distanța z față de capătul 
pus în mișcare. Dacă sistemul este foarte lung, adică, dacă L este mare, ampli- 
tudinea va fi foarte mică în momentul în care atinge peretele în z = L. În 
limita în care lungimea L este „infinită“, amplitudinea trebuie să fie zero în 
z = L. Aceasta implică faptul că termenul Be+* din expresia (74) trebuie 
să se anuleze, adică B trebuie să fie zero. Această presupunere este corectă 
(vezi problema 3.30). În figura 3.11 prezentăm un exemplu care ilustrează 
această situație. Observaţi că pentru exemplul din figura 3.11 nu prezintă 
mare importanță faptul că am fixat capătul din z = L. DacăavemuL > 1, 
amplitudinea de oscilație este practic zero înainte de a ajunge în z=L. 
Astfel, putem simula în mod experimental o lungime „infinită“, lucrînd cu o 
lungime L finită, dar mare în comparație cu 1/x. (Vezi experiența 3.16.) 


Terminologie pentru undele exponenţiale. Constanta x se numeşte con- 
stanta de atenuare a ampliludinii, sau, simplu, constanta de atenuare. Ea se 
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Fig. 3.11. Pendule cuplute puse în mişcare la capătul din stinga cu o frecvență mai mică decit 
frecvența de tăiere inferioară'w,. (a) Configuraţia instantanee a sistemului. (5) Graficul lui A(2). 


exprimă în unități de atenuare relativă a amplhitudinii pe umlatea de lungime, 
sau, simplu, atenuare pe umiatea de lungime. Aceste unităţi se ohțin censide- 
rînd o amplitudine A(2) produsă de o forță externă aplicată la capătul din stînga 
al unui sistem suficient de lung, astfel încît să avem numai exponenţiala des- 
crescătoare: 


W(z, ) — A(2) cos ol, (75) 

cu 
Al) = 4e-. (76) 
Atenuarea relativă a amplitudinii A(2) pe unitatea de lungime se definește ca: 
— N Su — atenuarea relativă a amplitudinii pe unitatea 


de lungime. (77) 
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Ea este egală cu x în cazul în care A(2) este dat de expresia (76). Pe de altă 
parte, atunci cînd A(2) are expresia A(2) = B exp (+x2), amplitudinea scade 
atunci cînd z descrește, și nu atunci cînd z crește. Aceasta nu produce însă 
nici o confuzie și vom continua să numim + constanta de atenuare. Dacă 
avem soluția generală A exp(— x2) + Bexp(+ x2), vom păstra aceeași 
denumire pentru x, deşi A(2) poate fi crescătoare pentru anumite valori ale 
lui z şi descrescătoare pentru altele. Spunem pur și simplu că A(2) este o 
suprapunere de doi termeni, dintre care unul este atenuat atunci cînd z crește 
iar celălalt este atenuat atunci cînd z descrește. 

Inversul lui x este o lungime, 3, care reprezintă distanța pe care ampli- 
tudinea e-*: = e: este atenuată cu un factor egal cu e = 2,718... Ea se 
numește /ungimea de atenuare a amplhitudimii sau pur și simplu lungime de 
atenuare: 


Pi ă = lungimea de atenuare. (78) 
pd 


Există întrucîtva o paralelă între constanta de atenuare x din cazul undelor 
exponențiale atenuate și numărul de undă k din cazul undelor sinusoidale ; 
x reprezintă atenuarea relativă pe unitatea de distanţă ; & este numărul de ra- 
diani cu care creşte faza pe “unitatea de distanță. De asemenea, lungimea de 
atenuare 3 și lungimea de undă A sînt oarecum similare: 5 este distanța care 
corespunde unei atenuări printr-un factor e-1; A este distanța corespunzătoare 
"unei creșteri a fazei cu 2r. 


Relaţii de dispersie. Pentru « deasupra frecvenței de tăiere inferioare wo, 
avem unde sinusoidale. Frecvența și numărul de undă sînt legate prin relația 
(69), pe care o rescriem sub forma: 


2 
2 = wa ue) pl 79 
w 9 + M ) ( ) 


Pentru « sub frecvența de tăiere inferioară wo, nu există unde sinusoidale. 
(Ele sînt „tăiate“.) În locul acestora avem unde exponențiale. Frecvența 
și constanta de atenuare x sînt legate prin relația (71), pe care o scriem 
sub forma: 


2 
o = 03 iri ) să, (80) 


Relaţiile (79) și (80) constituie legea de dispersie completă a sistemului (în 
aproximația continuă). 

Pentru domeniul de frecvenţe în care oscilațiile forțate sînt unde sinusoi- 
dale, relația de dispersie (79) pentru oscilaţiile forțate este identică cu cea pe 
care am găsit-o pentru modurile oscilaţiilor Jibere [vezi paragraful 2.4, relațiile 
(2.90), (2.91) și (2.92)]. Acest lucru nu este accidental. În ambele deduceri, 
am găsit ecuația de mișcare a corpului n și am introdus apoi presupunerea că 
toate punctele mobile execută oscilații armonice cu aceeași frecvență « (frec- 
venţa unui mod într-un caz, frecvența oscilaţiilor staționare în celălalt), 
avînd aceeași constantă de fază. Relația de dispersie a rezultat din aceste 
presupuneri. Acest lucru este adevărat în gencral: relația de dispersie pentru 
oscilațiile sinusoidale forțate coincide cu cea din cazul oscilaţiilor libere. 
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Mediu dispersiv sau reactiv. În exemplul pe care îl considerăm, „mediul“ 
în care se produc undele constă din sistemul de pendule cuplate. Un mediu 
în care se pot forma unde sinusoidale se numește mediu dispersiv. Aceasta 
înseamnă că e nu este sub frecvenţa de tăiere co. Un mediu în care nu se pot 
forma unde sinusoidale, dar în care iau naștere unde exponenţiale (fără disi- 
pare de energie) se numește mediu reactiv. Desigur, același mediu poate fi 
reactiv la anumite frecvențe și dispersiv la altele, ca în cazul sistemului nostru 
de pendule cuplate. 


Exemplul 10. Ionosfera 


lonosfera Pămîntului este un exemplu de mediu care este dispersiv (pen- 

tru undele electromagnetice) pentru frecvențe deasupra unei frecvențe de 
tăiere (numită frecvența de oscilație a plasmei «,) și reactiv pentru frecvențe 
aflate sub această frecvență de tăiere. Relaţia de dispersie pentru oscilațiile 
forțate în atmosfera Pămîntului este foarte asemănătoare celei din cazul 
pendulelor cuplate. Se arată că ea este dată de: 


2 2 2p2 
= 02 + ch, w > op 


și (81) 
02 = 02 — că, o < op. 

Frecvența de oscilație a plasmei este frecvența celui mai jos mod de vibrație 
a electronilor „liberi“, pe care am dedus-o în relația (2.99) din paragraful 2.4. 
Frecvențe de oscilație a plasmei v, (= w,/27) tipice în timpul zilei sînt situate 
între 10 și 30 MHz. Dacă ionosfera este excitată „la un capăt“ deo staţie de emisie 
radio care emite frecvenţe tipice ale semnalelor cu modulație de amplitudine (MA), 
de pildă v = 1000 kHz, ea se comportă ca un mediu reactiv, deoarecev < v,. Un- 
dele sînt atenuate exponențial, exact ca în cazul sistemului nostru de pendule cu- , 
plate din figura 3.11. În acest proces asupra ionosferei nu se efectuează nici un 
lucru mecanic, deoarece (se întîmplă că) viteza fiecărui electron este defazată cu 
A 90" în raport cu intensitatea cîmpului electric din vecinătatea lui. În cazul 
pendulelor din figura 3.11, energia medie furnizată de forța externă este zero (ne- 
glijind amortizarea). Energia care este transmisă instantaneu pendulelor este 
restituită forţei externe ulterior în timpul oscilației. Nu se întîmplă așa în 
cazul tridimensional al stației de emisie radio şi al ionosferei: stația de emisie 
primește înapoi foarte puţin din energia pe care o emite. lonosfera nu absoarbe 
energie, dar undele sînt reflectate înapoi către Pămînt pe o regiune întinsă, 
nu numai către emițător. Această „reflexie totală“ pe „fața inferioară“ a 
ionosferei stă la baza unei tehnici folosite pentru emisiile destinate unor stații 
de recepție îndepărtate care sînt în afara „razei vizuale“ de-a lungul suprafeței 
Pămîntului. Semnalele sînt pur și simplu aruncate în ionosferă. Metoda se 
aplică dacă w este sub frecvenţa de tăiere w,. Frecvenţele tipice folosite 
în emisia radio cu modulație de frecvență (MF) și în televiziune (IV) 
sînt în jur de 100 MHz. Această frecvență este mai mare decit 
frecvența de tăiere de 10 pînă la 30 MHz a ionosferei. De aceea, ionosfera 
se comportă ca un mediu dispersiv pentru frecvențele TV și MF. Aceasta 
înseamnă că ea este „transparentă“. Nu există o atenuare exponențială a 
undelor ; ele sînt sinusoidale. Astfel nu are loc o reflexie totală a undelor 
electromagnetice înapoi spre Pămînt, și nu se poate folosi ionosfera pentru 
a transmite semnale în felul în care este posibil pentru frecvențe MA. Trans- 
misia este limitată așadar la „raza vizuală“. 
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lonosfera constituie, de asemenea, un mediu dispersiv pentru undele elec- 
tromagnetice avînd frecvența v = 1015 Hz, care este ordinul de mărime al 
frecvenţelor pentru radiația vizibilă. Ştim că ionosfera nu este reactivă la 
1015 Hz, deoarece altfel nu am putea vedea stelele sau soarele. Într-un 
capitol ulterior, vom deduce relația de dispersie (81) în cazul ionosferei. 


Pătrunderea undelor într-o regiune reactivă. Atunci cînd ionosfera este 
excitată de către o stație de emisie radio cu o frecvență aflată sub frecvența 
de tăiere, undele radio sînt reflectate total înapoi către Pămînt. Dar acest 
lucru nu se întîmplă, ca să spunem așa, dintr-o dată. Să considerăm o problemă 
analogă în cazul pendulelor cuplate (care au aceeași formă de relație de dis- 
persie ca și ionosfera), în aproximaţia continuă. Presupunem că primul corp, 
din 2 == 0, este acționat de o forță necesară pentru a produce mișcarea V(7) = 
= Aocos of. În regiunea dintre z = 0 și z = L, avem un număr de pendule 
cuplate, fiecare cu lungimea 1, astfel încît: 


o = 8 <a. (82) 


Astfel, această regiune (pe care o vom numi regiunea 1) este dispersivă. (Forța 
externă este „stația de emisie radio“. Regiunea dintre z =0 și z= L este 
„aerul obișnuit“, şi nu „plasma“.) În z = L, firele pendulelor devin brusc mai 
scurte, avînd fiecare cîte o lungime /> astfel încît: 


3 = £ > o, (83) 
la 


Astfel, această regiune (numită regiunea 2) este reactivă. (Regiunea 2 este 
„plasma“.) Această regiune se extinde pînă la z = oo. Sistemul este prezentat 
în figura 3.12 (pag. 152). 

Să găsim funcția V(2, 4), ştiind că în z=— 0 ea este egală cu 49 cosof. 
Pentru orice z vom avea: 


„ V(z, 8) = A(2) cos ot, (84) 


unde A(2) trebuie să fie determinat. În regiunea 2, regiunea reactivă dintre 
z= L şi infinit, amplitudinea A(2) trebuie să aibă expresia: 


As) se Cerabzii, (85) 

unde C este o constantă necunoscută iar x se obține din relația: 
satu AL £ -a), (86) 
Ka? Ula : 


presupunînd că «w? este mai mic decît frecvența de tăiere g//2. În regiunea 
dispersivă dintre z = 0 şi z = L, A(2) are expresia: 


As(2) = A sin k(z — L) + B cos k(z — L), (87) 
unde A și B sînt constante necunoscute, iar k se obține din: 


R2 = sale “) (88) 
[LA 
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Fig. 3.12. Pendule 

cuplate; cu o modifi- 

care bruscă a lui 3 

înz= L. (a) Siste- 

mul.  Pendulul din 

z = 0 este cuplat cu 

o forță externă. (b) 

Graticul lui «3 în 

funcție de z. Pentru 

frecvențe externe «w 

cuprinse între g/l 

și g/l, regiunea | 

(de la z=0 la z= L) 

este dispersivă, iar 

regiunea 2 (de la 

z = Lila 00) este re- 

activă. (c) Graficul 

amplitudinii A(2) în 

funcție de z pentru o 

„ frecvență externă 

apropiată de cea maj 

„joasă frecvență de 

„rezonanță a  siste- 
 mului. 


presupunînd că w? este mai mare decît g/l. Impunem acum condiţiile la li- 
mită: în z = L funcţiile A,(2) și Aa(2) trebuie să se unească în mod continuu, 
adică în 2 — L valorile și pantele lor trebuie să fie egale. Egalînd valorile lor 
în z=— L obţinem B =— C. Egalînd pantele în z=— L obținem FA = —_C. 
Astfel avem în regiunea |: 


49) = Cin pe — 1) + cosee— Di (89) 


Condiţia la limită în z = 0 este ca în acest punct A,(2) = A. Atunci din relația 
(89) se obţine: 


Ao 


ag A 
sin &L + cos &L (90) 


Soluţia completă este dată de relațiile (84), (85), (89) și (90) plus relaţiile de 
dispersie (86) și (88). 


Rezonanţa. Numitorul expresiei (90) se anulează pentru anumite valori 
ale lui &L, conducînd la o amplitudine C „infinită“. (Dacă nu se neglijează 
amortizarea, nu se obține niciodată o amplitudine infinită.) Aceste valori 
ale lui &L determină frecvențele de rezonanţă ale sistemului. Pentru a găsi 
frecvențele de rezonanță, trebuie să folosim relaţiile de dispersie, precum și 
relația (90) (vezi problema 3.31). Amplitudinea A(2) pentru « aproape de 
cea mai joasă rezonanţă este reprezentată în figura 3.12, unde C este luat mare 
dar nu infinit. 


Moduri legate. Vedem din figura 3.12, c că o regiune reactivă care se 
întinde pe o distanță mare (pînă la L'=— co, în exemplul nostru) acționează 
oarecum ca un „perete introdus treptat“. Corpul din z = L nu este menținut 
fix ca în cazul în care ar fi fost legat de un perete; cu toate acestea, la o distanță 
față de punctul 2 = L. mai mare decît cîteva lungimi de atenuare 3, mișcarea 
pendulelor este neglijabilă. Aceasta sugerează că, dacă închidem o regiune 
dispersivă înconjurînd-o din toate părțile cu o regiune reactivă de grosime 
infinită, putem avea moduri (de oscilație liberă) ale pendulelor din regiunea 
dispersivă, exact ca în cazul în care ele ar fi cuprinse între doi pereți. Această 
presupunere este corectă. Modurile se numesc moduri legate. Ele apar apro- 
ximativ la frecvențele de rezonanță ale sistemului din figura 3.12. 

O trăsătură interesantă .a modurilor legate este că, pentru un sistem dat, 
există numai un număr limitat de moduri legate, chiar dacă în regiunea dis- 
persivă există un număr „infinit“ de pendule. Aceasta deoarece frecvența 
crește pe măsură ce trecem de la un mod legat la următorul mai înalt, pînă cînd 
în final atingem un mod legat pentru care frecvența este mai mare decît /g/7a. 
Pentru «? > g/l, regiunile externe sînt dispersive și nu mai reușesc să „limi- 
teze“ oscilaţiile la regiunea centrală. 

În fizica cuantică, se arată că undele de Broglie ale electronilor din atomi 
se comportă exact. ca și modurile legate ale sistemului de pendule cuplate. 
Modurile de oscilație ale electronilor se numesc stări legate. Un exemplu 
de sistem cuantic cu stări legate este dat în tema suplimentară 3. 


Soluția exactă pentru oscilaţiile forțate ale unui sistem de pendule cuplate. 
Am examinat proprietăţile oscilaţiilor forțate ale pendulelor cuplate în aproxi- 
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mația continuă. Să găsim acum soluția exactă a ecuației de mișcare (62) a 
unui pendul din rețeaua liniară, pe care o transcriem aici: 


ja = cp, + (Pati — 2 Fa). (91) 


pi 


Presupunem că toate punctele mobile oscilează cu o mișcare armonică, avînd 
aceeași frecvență și aceeași constantă de fază: 


V, = A, cost. (92) 


Introducînd expresia (92) în ecuaţia (91) și simplificînd cu factorul cos ot 
obținem: 


— 04, = = 034, sa aaa tă 23| Ana + Ana ). 
M M 2 
sau 
| 
= Am lea 
EET ME, ae A, (93) 
Ş M AL 


Domeniul dispersiv de frecvenţe. (Aceasta este „banda de trecere“, în 
terminologia filtrelor.) În regiunea dispersivă, oscilaţiile sînt sinusoidale în 
spațiu. Astfel, să presupunem că avem o soluție de forma: 


A, = A sin na + B cos kna. (94) 
Atunci: 
An = A sin (Runa + ka) + B cos (hna + ka), (95) 
E Ay = A sin (Ana — ka) + B cos (na — ka). 
Astfel: 
Ana Ft Anu = 2A sin kna cos ka + 2 B cos kna cos ka = (96) 
= 2cos ka (A sin kna + B cos kna) = 2 A, cos ka. 
Introducînd acest rezultat în relația (93) obținem: 
i MPa Fe Raza e pi (97) 
sau 
2 = 02+ K sin? ba - (98) 


Relaţia (98) reprezintă legea de dispersie pentru domeniul de frecvenţe dis- 
persiv. Ea descrie frecvențele de la w? — w3 pînă la 6? — 03 + 4K/M, co- 
respunzind valorilor lui ka de la ka — 0 pînă la ka =. Relaţia (98) este 
exact aceeași lege de dispersie pe care am obținut-o în relația (90) din para- 
graful 2.4 pentru pendulele cuplate care oscilează liber. 
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Domeniul reactiv inferior. Folosind experiența noastră din aproximaţia 
continuă, să presupunem că soluția generală pentru frecvențe aflate sub 
frecvența de tăiere inferioară w are forma unei unde exponențiale: 


Ag == Ag raa je ebaaa. (99) 
Atunci: 
A a + Anca — (28 + &)A.. : (100) 
În acest caz, relația (93) conduce la legea de dispersie: 
au DB | 
e i [i aa cal | (101) 


Relaţia (101) poate fi pusă sub o formă asemănătoare relaţiilor (97) și (98). 
Folosind definițiile sinusului și consinusului hiperbolic [relațiile (11) și (12) 
din Anexă), obținem: 


i 2 
02 = 05+ Fr (1 — ch xa) (102) 
sau 
w2 = 03 pe e (103) 
M 2 


Pentru w = wo, soluția dispersivă (98) dă k = 0, iar soluția reactivă (103) 
dă x = 0. Ele corespund ambele unor unde cu amplitudine constantă în tot 
spaţiul și deci coincid. 


Domeniul reactiv superior. Acest domeniu constă din toate frecvențele 
mai mari decît frecvența de tăiere superioară az, Unde az = 03 + 4K/M. 
Pentru acest domeniu, folosim experiența dobiîndită în studiul filtrelor cu 
două grade de libertate. Acolo am găsit că oscilaţiile forțate cu o frecvență 
mai mare decît frecvența de tăiere superioară au o formă de zigzag, asemă- 
nătoare cu cea a modului celui mai înalt, avînd în plus și o atenuare a ampli- 
tudinii cu creșterea distanței față de capătul excitat (vezi fig. 3.6). Să facem 
presupunerea că forma lui A, este dată de o undă exponențială în zigzag: 


A = (— (Aeon + Berna). (104) 


În acest caz obținem |parcurgînd aceleași etape care au condus la relaţia (100), 
cu excepția semnelor minus): 


Ana — Ai = — A (ee + e RA) 


Atunci relaţia (93) conduce la legea de dispersie: 


: ce EI Ec, ' 
w2 = 0 7 ( - 5 (exe + m) 
2 
git 20 ap 2 piep za) (105) 
M 
7 a CE | 
2 = 2 -ch2— ua. 106 
(8) o + M c Pa (106) 
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Fig. 3.13, Relaţia de 
dispersie completă 
pendru un sistem de 
pendule cuplate. (a) 
Deasupra frecvenței 
superioare de tăiere: 
undele sint unde ex- 
ponențiale in zizzag. 
(2) Domeniul de frec- 
„ venţedispersiv: unde 
sinusoidale. (c) Sub 
frecvența de tăiere 
inferioară: unde ex- 
ponențiale. 


Pentru x = 0, w? este egal cu 63+ 4 K/M = oi. Astfel, exact la frec- 
vența de tăiere superioară oa, nu avem atenuare. 

În figura 3.13 este reprezentată grafic relațih de dispersie exactă pentru 
toate frecvențele, conform relaţiilor (98); (103) şi (106). 


PROBLEME ȘI EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


84, Consideraţi relația (10) şi completaţi calculele algebrice omise pentru a obține rezul- 
tatul E = Eger. 

3.2, Arătați prin înlocuire directă că x,(?) din relația (3) este o soluție a ecuației de miș- 
care (2) pentru oscilatorul armonic amortizat. 

3.3. Arătați că dacă +,(?) este o soluție a ecuaţiei (1) pentru o forță externă F,(t) și dacă 
xa(t) este o soluție pentru o forță externă diferită FA(7), atunci pentru forța F(?) = F,(7) + Fa(t) 
se obține soluția, +(£) = z,(7) + za(?), în cazul în care condiţiile inițiale x(0) și (0) pentru super- 


poziție coincid şi ele cu sumele corespunzătoare ale condițiilor inițiale, adică, dacă 
2(0) = (0) + z2(0) şi ă(0) = (0) + ăa(0). 
3.4. Arătaţi prin înlocuire că relaţiile (15), (16) şi (17) constituie o soluție a ecuaţiei (14). 


EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


3.5. Bătăi în regim tranzitoriu. Pentru această experiență și pentru următourele, aveți 
nevoie de un picup: În 'ekperiența de față, veţi pune în mișcare un pendul cu ajutorul plata- 
nului acestui picup. Pentru a construi pendulul, puteţi folosi o cutie de conserve. O viteză con- 
venabilă pentru picup este de 45 rot/min. (Care este lungimea corespunzătoare a firului pendu- 
lului?) Așezaţi o cutie uşoară de carton pe platanul picupului și fixați de cutie un creion în po- 
ziție verticală. Înfășurați creionul cu o buclă de sfoară. De buclă legaţi un capăt al unui fir elas- 
tic de cauciuc lung de 1,5 m pină la 2,5 m, avind celălalt capăt legat de firul pendulului. Măsurați 
frecvenţa oscilaţiilor libere ale pendulului (folosind un ceas obișnuit cu secundar). Măsuraţi 
frecvența bătăilor atunci cînd pendulul este pus în mișcare cu ajutorul platanului de picup. 
Încercați diferite lungimi ale firelor. Adăugaţi o amortizare, plasînd o carte sau alt obiect astfel 
încît firul pendulului să se frece de el. Motivul pentru care folosim un elastic atît de lung este 
pentru a obţine un resort suficient de slab. De asemenea, este cel mai bine să fixăm elasticul 
de cauciuc suficient de aproape de capătul de sus al firului pendulului, astfel incit amplitudinea 
mișcării firului în acel punct să fie considerabil mai mică decit amplitudinea mișcării creionului 
(pe platan), chiar pentru amplitudini mari ale pendulului. Aceasta asigură o forță de excitare 


independentă de amplitudinea pendulului. 


3.6. Verificaţi relaţia (22)' referitoare la puterea pierdută prin frecare. Verificaţi că ea 


este egală cu puterea absorbită, dată de relația (21). 
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EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


i A Rezonanța unui resort slab, amortizat, Întindeți cît mai mult un resort slab și fixați-l 
la ambele capete. Un capăt trebuie să fie fixat astfel încît resortul să poată fi ușor desprins și 
prins din nou, cu un număr diferit de spire între suporturi. Acţionaţi resortul cu ajutorul plata- 
nului de picup din experiența 3.5, folosind pentru cuplaj un fir elastic ling de cauciuc. Folosiţi 
turaţia de 45 rot/min. Măsurați frecvența oscilaţiilor litere ale resortului (cel mai convenabil 
în rot/min.). Această frecvență poate fi variată modificind numărul de spire elicoidale dintre 
suporturile fixe (vezi experiența 2.1). Măcuraţi constanta de timp 7. Creşteți amortizarea, 
adăugiînd de-a lungul resortului o fișie lungă de bandă (care se poate întinde), astfel incit să obți- 
neți o constantă de timp convenabilă (de pildă, 10 pină la 20 s). Desenaţi o curbă de rezonanță, 
adică reprezentați grafic | A |? în funcție de wp, cu o fixat la 45 rot/min. Observaţi relațiile de 
fază şi convingeți-vă că le înțelegeți. Un mod de a măsura | A | este să folosiți o sursă de lu- 
mină care aruncă umbre pronunțate (un bec transparent în locul unuia mat, adică o sursă puncti- 
formă). Măsurați pe perete sau pe podea pozițiile umbrei unei porțiuni a resortului. Calculați 
lărgimea totală a curbei de rezonanță la jumătatea maximului, exprimată în funcție de numă- 
rul de spire ale resortylui, în timp ce efectuaţi experiența. (Puteţi micşora constanta de timp, 
în cazul în care constatați că dă o rezonanță mult prea îngustă sau un timp prea lung de amorti- 
zare a bătăilor din regim tranzitoriu.) 

Surse posibile de dificultate. Dacă firul de cauciuc se relaxează complet şi apoi este brusc alungit, 
analiza Fourier a forței exercitate de el va conține, pe lingă frecvența de 45 rot/min, şi armoni- 
cele acesteia. Acestea vor excita armonicele resortului. Este o dificultate interesantă, în orice 
caz. 

Altă problemă. Ciupiţi elasticul de cauciuc și urmăriţi oscilațiile lui. Asiguraţi-vă că aceste osci- 
lații sînt rapide în comparaţie cu frecvența de 45 rot/min sau dublul ei; în caz contrar se pot 
întîmpla lucruri nedorite. Puteţi descoperi şi alte dificultăți. Vedeţi dacă puteți observa dispa- 
riția amplitudinii elastice și apariția amplitudinii absorbtive, atunci cînd sinteți exact la rezo- 
nanță, adică, urmăriţi faza relativă dintre mișcarea picupului (a creionului) și cea a resortului. 
Ce obţineţi pentru produsul dintre lărgimea totală a rezonanţei şi constanta de timp? Este re= 
zultatul compatibil (în limita erorilor experimentale) cu relația (28)? 


3.8. Oscilaţiile forțate ale unui sistem format din două cutii de conserve cuplate, Dispoziti- 
vul experimental este prezentat în figura 3.3, iar teoria este expusă în paragrafele 3.3 și 3.4... 
Firele trebuie să fie fixate de niște bastonașe pe care să se poată înfăşura într-un sens sau altul 
pentru a varia frecvența. Fixaţi bastonaşele de o masă sau alt suport. lungimile firelor trebuie 
să poată fi variate între 30 şi 70 cm. Dacă modificaţi lungimile firelor, variați atit wf cit și 2, 
diferenţa lor rămînînd constantă. Astfel, a modifica lungimea firelor în timp ce frecvența de 
excitare este menținută constantă, este aproape echivalent cu a varia frecvența de excitare, 
menținind w? şi 3 constante. Pentru o lungime dată a firelor, măsurați frecvențele celor două 
moduri (cu picupul necuplat). Apoi puneţi în mișcare sistemul cu 45 rot/min. Excitați (îndeo- 
sebi) oscilațiile longitudinale, luînd direcţia de cuplaj de-a lungul resortului. Modurile longitu- 
dinale şi cele transversale au aceleași frecvențe, după cum puteți constata ușor. Aceasta poate 


conduce la efecte nedorite, interesante însă — în special în apropierea rezonanțelor. Există cinci 
frecvențe interesante care trebuie prinse, și anume cele două frecvențe de rezonanță, precum și 
regiunile aflate mult dedesubtul rezonanțelor, la mijlocul distanței dintre ele și mult deasupra 
lor. Observaţi caracteristicile de filtru deasupra și dedesubtul frecvențelor de tăiere. Studiați 
relațiile dintre faze — pur şi simplu priviți şi vedeți dacă înțelegeți. Bătăile din regim tranzi- 
toriu pot dura un timp foarte lung, dacă nu se introduce nici o amortizare. Cel mai bine este să 
amortizați firele făcîndu-le să se frece de ceva. Durează protabil prea mult să trasați curbele 
de rezonanță. Nu vă necăjiţi. (Aţi mai făcut asta odată, sperăm, în experiența 3.7.) În schimb, 


măsurați constantele de timp ale celor două moduri și calculați lărgimile totale ale rezonanțelor, 
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I, folosind relația AwT — 1. Cît de apropiată este situația observată de voi de cea descrisă în 
figura 3.4? Sint valabile relaţiile pentru filtrul mecanic din paragraful 3.4? 

O altă modalitate de a varia frecvențele relative este, desigur, să folosim celelalte turații 
ale discului, de 78, 33 şi 16 rot/min. Din păcate, acestea nu reprezintă o variabilă continuă. 


3.9. Ciocanul unui perforator pneumatic loveşte pavajul cu o frecvență de aproximativ 
20 s"1. Minerul loveşte mîinile muncitorului care îl ţine cu aproximativ aceeași frecvență. Pro- 
iectați un filtru trece-jos care să fie introdus în miner, astfel încît să reducă amplitudinea de vi- 
braţie a acestuia printr-un factor de 10. O metodă (care s-ar putea numi prin „forţa brută“) 
este să creștem pur și simplu masa corpului uneltei (partea de care se izbește lama ciocanului) 
printr-un factor 10. Deoarece aceasta are deja circa 20 kg, încercați cu un sistem de mase şi 
resorturi. 


3.10. Verificaţi că, în cazul oscilaţiilor staționare, energia acumulată E mediată în timp 
are expresia (23). 

3.11. Verificaţi că punctele care corespund unei puteri egale cu jumătate din valoarea 
maximă de pe curba de rezonanță în regim staționar se obțin din relaţiile (25) şi (26). 

3.12. Filtru mecanic (vezi paragraful 3.4). O piesă dintr-un aparat delicat este așezată pe 
o podea care are o vibraţie verticală cu frecvența de aproximativ 20 Hz. Vreţi să atenuați această 
trepidaţie printr-un factor de 100, astfel că-așezați aparatul pe o pernă. Cu cit trebuie să se afunde, 
aproximativ, partea de sus a pernei atunci cînd așezați aparatul pe ea? (Indicaţie: revedeți 
exemplul care urmează după relația (58) din paragraful 3.4. De asemenea, presupuneți că perna 
poate fi înlocuită printr-un resort ideal care satisface legea lui Hooke.) 

R: aproximativ 6 cm. 

3,13. Arătaţi că relaţia (31) reprezintă soluția exactă a ecuației (14) pentru oscilațiile 
forțate în regim staționar, în cazul în care constanta de amortizare I este zero. 

3.14. Arătaţi că, dacă pendulele din figura 3. 10 sint cuplate prin resorturi, ecuația de miș- 
care pentru oscilaţiile lor transversale orizontale coincide cu cea pentru mișcarea longitudinală 
indicată în figură. P 

3.15, Schiţați un sistem de bobine şi condensatoare pentru care ecuaţiile de mişcare să 


aibă o formă similară cu ecuaţia (62) și deduceţi aceste ecuații de mişcare. 


EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


3.16. Filtru mecanic trece-bandă. Numai cu două pendule cuplate nu se poate pune în 
evidență caracterul exponențial al comportării filtrului — prin două puncte poate fi trasată 
orice curbă. Fixaţi de resort o a treia cutie de conserve, la jumătatea distanţei dintre celelalte 
două, astfel încît să aveți un sistem asemănător celui din figurile 3.6 și 3.7. Puneţi în mişcare 
sistemul cu ajutorul unui picup, cu frecvenţe situate deasupra și dedesubtul frecvenței de tăiere. 


Măsurați rapoartele Va/Yy şi Wp/Ve. Sint ele egale? Ar trebui să fie? 


3.17. Presupuneți că ionosfera începe într-o anumită zonă în care frecvența de tăiere Vp 
creşte brusc de la zero pină la 20 MHz. Determinaţi lungimea de atenuare a amplitudinii 3 pen- 
tru unde radio MA cu frecvența de 1000 kHz. 

R: circa 2,5 m, independent de frecvență, atita timp cit 


aceasta este mult sub frecvența. de tăiere. 
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3.18. Folosind analogia cu pendulele cuplate, scrieți relația de dispersie completă peatru 
un sistem de bobine şi condensatoare cuplate. Trebuie scrisă legea de dispersie pentru tanda de 
trecere precum și pentru cele două regiuni de frecvențe interzise. 


3.19, Arătaţi că, dacă folosim aproximaţia amortizării slabe şi răminem suficient de aproa- 
pe de o rezonanță, amplitudinile elastică și absorbtivă pot fi scrise (cu o alegere convenabilă a 
unităților) sub forma: 


Aa = + Aa= , 
m-+ 1 2 +1 


1 
unde x = (w — cdi 


3.20. Presupunem că avem un sistem cu două rezonanțe la frecvențele 6, şi w,, care con- 
tribuie în mod egal la amplitudinea elastică a unui anumit punct mobil. Pentru w departe atit 
de e cit şi de oz, putem scrie (in unități arbitrare): 


1 l 


Asa == 
el > 


mi — 02 wo —a02 

Arătaţi că, dacă w diferă de w, şi o cu mult mai mult decit diferența lor og — o, atunci (cu o 
bună aproximație) Aey este de două ori mai mare decit oricare dintre cele două contribuţii. 
Astfel, arătați că: 


unde 


3.21. Consideraţi legea de dispersie exactă pentru un sistem de pendule cuplate, scrisă 
in relațiile (98), (103) și (106). Presupuneți că aveţi a/A <& | şi a/3 & |. Atunci aproximația con- 
tinuă trebuie să fie bună. (De ce?) Dezvoltaţi relaţiile de dispersie în serii Taylor şi rețineți nu- 
mai primii termeni semnificativi. Comparaţi rezultatul cu cel obținut in paragraful 3.5 în aproxi- 
mația continuă. 


3,22. Bătăi neamortizate în regim tranzitoriu (vezi paragraful 3.2). Verificaţi forma de 
„oscilație aproape armonică cu amplitudinea modulată“ a deplasării oscilatorului în cazul osci- 
lațiilor în regim tranzitoriu cu amortizare nulă, adică verificați relația (43). Arătaţi că pentru 
amortizare nulă și pentru o frecvență de excitare exact la rezonanță, amplitudinea modulată 
crește liniar cu timpul [relația (45)). 


EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


3.23. Pătrunderea exponențială a undelor într-o regiune reactivă. Aranjaţi un sistem de 
cutii de conserve și resorturi slabe ca în figura 3. 12. Cuplaţi sistemul de excisare constind dintr-un 
picup, la un capăt al regiunii dispersive. Alegeţi lungimile astfel încît frecvenţa de 78 rot/min 
să fie deasupra frecvenţei de tăiere superioare, 45 rot/min să fie în banda de trecere, iar 33 rot/min 
(precum și 16 rot/min) să fie sub frecvența de tăiere inferioară. Dacă puteți să imaginați 
un mod rapid şi ușor de a varia toate lungimile firelor în același timp cu o aceeași mărime, pu- 
teți să variați wş (și deci toate frecvențele de rezonanță) în mod continuu, menținind frecvența 
de excitare constantă şi să urmăriți rezonanţele. 
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3,24. Bătăi în regim tranzitoriu. Verificaţi relația (46), care descrie dependența de timp a 
energiei îinmagazinate într-un oscilator excitat care pornește cu energie nulă la momentul zero. 
Presupuneţi o amortizare slabă. Presupuneți că frecvența externă este apropiată de trecvența o, 
(dar nu riguros egală cu ea). Astfei, puneţi w/w, = l, acolo unde este convenabil. (Nu este 
convenabil să punem «w = «, într-o expresie de tipul cos ot — cos w,f, deoarece, oricît de mică 
ar fi diferența dintre w și o, ea va conduce în final la un efect apreciabil, adică la o diferență 
de fază mare.) 


3.25. Arătaţi că rezultatul pentru oscilatorul „supraamortizat“, dat în relația (9), decurge 
din relaţiile (7) şi (8). (Indicaţie: verificați mai întîi identitățile cos iz = ch x, sin îx = i sh x; 
apoi folosiți-le.) 


3.26. Amortizare critică. Pornind de la ecuația (7) pentru oscilațiile libere subamortizate, 
arătați că pentru amortizare critică soluția devine: 


(6) = e (Ut (0) E [io + - ra00)] A 


Arătaţi că același rezultat se obține dacă porniţi de la ezuaţia (9) pentru oscilațiile supraamorti- 
zate. 


EXPERIENŢĂ PENTRU ACASĂ 


3.27. Lărgimea rezonanței unui tub de carton. Citiţi paragrafele care urmează după relația 
(28). În modul propriu fundamental al undelor sonore într-un tub deschis la ambele capete, 
lungimea tubului este practic egală cu o semilungime de undă. (Există o mică „corecție la ca- 
pete“, astfel încit lungimea tubului este de fapt cu circa un diametru al tubului mai mică decit 
o semilungime de undă.) Viteza sunetului este de aproximativ 330 m/s. Dacă folosim un diapazon 
pentru nota do (523 Hz), tubul va da cea mai intensă rezonanță dacă lungimea lui este de circa 
32 cm. 


(a) Verificaţi această afirmație. Frecvența de rezonanță va unui tub de lungime L este 
egală cu: 


unde Lg este aproximativ 32 cm. (Lg nu este exact egal cu 32 cm, din cauza efectului de capețe 
menționat mai sus.) 


(5) Verificaţi această formulă. Construiţi apoi 5 sau 6 tuburi cu valori ale lui L judicios 
alese astfel încît să „acoperiți” maximul curbei de rezonanță precum și cele două puncte situate 
de o parte și de alta a acestuia, corespunzind unei puteri egale cu jumătate din valoarea maximă. 
Ne așteptăm ca intensitatea sunetului ] să aibă o „formă de rezonanță“ dată de: 


PE 
(op — o)? + la r) 


unde am ales factorul de normare astfel încît I să fie egal cu 1,0 pentru w = og. În experiența 
voastră, frecvența de excitare este produsă de diapazon și este deci constantă. Frecvența de 
rezonanță Y, poate fi modificată variind lungimea tubului. Trebuie să găsiți lungimea Lya tubu- 
lui pentru rezonanță, incluzînd corecția de capete (acest lucru se face cel mai ușor după ureche, 
lovind ușor tubul şi comparind înălțimea sunetului produs cu cea a diapazonului) și trebuie să 
găsiți cele două lungimi ale tubului corespunzătoare punctelor in care puterea a scăzut la jumă- 
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tate. Astiel, determinaţi lărgimea totală ['. Acrasta ză permite să determina ți, indirect, constanta 
de timp a oscilaţiilor libere. Principala problemă experimentală pe care o aveți este să imagi- 
nați o metodă suficient de simplă pentru a estima o descreştere a intensității sunetului 
printr-un factor de doi. 


3,28. Două pendule cuplate ca filtru mecanic trece-bandă. Consideraţi sistemul prezentat 
în figura 3.3 şi descris în paragraful 3.3. Neglijați amortizarea. Arătați că: 
F 1 1 
2 — cos ot 3 
da a pico ad = | 


2 2 2 2 
wi —cw w3—co 


şi A 


unde w, este cea mai joasă dintre frecvențele celor două moduri, ez este cea mai înaltă iar w 
este frecvența externă. 


3.29. Filtru electric trece-bandă. Consideraţi filtrul indicat în figura 3.8. Scrieţi ecuațiile 
diferențiale pentru Ia și pentru Ip. Arătaţi că cele două coordonate normale sint Ia + În și 
la — Iv şi că modurile sint descrise de relaţiile (59). 


3.30. Pendule cuplate. Consideraţi o rețea liniară de pendule cuplate, excitate sub frec- 
vența de tăiere în z = 0 și legate de un perete rigid în z = L, după cum se arată în figura 3.11. 
Arătați că dacă în z = 0, (2,7) este egal cu Ag cos ot, atunci V(2, 7) = A(2) cos ot, unde: 

[ăi ta Pr o Pa (L-a) 


A(2) = 40 ——————— 
(2) o 1 paul 


Observaţi că pentru L — 00 această expresie devine pur şi simplu Ag pia, 


3.31, Rezonanţele unui sistem de pendule cuplate. Citiţi discuția care urmează după rela- 
ţia (90). Determinaţi valorile de rezonanță ale lui wo? astfel: (a) arătaţi că la rezonanță avem re- 
lația: 


hctg RL = —x. 


Aceasta arată că valorile de rezonanță ale lui 0 = AL trebuie să fie situate în cadranul 2 (între 
90* şi 180%), cadranul 4 (între 270% şi 360%), cadranul 6, cadranul 8 etc. (b) Fie Ka?/ML2 egal 
au „o unitate“ de forță de revenire pe unitatea de deplasare și pe unitatea de masă, adică cu 
2. Fie g/l, = 2, g/l, = wă. Arătaţi că valorile lui o? la rezonanță se obțin reprezentind grafic 
în funcţie de 0 expresiile 


o? = 02 + 6, 


2 = 02 — 02 ctg? 6. 


Rezonanţele sint date de jumătate din punctele de intersecție ale celor două curbe. De ce numai 
jumătate? (Observaţie: în relaţiile de mai sus, w?, o? și w2 sint adimensionale; adică, ele sint expri- 
mate în unități Ka?/M1L2.) Desenaţi un grafic tipic în care să fie indicate frecvențele de rezonan- 
ță. Ce se întimplă la frecvenţe foarte înalte? 


3.32. Reflexia totală a luminii pe o oglindă argintată. Presupuneți că electronul „de valen- 
ță“ al unui atom de argint devine un electron „liber“ în argintul solid. Notaţi (folosind un ma- 
nual de fizică și chimie, de exemplu Handbook of Physics and Chemistry) valența argintului, 
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greutatea atomică şi densitatea lui. Determinați astfel numărul N de electroni liberi din uni 
tatea de volum în argintul solid. Presupuneţi că relația de dispersie pentru lumină în argint 
arc aceeași formă ca pentru lumină (sau orice altă undă electromagnetică) în ionosferă, adică 
presupuneți că: 


02 = 02 + 22, dacă 0? > 0; 0? = ai, — 2, dacă 0? sol, 


unde o? = Ne?/eom, iar e Și m reprezintă sarcina și masa unui electron. 

(a) Calculaţi frecvența de tăiere v, pentru argintul solid. Arătați că pentru radiația vizi- 
bilă, frecvenţa Y a luminii se află sub frecvența de tăiere. De aceea, ne aşteptăm ca un strat de 
argint suficient de gros să producă reflexia totală a unei raze de lumină incidente normal. Aceasta 
dă aspectul „argintiu“ al unei oglinzi argintate. 

(P) Calculaţi lungimea medie de atenuare 3 pentru lumină roşie avind lungimea de undă 
în vid de 0,65 x 10-4cm și pentru lumină albastră, cu lungimea de undă în vid de 0,45 x 10-4cm. 
O oglindă „semiargintată”' constă dintr-o placă de sticlă acoperită cu un strat de argint puțin 
mai subțire decit lungimea de atenuare, astfel încît aproximativ o jumătate din lumină trece 
prin el (adică, reflexia nu este totală). Presupunem că priviți un tec luminos „alb“ printr-o 
bucată de oglindă semiargintată. (Lumina „albă“ conține de fapt toate culorile vizibile.) Vă 
aşteptaţi ca lumina transmisă să pară altă? Sau să aibă o tentă albăstruie? Sau o tentă roșia- 
tică ? Ce puteţi spune despre lumina reflectată ? 

(c) Cit de gros trebuie să fie un strat de argint pentru a reduce intensitatea (care este pro- 
porțională cu pătratul amplitudinii) luminii albe pe fața posterioară a stratului printr-un factor 
de 100? O astfel de oglindă trebuie să reflecte 99%, din lumina incidentă. (În realitate, coefi- 
cientul de reflexie este de aproximativ 95%,, pentru radiația vizibilă. Am neglijat pierderea de 
energie datorită rezistivității argintului. De asemenea, suprafaţa poate să-și piardă luciul acope- 
rindu-se cu un strat de oxid de argint cu proprietăți foarte diferite de cele ale argintului metalic.) 

(d) Pentru ce frecvenţe devine stratul de argint transparent? (Îndicați și lungimile de 
undă în vid. Această lumină se numește „uKravioletă“.) 


EXPERIENŢE PENTRU ACASĂ 


3.33. Unde staționare în formă de dinți de ferăstrău, în apă puțin adincă. Aceste unde sint 
descrise în problema 2.31. Vrem acum să aflăm cum să producem într-un vas cu apă cele mai 
joase moduri în formă de dinți de ferăstrău. Modul fundamental constă din oscilațiile nivelului 
apei; se formează numai o jumătate de „dinte“. Suprafaţa este plană. Lungimea vasului este 
egală cu o jumătate de lungime de undă. Următorul mod ar trebui să aibă un dinte complet, 
adică lungimea vasului ar trebui să fie egală cu o lungime de undă (a componentei Fourier funda- 
mentale a funcției în formă de dinţi de ferăstrău). Acest mod nu este excitat, dacă produceți 
oscila țiile mişcînd vasul înainte şi înapoi. Explicaţi de ce nu este excitat. Următorul mod are I/: 
dinți, adică trei regiuni plane. Lungimea vasului este aşadar egală cu trei semilungimi de undă. 
Acest mod poate fi excitat. Procedați prin încercări repetate, mişcind ușor vasul. Cînd credeți 
că l-ați obținut, nu mai mișcați vasul și lăsați apa să oscileze liber. După puțin exercițiu, puteți 
recunoaşte acest mod și îl puteți produce. lată şi o metodă mai sistematică: faceţi rost de un” 
metronom sau construiți singuri unul suspendind o greutate de un fir (un pendul), astfel încît 
corpul suspendat să se lovească de o bucată de carton sau alt obiect pentru a face un zgomot. 
Pentru o anumită frecvență de oscilație a metronopiului, loviți ușor vasul în ritmul metrono- 
mului şi așteptați instalarea regimului staționar. Variaţi ritmul metronomului pentru a căuta 
rezonanţele. Cind sinteți aproape de o rezonanță, urmăriți bătăile în regim tranzitoriu ! Nu nu- 
mai că sînt frumoase, ci ele vă spun și cît de departe sînteți de rezonanță. Calculaţi frecvența 
teoretică a rezonarței, folosind v = N eh. Faceţi aceasta în timp ce efectuaţi experiența, astfel 
încît să detectați rapid rezonanța (adică, să nu căutaţi într-o regiune neconvenabilă). Cind aţi 
prins rezonanța, nu mai mișcați vasul și lăsați-l să oscileze liber; măsurați perioada oscilaţiilor 
bere. 
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Dacă folosiţi un vas suficient de ușor, astfel încît masa să fie datorată în cea mai mare 
parte apei și nu vasului, şi dacă aveţi o masă totală suficient de mare pentru a exercita asupra 
miinilor voastre o reacțiune semnificativă puteți detecta rezonanța combinind senzația din miini 
cu observația. În acest caz, nu aveţi nevoie de metronom. 

Puteţi vedea „puncte“ de tip virf, dacă produceți unde în formă de dinți de ferăstrău în 
ambele direcţii orizontale. Cind acestea se sparg şi aruncă apa în aer, puteți fi siguri că nici o 
teorie liniară a undelor nu le va putea explica vreodată ! 


3.34. Unde staţionare bidimensionale, rectangulare, pe suprafața apei. Faceţi rost de un 
pahar mare de înghețată de formă dreptunghiulară (nu dintr-un material rigid, ci dintr-unul 
flexibil cum este polietilena). Umpleţi-l pină sus cu apă, adăugînd apoi încă puţină apă, astfel 
încît suprafața acesteia să depăşească gura paharului. (Aceasta reduce amortizarea la margini.) 
Loviţi ușor paharul şi observați rețeaua de unde staționare formate de oscilaţiile libere. Procu- 
rați-vă un giroscop de jucărie. Țineţi giroscopul în rotație lingă marginea paharului (sau, de 
exemplu, cuplaţi-le prin intermediul unei farfurii răsturnate pe care sint aşezate ambele). Pu- 
teți observa că lungimea de undă a oscilaţiilor forțate (ale undelor staționare) creşte treptat pe 
măsură ce giroscopul își încetinește mișcarea. Veţi observa protabil și efectul trecerii prin re- 
zonanță. 


3.35. Unde staționare în apă. (a) Scufundaţi în apă un diapazon care vibrează și urmăriți 
undele formate, mai cu seamă între brațele diapazonului. 

(5)-Ţineţi orizontal pe suprafața apei brațele unui diapazon în vibraţie și priviți între 
brațe. (O parte din modurile diapazonului sint rapid amortizate. Există unul care persistă timp 
de cîteva secunde.) Iluminaţi totul cu o mică sursă de lumină sub diverse unghiuri (paralel cu 
brațele și perpendicular pe ele), pentru a vedea uimitoarea bogăție de imagini. 


3.36. Armonice și subarmonice. Fie un oscilator armonic cu frecvența proprie de oscilație 
vy = 10 Hz și un timp de amortizare foarte lung. Dacă acest oscilator este acționat cu o forță 
care oscilează armonic cu frecvența de 10 Hz, el va avea o amplitudine mare, adică va fi „în re- 
zonanță“ cu frecvența externă. Nici o altă forță externă care oscilează armonic nu va produce 
o amplitudine mare (o rezonanță). 

(a) Justificaţi afirmația precedentă. Apoi, presupuneți că oscilatorul este supus unei forțe 
care constă dintr-un puls de formă dreptunghiulară cu durata de 0,01 s, care se repetă periodic, 
o dată pe secundă. 

(b) Descrieţi calitativ analiza Fourier a pulsului periodic de:formă dreptunghiulară. 

(0) Va ajunge oscilatorul armonic „la rezonanță“ (va căpăta o amplitudine mare) sub 
inflmența acestei forțe externe? 

(14) Presupuneţi că forța externă este același puls de formă dreptunghiulară (cu lărgimea 
de 0,01 s), dar repetat de două ori pe secundă. Va ajunge oscilatorul la rezonanță? Răspundeţi 
la aceeași întretare pentru frecvențe de repetiție de 3/s, 4/s, 5/s, 7/s, 8/s şi 9/s. 

(e) Acum trecem la ceva nou. Ce se întîmplă dacă excităm același oscilator cu același 
puls dreptunghiular, dar cu o frecvență de repetiție de 20/s? Va ajunge oscilatorul la rezonanță? 
Observaţi că frecvența oscilatorului este în acest caz o subarmonică a frecvenței de repetiție 
fundamentale a pulsului extern de formă dreptunghiulară. 

(f) În mod asemănător, considerați forțe externe constind din pulsuri dreptunghiulare 
repetate cu o frecvență de 2, 3 etc. ori mai mare decit frecvența oscilatorului. Ajunge oscila- 
torul la rezonanță? Explicaţi. 

(g) Acum trecem din nou la ceva diferit. Presupuneți că forța externă este cuplată cu osci- 
latorul numai atunci cînd deplasarea acestuia față de poziția de echilibru este pozitivă. De 
pildă, așa se întîmplă atunci cînd daţi un copil în leagăn. Împingeți leagănul numai cînd el ajunge 
în dreptul miinilor voastre (care reprezintă forța externă). Stabiliți dacă se pot excita subar- 
monice în acest caz de „cuplaj asimetric“. Presupuneți că „leagănul“ oscilează cu 1 oscilație/s. 
Dacă impingeți (în mod automat, indiferent dacă leagănul se află sau nu acolo) cu 2 oscilaţii/s, 
“ra ajunge leagănul la rezonanță? Dar dacă împingeți cu 3 oscilații/s? Dar cu 3,5 oscilații/s? 
Explicați rezultatele. Explicați apoi cum se poate ca o forță externă de frecvență înaltă, pro- 
dusă (de exemplu) de motorul unui avion, să poată excita o rezonanță la o frecvență mult mai 


1 
joasă, care reprezintă o subarmonică a frecvenței externe, adică este egală cu — ș x etc. din 
e Ale 


frecvența externă. Vă așteptați ca excitarea subarmonicelor să fie obișnuită în sistemele care pot 
să trepideze și să facă zgomot? Explicaţi de ce. 
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4.1. 


4.2. 


4.3. 


Capitolul 4 


Unde progresive 


Introducere 
Sisteme deschise .........:.... 
Relaţii între amplitudini 
Rălații:de fază zi ea aaa ab 


Unde armonice progresive unidi- 
mensionale și viteza de fază .... 
Niteza, dle Taz. muta 6 ase Ep sscba sgaraaa 
Satisfac undele progresive aceeași 
relație de dispersie ca și undele 
staționare? 
Legea de dispersie pentru un sis- 
tem liniar de pendule cuplate 
Unde progresive sinusoidale .... 
Unde exponențiale într-un sis- 
ter deschise ee dee eg eeae ee 
Unde exponențţiale în zigzag .. 
Unde sinusoidale dispersive și 


NEdISPELSI VE: e ps e erat aa alui paiele 
Unde exponențiale reactive .... 
Exemplul 1. Unde transver- 


sale de-a lungul unei coarde 
cu masa distribuită discontinuu 
Exemplul 2. Unde longitudinale 
într-un vesort cu masa distribui- 
tă discontinuu 
Viteza de fază a sunetului — mo- 
delul lui Newton 
Corectarea greșelii lui Newton .. 
Exemplul 3. Unde electromagne- 
tice în ionosfera Pămîntului și 
viteze de fază care depășesc pe c 
Exemplul 4. Linia de transmisie 
— filtru trece-jos 
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4.1. INTRODUCERE 


Sistemele considerate în capitolele 1, 2 și 3 au fost sisteme închise, adică, 
sisteme cuprinse în interiorul unor frontiere definite, pentru care toată ener- 
gia rămîne în interiorul acestor frontiere. Am găsit că oscilaţiile libere ale unui 
sistem închis pot fi descrise ca o suprapunere de unde staționare, adică moduri 
proprii și că oscilaţiile forțate în regim staționar pot fi descrise printr-o supra- 
punere de contribuții ale undelor staționare provenind din aceste moduri. 
Caracterul modurilor prezente este determinat de condiţiile la limită. 


Sisteme deschise. În capitolul 4, vom considera oscilațiile forțate ale 
unor sisteme deschise, adică, ale unor sisteme care nu au nici o frontieră exte- 
rioară. De exemplu, dacă un om care cîntă la trompetă este legat printr-o 
frînghie lungă de nacela unui balon aflat la înălțime deasupra pămîntului, 
aerul se comportă ca un sistem sau mediu deschis pentru undele sonore, cel 
puțin în măsura în care putem neglija ecoul, adică reflexiile de pe pămînt 
înapoi spre trompetist. Dacă același trompetist cîntă însă într-o cameră în- 
chisă, avînd tavanul, pereții și podeaua din lemn tare, efectul va fi cu totul 
diferit. În acest caz, aerul din cameră se comportă ca un sistem închis şi va 
produce rezonanţe la frecvențele modurilor sale proprii, dacă este excitat în 
mod convenabil. Dacă pereții camerei sînt însă acoperiți cu un material care 
absoarbe perfect sunetul, astfel încît nici o undă nu se reflectă înapoi spre 
emițător (trompetă), atunci camera se comportă ca și cum ar fi un sistem 
complet deschis, fără frontiere exterioare. Astfel, nu este necesar ca mediul 
să se extindă efectiv pină la infinit pentru a se comporta ca un sistem deschis. 


Undele produse de o forță externă cuplată cu un mediu deschis se numesc 
unde progresive — ele se îndepărtează treptat de sursa care le-a produs. Undele 
progresive au proprietatea importantă că transportă energie și impuls. Astfel, 
dacă aruncați o piatră într-o apă liniștită, undele circulare în expansiune, 
care se propagă din punctul inițial spre exterior, pot da ulterior energie cine- 
tică unei insecte care plutește la distanță sau pot crește energia potențială 
gravitațională a unei rămurele aflate jumătate sub apă și jumătate deasupra 
ei pe un mal nisipos, ridicînd-o sus pe mal. 


Dacă o forță externă (cuplată cu un mediu deschis) oscilează cu o miș- 
care armonică, undele progresive pe care le produce se numesc unde progresive 
armonice. În regim staționar, toate părţile mobile ale sistemului oscilează 
cu o mișcare armonică a cărei frecvență este egală cu cea externă. 


Relaţii între amplitudini. Dacă undele se propagă în două sau în trei 
dimensiuni, amplitudinea mișcării este cu atît mai mică cu cît punctul mobil 
se află mai departe de sursa undelor (presupunînd că sursa este mică). Pe de 
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altă parte, dacă mediul este unidimensional (cum este, de pildă, o coardă în- 
tinsă lovită la un capăt și care se extinde pînă la infinit sau se termină într-un 
mediu care absoarbe undele), atunci amplitudinea mișcării armonice a punc- 
telor mobile nu scade cu distanța de la sursă (presupunînd că mediul este 
omogen). Acesta este cazul nu nuniai pentru unde unidimensionale (cum sînt 
cele de-a lungul unei coarde), ci și pentru „unde drepte“ bidimensionale (hula 
produsă pe ocean de o furtună îndepărtată) sau „unde plane“ tridimensionale 
(undele radio provenind de la o stea îndepărtată). 


Relaţii de fază. Faza relativă a două puncte mobile diferite, într-un mediu 
deschis în care se propagă o undă armonică progresivă, este foarte diferită de 
cea din cazul unei unde staționare într-un mediu închis. În cazul unei unde 
staționare, care poate fi un mod propriu de oscilație liberă a unui sistem închis 
sau o oscilație forțată a unei sistem închis, toate punctele mobile oscilează în 
fază unul cu altul (pînă la un posibil semn minus). Nu așa stau lucrurile într-o 
undă progresivă. Dacă punctul mobil b se află mai departe de forța externă 
decît punctul mobil a, atunci b execută aceeași mișcare ca și a dar la un mo- 
ment de timp ulterior, din cauza timpului necesar pentru propagarea undei 
de la a la b. Astfel, b are o constantă de fază care diferă de cea a lui a printr-o 
mărime egală cu produsul dintre frecvență și intervalul de timp. 


42. UNDE ARMONICE PROGRESIVE UNIDIMENSIONALE 
ȘI VITEZA DE FAZĂ 


Presupunem că avem un sistem unidimensional constînd dintr-o coardă 
continuă și omogenă care se întinde de la z = 0 la infinit. Coarda este legată 
în z = 0 la sistemul de ieșire al unui anumit aparat („emițător“) care poate 
pune în mișcare coarda, „radiind“ astfel unde progresive de-a lungul acesteia. 
Presupunem că deplasarea D(4) a sistemului de ieșire este descrisă de oscila- 
ţia armonică 


D(1) = A cos of. (1) 


Vrem să găsim deplasarea y (2,4) a unui punct mobil aflat în poziţia z, unde 2 
poate fi oriunde între z = 0 şi infinit. Putem afla ușor V(z, £) în z = 0. Deoa- 
rece coarda este legată direct de sistemul de ieșire al emițătorului, deplasarea 
coardei în 2 = 0 este egală cu D(7): 


W(0, 2) = D(/) = A cos of. (2) 


Viteza de fază. Din experiența noastră obișnuită privind undele progre- 
sive formate în apă, știm că ele se propagă cu viteză constantă atîta timp cât. 
proprietățile mediului (adîncimea apei, de pildă) rămîn constante. Atunci 
cînd undele sînt unde progresive armonice, această viteză se numește viteză 
de fază v,. Ştim, de asemenea, că mișcarea unui punct aflat în poziția 2 la 
momentul ţ coincide cu cea a punctului aflat în 2 = 0 la un moment anterior? , 
unde /' este mai mic decît ț cu intervalul de timp necesar undei pentru a 
se propaga pe distanța z cu viteza v;: 


(3) 
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Fig. 4.1. Forţa externă în 
2 = 0 descrie o mișcare ar- 
monică cu perioada T. Unda, 
progresivă  sinusoidală se 
propagă în sensul pozitiv al 
axei z. Lungimea de undă 
este]. Viteza de fază este A/T 
= ok = N, Fiecare punct 
al coardei execută o mișcare 
armonică identică cu cea 
din z = 0, darla un mo- 
ment de timp ulterior. 


Avem astfel forma unei unde progresive sinusoidale: 


Y(2,2) = y(0, 2) = A cosot' = A coso[/ = 2] 


Ye 
V(2,h) = A cos (o) (4) 


Observaţi că la un z fixat, V(z, 7) reprezintă o oscilație armonică în timp. 
Observaţi, de asemenea, că la ? fixat, W(2, ?) reprezintă o oscilație sinusoidală 
în spațiu. Desigur, aceste două afirmații sînt valabile și pentru o undă sta- 
ționară sinusoidală, care poate avea, de pildă, forma: 


V(z,î) = B cos ot cos(a — k2), (5) 


unde a« este o constantă. Pentru un moment de timp fixat, dependența spa- 
țială a undei progresive dată de expresia (4) coincide cu cea a undei staționare 
din relația (5). Astfel, dacă scriem unda progresivă sub forma: 


W(z, î) = A cos (of — k2), (6) 


putem folosi noțiunea de număr de undă & (și de lungime de undă 1) pentru 
o undă progresivă sinusoidală, la un moment de timp fixat, ca în cazul unde- 
lor staționare. Comparînd expresiile (4) și (6), vedem că pentru o undă pro- 
gresivă sinusoidală la un moment de timp fixat, viteza de creștere a fazei pe 
unitatea de lungime, k, este dată de: 


k= Se (7) 
Ye 
deci, viteza de fază este egală cu: 
da Lî)] 
3 = z , (8, a) 
sau, deoarece w = 2mv și k = 2x/), 
Bazil, (8,2) 
sau, folosind v = 1/7, 
PA 
Ve 3 F (8, c) 


„Viteza de fază a unei unde progresive sinusoidale este o mărime extrem 
de importantă. Am scris diversele forme ale relației (8) şi vă sfătuim să le 
învățați pe toate. În figura 4.1, prezentăm o undă progresivă sinusoidală. 

Relaţiile (8) sînt atît de importante încît prezentăm acum o deducere 
alternativă a lor. Definim funcția de fază (2, î) a unei unde progresive sinu- 
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soidale care se propagă în sensul pozitiv al axei z, ca fiind argumentul 
funcției cos (of — k2): 


p(z, î) = ot — hz. (9) 


(Am omis, în relația (9), o posibilă fază constantă.) La un z dat, faza crește 
liniar cu timpul prin termenul wf. La un moment de timp £ dat, faza descrește 
liniar cu z prin termenul —/z. Ajungînd la un z mai mare faza scade deoarece 
aceasta corespunde unor unde emise la un timp anterior. (Convenţia noastră 
de semn pentru fază nu este universală; unii preferă să numească fază dife- 
rența kz — ct.) Dacă vrem să urmărim o creastă a undei [un maxim al lui 
cos q (2, £)] sau o vale [un minim al lui cos (2, ţ)] în timp ce unda se propagă, 
trebuie să privim la diverse valori ale lui z pe măsură ce / variază, pentru a 
menține faza q(z, ţ) constantă. Astfel, luînd diferenţiala totală a lui (2, 7) și 
punînd rezultatul egal cu zero, putem găsi relația dintre z și £ pentru un 
punct de fază constantă. Diferenţiala totală a lui o(2, ) este dată de: 


d -(£ u+(? de aj Le paşi (10) 
ot 0z 
care este zero cu condiția ca d/ și dz să fie legate prin relația 
WE (2) e (11) 
d Jag=o  k 


care coincide cu relația (8, 4) 


Satisfac undele progresive aceeași relație de dispersie ca și undele staționare? 
În capitolul 2 am găsit că relația de dispersie care îl exprimă pe «e în 
funcție de k (sau pe A în funcție de «) pentru undele staționare produse de 
oscilațiile libere ale unui mediu dat, nu depinde de condiţiile la limită, deși 
valorile particulare ale lui £ depind. În capitolul 3, am găsit că undele stațio- 
nare care rezultă din oscilaţiile forțate ale unui sistem închis satisfac aceeași 
lege de dispersie ca și undele staționare produse de oscilaţiile libere, valorile 
particulare ale lui & depinzînd de condiţiile la limită. (Am descoperit, de ase- 
menea, un nou tip de unde, undele exponenţiale, pentru un sistem excitat 
deasupra sau sub frecvențele lui proprii maxime, respectiv minime.) În stu- 
diul de față al undelor progresive în sisteme deschise, nu există condiții la 
limită în afară de cele de la capătul cuplat cu emițătorul. Ne așteptăm ca 
relația de dispersie să fie (ca și mai înainte) independentă de condiţiile la 
limită. În cazul undelor progresive, există însă un aspect care diferă foarte 
mult de cazul undelor staționare produse fie de oscilaţiile libere, fie de cele 
forțate ale unui sistem închis, și acesta se referă la faza relativă a diferitelor 
puncte în mișcare. În cazul oscilaţiilor, atît libere cît și forțate (cu amorti- 
zare neglijabilă), toate punctele mobile oscilează cu aceeași fază. În cazul 
undelor progresive nu este așa. Nu afectează aceasta relația de dispersie? 
Nu, după cum vom demonstra acum. 


Legea de dispersie pentru un sistem liniar de pendule cuplate. Să consi- 
derăm un exemplu concret, care este însă suficient de general pentru a ne 
convinge că, într-adevăr, toate relațiile de dispersie au aceeași formă pentru 
undele progresive ca și pentru cele staționare. Cînd am introdus noțiunea de 
undă progresivă, am folosit ca un exemplu simplu o coardă continuă. Dar 
putem avea desigur unde progresive și în sisteme cu parametri concentrați 
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la fel ca în sistemele continue, așa cum a fost cazul și cu undele staționare. 
De aceea, pentru a obţine un rezultat general, considerăm sistemul excelent 
„pe care îl constituie pendulele cuplaţe. Vom găsi legea de dispersie exactă 
Bentru un sistem limar infinit de pendule cuplate, acţionat în punctul z = 0. 
Vă invităm să priviţi figura 3.10 din paragraful 3.5, care prezintă configuraţia 
generală a trei pendule cuplate succesive, și să vă convingeți că ecuația de 
mişcare exactă a pendulului n coincide cu ecuaţia (3.62) din paragraful 3.5, 
pe care o transcriem aici: 


dama = E pa 2 (aa — a) a (ha — da). (12) 


Deoarece, în regim staționar, toate punctele mobile trebuie să oscileze cu o 
mișcare armonică, atît în cazul undelor progresive cît și în cazul oscilaţiilor 
forțate ale unui sistem închis, știm că, oricare ar fi constanta de fază a lui y,, 
trebuie să avem: 


V,= — 0%. (13) 


Introducînd relaţia (13) în ecuaţia (12), strîngînd termenii și împărțind prin 
V,„(7), obţinem: 


PR RR: Mu PR 1 a i a pa (14) 
MM Y, 


Unde progresive sinusoidale. Presupunem, acum, că avem o undă progre- 
sivă sinusoidală de forma: 


= A cos(o/ + g — ce lente 23082 A 
în acest caz, după cum se poate arăta ușor 
"Peri 4 Vaca = 2, cos ka. 


Atunci relația (14) devine: 


gar 102 Aa spa), (15) 
EA: 
sau 
aut (cae Cainii dud (16) 
] M 2 


Aceasta este exact legea de dispersie pe care am găsit-o în relaţiile (3.91) — (3.98) 
din paragraful 3.5, pentru oscilaţiile forțate. Vedem că domeniul frecvențelor 
pentru undele sinusoidale este același, atît pentru undele progresive cît și 
pentru cele staționare; el se întinde de la om la oma, unde: 

PRESĂ) PR e m a 

> Zi, aa SF: 1.7 
] v ] M ( ) 


2 == 
Omin = 
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Unde exponenţiale într-un sistem deschis. Pentru frecvențe externe mai 
mici decît frecvența de tăiere inferioară cp, putem presupune din nou că legea 
de dispersie pentru un sistem excitat deschis va coincide cu cea din cazul 
unui sistem închis. Această presupunere este corectă. Astfel, pentru un sis- 
tem deschis de pendule cuplate care se întinde de la z = 0 la +oo și este 
acționat în z = 0 cu o frecvență w < wo, avem: 


W(z,f) = Ace cost,  z=—nă, (18) 
02 = 63 — sh a, (19) 


Unde exponenţiale în zigzag. În mod asemănător, pentru o frecvență 
de excitare mai mare decît frecvența de tăiere superioară, obținem unde expo- 
nențiale în zigzag: 


(2,1) = A(— 1)" ex: cosot, z= na, (20) 
4K 1 
o? = 03 + Taia e xa. (21) 


Astfel, o undă exponențială într-un sistem excitat deschis diferă de cea din 
cazul general al unui sistem excitat închis numai prin faptul că putem neglija 
soluția e+*: care tinde la infinit atunci cînd z = + oo. Observaţi că într-o 
undă exponențială, toate punctele mobile oscilează cu aceeași constantă de 
fază [conform expresiilor (18) şi (20)] ; astfel, nu există o viteză de fază, deoarece 
nu există o configurație a undei care să se propage fără schimbarea formei, 
şi nici măcar o configuraţie a undei care să se propage cu modificarea formei, 
dar avînd creste și văi uşor de recunoscut. 

Astfel, pe exemplul pendulelor cuplate, am demonstrat că, pentru un 
mediu dat, legea de dispersie care stabilește legătura dintre w și k este aceeași 
pentru undele progresive ca și pentru undele staționare într-un sistem închis, 
datorate atît oscilaţiilor libere cît și celor forțate în regim staționar. 


Unde sinusoidale dispersive și nedispersive. Dacă legea de dispersie 
are forma simplă: 


v(k) = (0) — constant, independent de F, (22) 
fi p 


undele se numesc medispersive ; în caz contrar ele se numesc dispersive. (Folo- 
sirea simbolului £ implică faptul că în oricare dintre cazuri undele sînt sinu- 
soidale.) O undă dispersivă care este o suprapunere de unde progresive cu 
diterite numere de undă 4Și va schimba forma pe măsură ce suprapunerea 
avansează în spaţiu, deoarece componentele cu diferite lungimi de undă se 
propagă cu viteze diferite. Componentele cu frecvențe diferite din suprapunere 
sînt astfel „dispersate“. Undele dispersive sînt unde sinusoidale pentru care 
viteza de fază v, = co|k variază cu lungimea de undă. 


Unde exponențiale reactive. Dacă frecvența externă «w nu este în „banda 


de trecere“ cuprinsă între frecvenţa de tăiere inferioară (care poate fi zero, 
” : si 2 erp ui on 
în anumite cazuri) și frecvența de tăiere superioară (care poate fi infinită, 
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în unele cazuri), atunci, după cum am văzut, undele sînt exponenţiale (și nu 
sinusoidale) în ce privește dependența lor spațială. Aceste unde exponen- 
țiale sînt numite uneori „reactive“, în timp ce o undă sinusoidală se zice că 
este „dispersivă“. Uneori se vorbește despre „mediu dispersiv“ sau „mediu 
reactiv“. Desigur, același mediu poate fi dispersiv pentru un domeniu de 
frecvențe (banda de trecere) și reactiv pentru alt domeniu (în afara benzii de 
trecere). 


În exemplele următoare ne vom ocupa de vitezele de fază ale undelor 
dispersive. 


Exemplul 1. Unde transversale de-a lungul unei coarde cu masa distri- 
buită discontinuu 


Relaţia de dispersie* pentru undele transversale pe o coardă cu masa 
distribuită discontinuu, avînd tensiunea de echilibru 7o, masa unui corp puncti- 
form M și distanța dintre masele punctiforme a este [vezi relația (2.70) din 
paragraful 2.4): 


PP ML SR (23) 
Ma 2 a 


Așadar viteza de fază pentru undele progresive transversale este dată de: 


sin? d ka 
(aia puls 4T9 
Ma R2 


ga 


(24) 


pentru 0 s< ka < x. Pentru frecvențe mai mari decît 1recvența de tăiere 
superioară, care este wo = V4To/Ma, undele sînt unde exponenţiale în zigzag, 
şi nu există o viteză de fază. Pentru frecvenţe cuprinse între zero și o, undele 
sînt dispersive, deoarece viteza de fază nu este constantă, ci depinde de &. 
În limita lungimilor de undă mari (sau a unei distanțe mici între corpuri), 
cînd avem a/A < 1, viteza de fază devine practic independentă de lungimea 
de undă, astfel încît undele devin nedispersive. Putem vedea aceasta dezvol- 
tînd sin (1/2) ka în serie Taylor: 


n(- ) (- e 3 
 sini — ka E Pi e ha) +... 
Toa 2 Toa |2 6|2 

Vp = = Da aa 


a TE ea 


= | — zu (ka) paul: (25) 


* O verificare experimentală foarte frumoasă a relației de dispersie (23) este descrisă 
de J]. M. Fowler, ]. T. Brooks și E. D. Lambe, în „One-dimensional Wave Demonstration“, 
(Experiențe cu unde unidimensionale) Am. ]. Phys., 35, 1065 (1967). 
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Atunci, definind po ca fiind masa medie pe unitatea de lungime la echilibru, 
adică po = M/a, avem pentru coarda cu distribuție continuă de masă: 


Dă Ei (26) 
Po. 


Astfel, viteza de fază pentru undele transversale progresive într-o coardă con- 
tinuă este constantă, independentă de frecvență. Relaţia (26) este identică 
cu expresia lui «w/k obținută în capitolul 2 pentru legea de dispersie a undelor 
staționare într-o coardă cu distribuție continuă de masă [relația (2.22) din 
paragraful 2.2]. 


Exemplul 2. Unde longitudinale într-un resort cu masa distribuită discon- 
tinuu 
Legea de dispersie poate fi obținută din cea pentru undele transversale 
înlocuind pur și simplu tensiunea 7 prin produsul dintre constanta elastică a 
resortului K și distanța dintre masele punctiforme [vezi relația (2.78) din pa- 
ragraful 2.4). În limita continuă, obținem [înlocuind în relația (26) To prin 
Ka): 


Ya = Ka _ KuL , 
Po Po 


unde am scris Ka = K,L pentru a vă reaminti că, dacă legați mai multe 
resorturi în serie pentru a obține un resort cu lungimea totală L, constanta 
elastică totală AK, este egală cu mărimea a/L înmulțită cu constanta elas- 
tică, K, a unui segment de resort de lungime a. Conform relației (27), undele 
longitudinale într-un resort cu distribuție continuă de masă sînt nedispersive. 
În figura 4.2 prezentăm un „pachet de unde“ progresive, constînd dintr-o 
„comprimare“ și o „rarefiere“, care se propagă de-a lungul resortului. 


(27) 


Viteza de fază a sunetului — modelul lui Newton. Newton a fost cel 
dintii care a dedus o expresie pentru viteza undelor sonore în aer. Formula lui 
Newton conduce la un rezultat greşit: ca prezice o viteză de aproximativ 
280 m/s, în timp ce viteza observată este de 332 m/s (la presiune și tempera- 
tură standard; adică la presiunea de | atm și la temperatura de 0*C). De- 
monstrația lui Newton este foarte simplă și motivul pentru care dă un rezultat 
greșit este cît se poate de interesant. lată această demonstraţie. 

Dacă aerul este închis într-un vas, el exercită o presiune asupra pereților 
acestuia. Astfel, aerul acționează ca un resort comprimat, care tinde să se 
alungească. Presupunem că vasul este un cilindru lung, avînd un capăt închis 
printr-un perete şi celălalt închis printr-un piston mobil fără masă. În acest 
caz, aerul se comportă ca un resort comprimat de-a lungul cilindrului, care 
încearcă să împingă pistonul spre exterior cu o forță de mărime F. La echi- 
libru forța datorată presiunii aerului este compensată de o forță externă de 
mărime F care acționează asupra pistonului. 

Pentru un resort cu lungimea în stările: nedeformată L,, comprimată L 
(cu L < L,) și constanta elastică K,, F este egală cu: 


Fiad Kali Dă 


Dacă lungimea resortului L variază, variația lui F se obține diferențiind 
această expresie ; astfel se obține: 


Fe ee od (28) 
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Fig. 4.2. Undă progresivă longitudinală, constind dintr-o singură zonă de compresiune e şi o 
singuă zonă de rarefiere 7, care se propagă. de-a lungul unui resort. Cea de-a şasea spiră 
elicoidală este însemnată, astfel încît îi puteți urmări mișcarea. 


În mod asemănător, aerul exercită asupra pistonului o forță: 
= pă, 
unde 7 este presiunea iar A este aria unei secțiuni transversale a cilindrului: 


Dacă pistonul este deplasat pe o mică distanță faţă de poziția lui de echi- 
libru, astfel încît lungimea L a cilindrului să varieze cu dL (de exemplu), 


atunci volumul se modifică cu A dL — dV. Rezultă că Variația lui F este 
egală cu: 


P a i Adp=4 (2) aL, (29) 


unde indicele zero înseamnă că derivata dp/dV este. evaluată la volumul de 
echilibru. Comparînd relațiile (28) și (29), vedem că aerul din tub are o „Con- 
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stantă' elastică echivalentă“ egală cu: 


K, = dle i (30) 


Să presupunem că avem un resort comprimat, cu constanta elastică K,, 
avînd la echilibru lungimea Lo și densitatea de masă liniară po. Atunci viteza 
de fază a undelor longitudinale va avea expresia [vezi relația (27)]: 

K 
pi Lule, (31) 
Po 


Cînd aplicăm relația (31) în cazul sunetului, pentru X, folosim relația (30). 
Știm, de asemenea, că ALo = Vo, volumul la echilibru, și că densitatea liniară 
de masă este dată de: 


Po, (9 == po Lo, (32) 


unde pp este densitatea (volumică) de masă la echilibru. Introducînd 
relațiile (30) și (32) în relaţia (31) obținem pentru viteza sunetului expresia: 


Vo(dpldV)o, 
Po 


Mai trebuie să determinăm dp/dV, adică viteza de variație a presiunii în 
raport cu volumul. Aici Newton a folosit /egea /ui Boyle-Mariotte, care afirmă 
că la temperatură constantă produsul dintre presiune și volum este constant: 


(33), 


PV = ata, pe, (34) 


unde o este presiunea la echilibru. Prin derivare obținem: 
2 det 4 n 
dV = 

adică, la echilibru, cînd V = Vo, avem: 


(2) pa A (35) 


Astfel, relația (33) devine rezultatul obținut de Newton 
UNewton = ja . (36) 
Po 


Pentru aer în condiţii standard, avem: 
Bo = latm = 1,01 x 105 N/m?, 
29 kg/kmol 


= = 1,29 k mă, 37 
fo 224 m5/kmol id (37) 
Astfel, Newton a obținut pentru viteza sunetului valoarea: 
1,01 X 105 zi 105 
UNesida == gs 1.29 = 280 m/s. (38) 
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Viteza experimentală pentru aer, în condiții standard, (pe care trebuie 
s-o ţineţi minte) este: 


v = 332 m/s. (39) 


[Cunoașteţi probabil metoda obișnuită de a estima distanța la care s-a produs 
un fulger, numărînd secundele dintre fulger și tunet. În acel caz, „cinci se- 
cunde înseamnă aproximativ 1 600 m“. În mod asemănător, puteți măsura 
viteza sunetului folosind un cronometru și o pocnitoare (declanșată de un 
partener de experiență).] 


Corectarea greșelii lui Newton. Acum urmează întrebarea interesantă: 
cum a putut Newton să ajungă atît de aproape de rezultatul corect (ceea ce 
arată că demonstraţia lui este în esență justă) și totuşi să greșească cu 15% 
(ceea ce arată că ceva este greșit în demonstrație)? Greșeala a provenit din 
aplicarea legii lui Boyle-Mariotte, care este valabilă numai la temperatură 
constantă. 

__ Temperatura într-o undă sonoră nu rămîne constantă. Asupra aerului 
aflat (la un moment dat) într-o regiune de compresiune s-a efectuat un lucru 
mecanic. El are o temperatură puțin mai ridicată decît temperatura lui la 
echilibru. Regiunile învecinate aflate la o distanță de o jumătate de lungime 
de undă sînt regiuni de rarefiere. Ele s-au răcit puțin prin destindere. (Energia 
se conservă; excesul de energie dintr-o regiune de compresiune este egal cu 
deficitul de energie dintr-o regiune de rarefiere.) Din cauza creșterii tempera- 
turii într-o regiune de compresiune, presiunea din acea regiune este mai mare 
decît cea prezisă de legea Boyle-Mariotte, iar presiunea dintr-o regiune de 
rarefiere este mai mică decît valoarea prezisă. Acest efect produce o forță de 
revenire mai mare decît cea considerată și deci o viteză de fază mai mare. 

Se constată că în locul legii Boyle-Mariotte (care este valabilă la tempe- 
ratură constantă), trebuie să folosim /egea transformării adiabatice a gazelor, 
care stabilește relația dintre / şi V atunci cînd căldura nu poate fi trans- 
misă. Căldura nu are timp să treacă din regiunile de compresiune în cele 
de rarefiere, pentru a uniformiza temperatura. Înainte ca aceasta să aibă loc, 
a trecut o jumătate de perioadă și o zonă de compresiune a devenit o zonă 
de rarefiere. Astfel, se obține același rezultat ca în cazul în care ar exista 
niște „pereți“ împiedicînd căldura să treacă dintr-o regiune în alta. Se poate 
arăta că această relație este dată de: 


BV = PoVi, P= PoViV-”, (40) 


unde y este „raportul dintre căldura specifică la presiune constantă și căldura 
specifică la volum constant“ și are valoarea numerică: 


y = 1,40 pentru aer în condiţii standard. 
Derivind relația (40) și punînd apoi V = Vo obținem: 


dp 
SP — po Va Vi, 
ay vPoVi 


a Pita 
(2) = Bo. 
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Introducînd această relație în (33), obținem rezultatul corect pentru viteza 
sunetului: 


Y, = js e V 1,40 Unewton = 332 m/s. (41) 
0 


Să analizăm de ce căldura nu are timp să treacă dintr-o zonă comprimată 
într-o. zonă rarefiată și să egalizeze astfel temperaturile. Pentru ca transferul 
de căldură să mențină temperatura constantă peste tot, căldura trebuie să 
se transmită pe o distanță de o semilungime de undă (de la o compresiune 
la o rarefiere) într-un timp scurt în comparație cu o jumătate de perioadă 
(după o jumătate de perioadă, zonele de comprimare și rarefiere se schimbă 
între ele). Astfel, pentru ca transferul căldurii să fie suficient de rapid, este 
necesar ca 


== ua (42, a) 


v (de transfer a căldurii) > 
2 


Se constată că transmiterea căldurii este datorată în principal conducției, 
adică transferului de energie cinetică de translație de la o moleculă de aer la 
alta prin intermediul ciocnirilor. Pentru o moleculă de aer de masă M la 
temperatura absolută 7, viteza pătratică medie de agitație termică (viteza 
de translație datorată energiei termice) într-o direcție dată z este egală cu: 


Tm = CP = ap tăi 


unde k este o constantă numită constanta lui Boltzmann. 
Viteza sunetului poate fi și ea exprimată în funcție de 7 şi M. Ea este 


egală cu: 
el. | e (42, c) 


Astfel, pînă la o constantă Vi, viteza sunetului este egală cu viteza pătratică 
medie de agitație termică a unei molecule de-a lungul direcției z. Așadar, 


dacă moleculele s-ar propaga în linie dreaptă pe distanţe de ordinul = A înainte 


de a efectua o ciocnire, ele s-ar ciocni „exact la momentul potrivit“ pentru a 
transfera căldura. În medie ele nu ar satisface relația (42, 4), dar unele dintre 
ele, excepțional de rapide, ar satisface această relație. Ar putea exista astfel 
un transfer semnificativ de căldură într-o jumătate de perioadă. Dar, în loc 


să se deplaseze în linie dreaptă pe distanțe de orăinul 2, moleculele se depla- 


sează la întîmplare în zigzag, parcurgînd între ciocniri distanțe de ordinul a 
10-5 cm (pentru aer în condiţii standard). Atîta timp cît lungimea de undă 
este mare în comparație cu 10 cm, legea adiabatică constituie, așadar, o 
foarte bună aproximaţie. (Cea mai mică lungime de undă pentru undele so- 
nore audibile corespunde unei frecvențe v = 20 000 Hz, astfel încît A = 
= ujv 2 3,32 X 10%/2 x 10% = 1,6 cm.) 
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Exemplul 3. Unde electromagnetice în ionosfera Pămîntului și viteze 
de fază care depășesc pe c 


Relaţia de dispersie pentru undele electromagnetice în ionosferă este 
(aproximativ): | 
02 = 08 + că, (43) 


unde c este viteza luminii, iar w, = 2mv, este frecvenţa unghiulară a oscilaţiilor 
proprii ale electronilor din plasmă. Pentru frecvențe de excitare w mai mari 
decît frecvenţa de tăiere w,, ionosfera este un mediu dispersiv, și deci undele 
electromagnetice sînt sinusoidale. Acesta este cazul pentru unde TV sau MF, 
cu frecvența de circa 100 MHz. Viteza de fază pentru o undă progresivă cu 
frecvența unghiulară « este egală cu: 


(44) 


Dar această viteză depășește c, viteza luminii în vid (și a tuturor undelor 
electromagnetice, incluzînd undele TV de 100 MHz pe care le considerăm 
acum). 

Într-adevăr, viteza de fază este mai mare decît c, dar aceasta nu înseamnă 
că ea este în contradicţie cu teoria relativității. Amintiţi-vă că o viteză de 
fază +, reprezintă doar relația de fază dintre oscilația armonică în regim 
staționar a unui punct mobil (un electron din ionosferă) în poziția 2, și cea 
a unui alt punct mobil din poziția 22. În regimul staționar al oscilațiilor ar- 
monice, nu putem spune care oscilație din punctul z este „rezultatul“ unei 
oscilații particulare a punctului 2. Nici una nu este. Întregul sistem se află 
în regim staționar, care a fost atins după un timp îndelungat, în care oscila- 
ţiile tranzitorii s-au stins. Vom arăta (în capitolul 6) că dacă modulați unda 
variind amplitudinea ei, și transmițind astfel o informaţie (o emisiune TV, 
de exemplu) prin intermediul undelor electromagnetice, atunci modulațiile 
nu se propagă cu viteza de fază. Ele se propagă cu o viteză diferită, numită 
viteză de grup. Viteza de grup este totdeauna mai mică decit c, viteza 
luminii în vid. 

Să încercăm să înțelegem cum putem obține o viteză de fază mai mare 
decît c. Observaţi că sursa „dificultății“ (dacă sînteți într-adevăr în dificul- 
tate) se află în constanta ez din relația de dispersie. Dacă o? ar fi zero, 
viteza de fază ar fi egală cu c și nu ar depăși c. Această constantă reprezintă 
forța de revenire exercitată asupra unui electron pe unitatea de deplasare și pe 
unitatea de masă, care conduce la oscilaţiile libere ale electronilor în plasmă: 


SE 
Meo 
Astfel, ea este analoagă contribuţiei gravitaționale la forța de revenire din 


cazul pendulelor cuplate. Pendulele cuplate au relația de dispersie (în aproxi- 
mația lungimilor de undă mari): 


2 
Op 


(45) 


2 
Pe PERS A (46) 
IM 


care are aceeași formă ca și relația (43) pentru ionosferă. Presupunem acum 
că tăiem toate resorturile care leagă rețeaua liniară de pendule, adică punem 
K = 0. [Nu ne putem imagina atît de ușor cum putem pune c = 0 în relația 
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(43). În această privinţă, sistemul de pendule cuplate este mai convenabil.) 
Atunci relația de dispersie pentru rețeaua de pendule conduce la viteza de 
fază: 


=€, (47) 


care poate fi făcută mai mare decît viteza /umimi în vid luînd /&? suficient 
de mic! Din punct de vedere fizic, știm cum să realizăm această situație. Nu 
există absolut nici un cuplaj între pendule. Aranjăm pur și simplu un sistem 
lung de pendule astfel încît toate să oscileze cu aceeași amplitudine și cu 
constanta de fază între un pendul și următorul crescînd treptat astfel încît 
lungimea de undă (distanța pe care constanta de fază a crescut cu 2x) să fie 
mai mare decît produsul dintre c și perioada comună a pendulelor. Atunci 
viteza de fază depășește c! Nu glumim ; există o viteză de fază și ea depășește 
într-adevăr pe c. 

Pe de altă parte, dacă decidem să modificăm într-un fel amplitudinea de 
mișcare a unuia din pendulele aflate în sistem, vom constata că nu putem 
face aceasta dintr-o dată. Dacă cuplăm pendulele între ele, astfel încît să 
existe un mod de a varia comportarea unui pendul aflat la distanță mai mare 
modificînd mișcarea unui pendul anterior (în loc să ne deplasăm pînă la pen- 
dulul respectiv) vom observa că nu putem trimite o modulație de-a lungul 
sistemului, deoarece, într-o mare măsură, viteza de fază nu are nimic de a 
face cu cuplajul dintre pendule. În loc de aceasta, modulaţia se propagă cu 
viteza de grup, care este mai mică decît .. 


Exemplul 4. Linia de transmisie-filtru trece-jos 

Sistemul este prezentat în figura 4.3. Linia de transmisie este excitată la 
capătul de intrare (2 = 0) printr-o tensiune care oscilează armonic. Neglijăm 
rezistența. În paragraful 2.4 am găsit că ecuaţiile de mișcare pentru acest 
sistem sînt identice ca formă cu cele pentru oscilaţiile longitudinale ale unui 
sistem de mase și resorturi, cu condiția să îl înlocuim pe K prin C"! și pe M 
prin L/a. Am găsit că relația de dispersie este: 


a 
w2 = Ai sin2 di ka, 
'Ă 2 


— a —h 0 ha — d tu ui 


Fig. 4.3. Linie de transmisie, excitată în + = 0, care se întinde pină la infinit. 
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în domeniul de frecvențe dispersiv (banda de trecere) de la zero la wy = 
= 2NCA/L. În limita frecvenţelor joase (£ = 0) sau în limita continuă (2 2 0) 
putem înlocui sin ha prin ka. Atunci viteza de fază este dată de: 

2 


E a Pe (48) 
(Cla)(L/a) 


unde C/a este capacitatea în paralel pe unitatea de lungime iar L/a este 
inductanţa în serie pe unitatea de lungime. Astfel, pentru o linie de transmisie 
cu distribuţie continuă a parametrilor (constînd dintr-o pereche oarecare de 
conductoare paralele) în vid, viteza de fază este inversul rădăcinii pătrate a 
produsului dintre capacitatea pe unitatea de lungime și inductanța pe unitatea 
de lungime și este constantă, independentă de frecvență. Astfel undele de 
tensiune și de curent sînt unde nedispersive. 


Poate viteza de fază pe această linie de transmisie trece-jos să depășească 
pe c? Știm din exemplul 3 (referitor la ionosferă) că este posibil să avem o viteză 
de fază care să depășească c fără a încălca teoria relativităţii. Dar, cel puțin 
în acel exemplu, am putut avea orice viteză de fază doream,dintr-un motiv 
simplu: exista o frecvență de tăiere inferioară w,. Am văzut că putem avea 
chiar și un sistem de pendule cuplate cu o viteză de fază care depășește c. 
Dar pentru filtrul trece-jos de față. nu există o frecvență de tăiere corespun- 
zătoare. Astfel, nu există o „forță de revenire“ asupra curenților din bobine, 
cu excepția celei produse de cuplajul cu cele două condensatoare învecinate. 
De aceea, nu trebuie să ne așteptăm să găsim o viteză de fază mai mare decît 
c. Să considerăm acum relația (48). Să încercăm să facem viteza de fază cît 
mai mare. Pentru aceasta, inductanța în serie pe unitatea de lungime și capa- 
citatea în paralel pe unitatea de lungime trebuie să fie cît mai mici posibil. 
Din figura 4.3 observăm că putem face inductanţa pe unitatea de lungime 
minimă înlocuind fiecare bobină printr-un fir rectiliniu. Putem reduce la 
minimum capacitatea în paralel înlăturînd pur și simplu toate condensatoa- 


rele. Vă închipuiți poate că acum atît C/a cît și L/a sînt zero, astfel încît din 

relația (48) s-ar obține o valoare infinită pentru 24. Acest lucru nu este corect, 

Nu trebuie să uităm că două fire rectilinii (parcurse de curenți de sens contrar) 

au o inductanţă proprie nenulă pe unitatea de lungime. Ele au, de asemenea, 

o capacitate în paralel nenulă pe unitatea de lungime. De fapt, puteți arăta 

(probabil după ce revedeți puțin vol. 11) că pentru două fire rectilimi, Paralele, 

de lungime infimită, capacitatea în paralel pe unitatea de lungime și inductanţa 
în serie pe unitatea de lungime sînt date de (problema 4.8): 


E eri. A 
aa 22) (%) 
7 
î=tm(o 7), (50) 
a TE 7 
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unde r este raza secțiunii fiecărui fir iar D este distanța dintre fire (dintre 
punctele cele mai apropiate de pe suprafeţele firelor). Luînd produsul expre- 
siilor (49) și (50) obținem rezultatul remarcabil *: 


(51) 


Astfel, conform relației (48), viteza de fază pentru undele progresive de curent 
(sau tensiune ) pe o limie de transmisie constînd din două fire rectilinii şi paralele 
- este c, viteza lumimi în vid. 


Viteza de fază pe linii de transmisie rectilinii și paralele. Să presupunem 
acum că putem construi alte linii de transmisie, folosind „perechi de fire para- 
lele“, prin care curentul circulă în sensuri contrare. Numim aceste sisteme 
limii de transmisie vectilimii şi paralele. Nu trebuie să vă surprindă faptul că 
și în aceste cazuri, deși C/a și L/a depind puternic de geometria configurației, 
produsul lor este întotdeauna egal cu 1/c?, ca în relația (51). Acest lucru poate 
fi înţeles gîndindu-ne la ce se întimplă dacă schimbăm brusc tensiunea apli- 
cată la capătul liniei de transmisie. Fiecare „pereche de fire“ transmite un 
puls de tensiune cu viteza c. Pulsul dintr-o pereche de fire nu îl poate perturba 
pe cel din oricare altă pereche, deoarece undele se deplasează cît se poate 
de repede — nimic nu le poate depăși pentru a le perturba. 


Exemplul 5. Linia de transmisie cu plăci paralele. 

Sistemul constă din două plăci conducteare paralele de lățime / în direcţia y, cu 
suprafețele interioare separate printr-o distanță 4 în direcția x, prin care circulă un 
curent în direcția z, după cum searată în figura 4.4. Vrem să calculăm capacitatea 
și inductanţa pe unitatea de lungime de-a lungul lui z. În acest scop, putem 
lua diferența de potențial !7(7) dintre plăci în punctul z = 0 ca fiind constantă. 

n acest caz avem un curent continuu. (Putem presupune că cele două plăci 
sînt unite la z = co astfel încît curentul care ajunge acolo să se poată reîntoarce. 
În mod alternativ, putem presupune pur și simplu că cele două plăci se extind 
pînă la infinit și nu se unesc niciodată — rezultatele fiind aceleași.) 

Să luăm placa de jos pozitivă și placa de sus negativă. Atunci vectorul 
intensitate a cîmpului electric este îndreptat în direcția +a (vezi fig. 4.4). 
Presupunem că 7 este mare în comparaţie cu d, astfel încît nu există niciun 
„efect de capete“. Fie Q sarcina pe o suprafață a plăcilor avînd lățimea / 
de-a lungul lui y și lungimea a de-a lungul lui z. (Lungimea a este arbitrară, 
dar pentru demonstraţie este util să o introducem explicit.) Fie C capacitatea 
acestei suprafeţe a plăcilor. Atunci avem relaţiile (revedeți vol. II, paragra- 
ful 3.5, dacă este necesar): 


9=cCU, (52) 

U=d- E, (53) 
m a 

E, Si ea (54) 


* În aceste relații eg este permitivitatea electrică a vidului iar ug este permeabilitatea 
magnetică a vidului. Conform vol. II, capitolul 6, în SI ele satisfac relația egue = 1/c2. (N.T.) 
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Fig. 4.4. Linie de transmisie cu plăci paralele.” Forța externă (neindicată) pro- 

duce o diferență de potențial U(7) între plăci în punctul z = 0 și determină un 

curent de intensitate I(ţ) care (în orice-moment) circulă în sensul +-z pe o placă 

şi se întoarce în sensul — z pe cealaltă. Dimensiunea a este o lungime arbitrară 

de-a lungul direcției z, presupusă a fi mică în comparaţie cu lungimea de undă 
a undelor progresive. 


Rezolvînd aceste trei ecuaţii în raport cu C, găsim capacitatea pe unitatea 
de lungime: 


C col (55) 


Să determinăm acum inductanța pe unitatea de lungime, L/a. Placa de jos 
este legată la borna pozitivă a sursei de tensiune, placa de sus la borna negativă. 
Prin urmare, un curent pozitiv de intensitate 7 circulă în sensul +2 pe placa 
de jos și în sensul —z pe placa de sus. Folosind regula milinii drepte și fi- 
gura 4.4, puteți stabili că vectorul inducție magnetică între plăci este îndreptat 
în sensul Bozitiv al axei y. Cîmpul magnetic în regiunea din afara plăcilor 
este zero, după cum vă puteți convinge ușor singuri. Fie L inductanța proprie 
a porțiunii plăcilor indicate în figura 4.4. Fluxul magnetic O prin aria da este 
dat de: 


O = Bda. (56). 
Inducţia magnetică B, este egală cu: 
B, = uol]l, (57) 


(vezi vol. II, paragraful 6.6; „densitatea superficială“ a curentului definită 
acolo coincide în cazul nostru cu mărimea J []). Inductanţa proprie L este 
definită ca [vezi vol. II, paragraful 7.8, relaţiile (7.53) și (7.54)): 
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sau pentru un curent continuu 1: 


LI=9. (58) 


Rezolvînd ecuaţiile (56), (57) și (58) în raport cu L, găsim că inductanța pro- 
prie pe unitatea de lungime este: 


Le, (59) 


S-ar putea să vă nedumerească faptul că am calculat inductanţa proprie 
folosind un curent constant, dat fiind faptul că ecuația Maxwell care a condus 
la relația (57) pentru un curent constant este (vol. II, paragraful 7.13): 


: 2E 1 
VxB= uoj + eopo i (com : (60). 
at aS 


Am neglijat prin urmare contribuția „curentului de deplasare“ eo3E/âr. Se 
arată (problema 4.10) că această omisiune este justificată cu condiția ca 
grosimea de a fiecărei plăci să satisfacă relația 


d <a. (61) 


Vom presupune că această condiție este îndeplinită. 
Viteza de fază v, a undelor progresive are expresia [obținută pe baza rela- 
țiilor (48), (55) și (59)]: 


1 1 


e TIE aa (62) 


Am găsit astfel că viteza de fază este egală cu c în două exemple diferite de 
linii de transmisie rectilinii și paralele. Pare plauzibil să presupunem că acesta 
este un rezultat general: viteza de fază pentru orice linie de transmisie constind 
din două conductoare izolate, identice, rectilimi şi paralele aflate în vid este egală 
cu c, 


4.3, INDICELE DE REFRACȚIE ȘI DISPERSIA 


Dacă tot spaţiul dintre plăcile unei linii de transmisie cu plăci paralele 
este umplut cu o substanță dielectrică avînd permitivitatea relativă (constanta 
dielectrică) £,, capacitatea crește printr-un factor e, (vezi vol II, paragraful 
9.9). (Acesta este cazul și pentru linia de transmisie constînd din fire paralele, 
cu deosebirea că în acest caz trebuie să umplem tot spațiul cu dielectric. Pentru 
un condensator cu plăci paralele, cimpul electric în afara regiunii dintre plăci 
este zero, și nu contează dacă acolo există sau nu o substanță dielectrică.) 
În mod asemănător, dacă substanța introdusă are permeabilitatea magnetică 
relativă yu, inductanța proprie crește printr-un factor u,. [Vom considera 
numai substanțe cum sînt sticla, apa, aerul sau substanțe asemănătoare, 
pentru care permeabilitatea relativă este practic egală cu unitatea. De aceea, 
nu este necesar să revedeți, pentru moment, fizica substanțelor magnetice 
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(vol. II, cap. 10). Vom ţine cont de constanta u, în formulele care urmează, 
dar în exemplele concrete o vom pune întotdeauna egală cu unitatea.] De aceea, 
viteza de fază a undelor progresive de curent și tensiune care se propagă 
de-a lungul unei linii de transmisie cu plăci paralele (sau a oricărei alte linii 
de transmisie rectilinii și paralele), cu tot spațiul conținînd o substanță avînd 
permitivitatea relativă e, și permeabilitatea relativă u,, este egală cu: 


aa 1 - 
1 = E = Ea vp(vid)» 


(63) 


Relaţia (63), pe care am obținut-o în cazul particular al unei unde pro- 
gresive de curent și tensiune de-a lungul unei linii de transmisie, este de fapt 
un rezultat foarte general. Astfel, de exemplu, relația (63) este valabilă pentru 
lumina care se propagă printr-o bucată de sticlă sau altă substanță 
dielectrică. 


Să arătăm de ce este plauzibil ca relația (63) să aibă un caracter general. 
Am văzut că ea este valabilă pentru undele de curent și tensiune care se pro- 
pagă de-a lungul unei linii de transmisie. În acest caz în tot spațiul dintre 
plăcile liniei există cîmpuri electrice și magnetice. (Cîmpul electric este datorat 
tensiunii aplicate pe plăci; cîmpul magnetic este datorat curentului care 
circulă de-a lungul plăcilor.) Astfel, configurația de cîmp electric și magnetic 
trebuie să se propage cu o viteză egală cu cea a undelor de curent și tensiune. 
(Configuraţiile cîmpurilor constituie, desigur, ele însele, niște unde — ele 
variază în spațiu și timp, şi tocmai această proprietate caracterizează o undă.) 
Dacă spaţiul este vid, viteza este egală cu c. Dar știm că c este viteza tuturor 
undelor electromagnetice în vid, independent de faptul că ele se formează sau 
nu între plăcile unei linii de transmisie. Dacă spaţiul conține o substanță 
avînd constantele e, și u,, viteza undelor formate de cîmpurile electrice și 


magnetice (care însoțesc undele de curent și tensiune) este c]Ve, us . Pare plau- 
zibil ca aceasta să fie viteza tuturor undelor electromagnetice într-o astfel 
de substanță, oricare ar fi sursa lor, adică, atît în cazul în care ele reprezintă 
undele electromagnetice ce însoțesc undele de tensiune și curent de-a lungul 
plăcilor unei linii de. transmisie cît și în cazul în care sînt, de exemplu, unde 
electromagnetice produse de un bec luminos aflat la distanță, sau de o antenă 
radio, sau de o stea. Unul din lucrurile cu care am încercat să vă familiarizăm 
în capitolele 1—3 este că relația de dispersie este independentă de condițiile. 
la limită. Ea depinde numai de proprietățile intrinseci ale undelor și de mediu. 
Undele electromagnetice pot fi produse cu ajutorul unor tensiuni aplicate 
la capătul unei linii de transmisie, cu ajutorul unui emițător sau al unei antene, 
fără intermediul vreunei linii de transmisie. Acestea reprezintă pur și simplu 
diferite condiții la limită, adică diferite moduri de a excita sistemul. (Sistemul 
este mediul, constind dintr-o substanță cu constantele e, și u,.) Legea de 
dispersie (63) este independentă de aceste condiții. Nu am demonstrat acest 
lucru, dar sperăm că l-am făcut plauzibil. (Îl vom demonstra în capitolul 7.) 


Relaţia (63) este valabilă pentru toate radiaţiile electromagnetice și, 
în particular, pentru lumină. (Vom studia mai amănunțit radiația electro- 
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magnetică în capitolul 7.) Factorul ve,u, , numit indice de refracție, se notează 
cu n. Trebuie să rețineți toate modurile, date mai jos, de a exprima efectul 
indicelui de refracție. Vă ajută, în aceasta, exemplul sticlei, care are un indi- 
ce de refracție pentru radiația vizibilă de aproximativ 1,5. Atunci, în toate 
expresiile care urmează, trebuie să rețineți care mărimi sînt mai mari și care 
sînt mai mici în sticlă în comparație cu vidul: 


pie ză N (64) 
Ye 
ti Du ct. (65) 
HN v H 
k = n = nk(vid). (66) 
[i 


Desigur, frecvența forței externe nu este afectată de mediu, iar c reprezintă 
viteza luminii în vid. De aceea, dacă vreţi să vă referiți la lungimea. de undă 
în vid, o notaţi pur și simplu cu c/v, în loc de A (vid), de exemplu. La fel, 
k (vid) = o/c. În sticlă, lungimea de undă a luminii este egală doar cu 
aproximativ 2/3 din valoarea ei în vid. Numărul de undă o = 1/A este mai 
mare printr-un factor de 1,5 în sticlă față de vid. 


Tabelul 4.1. 


Indicii de refracție ai unor substanțe obișnuite 


Substanţa Indicele de refracție, pentru 5 893 Pe 


Aer (in condiții standard) 1,0002926 
Apa (20*C) . Ps) 
Sticlă crown cu zinc 1:92 
Cristal 1,90 
Plexiglas 1,50 

1,50 


Bandă de lipit transparentă 


Tabelul 4.1 indică valorile indicilor de refracție ai unor substanţe obiș- 
nuite, pentru lumina galbenă de sodiu cu lungimea de undă 4A= 5893 Ă 


(LĂ = 10-10 m). Trebuie să rețineți valorile aproximative n 2 pentru 


sticlă și material plastic, n = î pentru apă șin = 1+0,3X 102 pentru aer. 


Variația indicelui de refracție cu culoarea — dispersia. O prismă (care este 
o bucată de sticlă sau alt material transparent, în formă de pană) deviază un 
fascicul de lumină incidentă cu un unghi care depinde de culoare, adică, 
de lungimea de undă a luminii. Diferitele culori dintr-un fascicul paralel de 
lumină „albă“ sînt deviate cu unghiuri diferite și sînt astfel „dispersate“, 
adică ies din prismă sub unghiuri diferite și dau naștere unui spectru colorat 
pe un ecran situat în spatele prismei. Acest fenomen este prezentat în figura 4.5. 
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Fig. 4.5. Dispersia. Lumina solară (a) este incidentă pe un ecran opac cu o fantă (5) perpendi- 

culară pe planul hirtiei. Fasciculul de lumină albă format de fantă trece mai întîi printr-un 

filtru (c), care transmite numai lumină de o singură culoare, și apoi prin prisma de sticlă (d): 

care deviază lumina cu un unghi care depinde de culoare. Lumina albastră este deviată mai 

mult dectit cea roșie. În absența filtrului, toate culorile sint prezente și se distribuie în ordinea 
în care apar într-un curcubeu. : 


Refracţia și legea lui Snell. Un fascicul de lumină de o culoare dară este 
deviat sau refractat, atunci cînd întîlnește o astfel de suprafață încît viteza 
de fază ia o nouă valoare, adică, în cazul în care indicele de refracție n variază. 
Refracţia depinde de raportul n,/n2 dintre indicele de refracție în mediul 1 
(în care se află fasciculul incident) și cel din mediul 2 (în care fasciculul pă- 
trunde). Ea depinde, de asemenea, de unghiul de incidență, care se definește 
"ca fiind unghiul format de fasciculul de lumină cu normala la suprafață. Unghiul 
de refracție se defineşte ca fiind unghiul format de fasciculul refractat 
cu normala la suprafață. (Vom defini întotdeauna unghiul de incidență și 
unghiul de refracție astfel încît să fie unghiuri pozitive cuprinse între 0” și 
90%.) Aceste definiții sînt ilustrate în figura 4.6. Ş 

Putem deduce ușor relația dintre m,/nz, 6, și 02 după cum urmează. 
„Crestele de undă“ ale fasciculului luminos, sau „fronturile de undă“, cum se 
numesc în cazul undelor tridimensionale pe care le avem aici, sînt perpendi- 
culare pe direcția de propagare a fasciculului luminos. Atunci cînd un front 
de undă dat întîlnește o astfel de suprafață încît indicele de refracție crește 
(ca în cazul trecerii din aer în sticlă) un capăt al frontului de undă atinge 
suprafața înaintea celuilalt. Astfel, viteza de fază scade mai înainte la un 
capăt și apoi la celălalt. De aceea, direcția frontului de undă variază, la fel 
cum se schimbă direcția unui șir de oameni care merg aliniați, dacă un capăt 


187 


| 
As) 


Fig. 4.6. Terminologie. Pentru un fascicul Fig. 4.7. Refracția. Dacă n, este mai mare 
de lumină care se propagă în direcția indi- decît m, extremitatea din dreapta a frontului 
cată de săgeți, 6, se numește unghi de in- de undă (privind de-a lungul direcției de propa- 
cidență iar 0, se numește unghi de refracție.  gare a fasciculului) parcurge o distanță 7, mai 
mică decit distanța ], parcursă de extremita» 
tea din stînga. De aceea, fasciculul este deviat 

apropiindu-se de normală, așa cum se arată, 


al șirului încetinește mersul, iar celălalt nu. Relaţiile geometrice sînt indicate 


în figura 4.7. 
Considerăm cele două triunghiuri dreptunghice din figura 4.7, care au 
în comun ipotenuza x. Din figură, vedem că: 


| = %sin 0, la = sin 63. (67) 


Fie ț timpul necesar undei pentru a se propaga pe distanța l în mediul | sau 
pe distanța 2 în mediul 2. Atunci: 
pă App p biti (68) 
Mm Ho 
Astfel 
i = mal = Nola. 


Folosind relaţiile (67) obținem: 
LL sin 0, = Mp sin 6.. (69) 
Relația (69) se numește /egea lui Snell referitoare la refracție. 


Dispersia luminii în sticlă. Vedem acum că dispersia într-o prismă rezultă 
din faptul că indicele de refracție este mai mare pentru lumina albastră decît 
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pentru lumina roşie. Dăm aici cîteva valori pentru sticlă crown cu zinc, luate 
din Handbook of Physics and Chemistry. Lungimile de undă sînt date în 
angstromi (101 m) și micrometri (10-% m). Frecvenţele (+ = c/A) sînt date 
în unităţi de 1014 Hz. 


Tabelul 4.2 
Bispersia indicelui de refracție al sticlei 

Culoarea A) | (um) | v(10:4Hz) n 
Vltravioletul apropiat 3610 0,361 8,31 1,539 
Albastru închis 4 340 0,434 6,92 1,528 
Turcoise 4 860 0,486 6,18 1,523 
Galben 5 890 0,589 5,10 1,517 
Roșu 6 560 0,656 4,37 1,514 
Roșu închis 7 680 | 0,768 3,91 1,511 
Infraroșu 12 000 1,20 | 2,50 1,505 
Infraroşul îndepărtat 20 000 2,00 i ial Iau 1,50 1,497 

e AA ÎN ON Seo e. le | 


Tabelul 4.2 poate fi rezumat aproximativ afirmînd că indicele de refracție 
al sticlei este de aproximativ 1,5 pe întreg domeniul vizibil de frecvenţe și 
că dispersia, adică variația Imi n cu >, reprezintă o creștere a indicelui de re- 
fracție n de aproximativ șase miimi (adică, aproximativ 0,006) la o micșorare 
a lungimii de undă cu 1000 

Puteţi studia dispersia în apă cu o prismă simplă formată din două lamele 
de microscop (plus puţin chit și o bandă de hîrtie) precum și un filtru purpu- 
riu, care absoarbe verdele și lasă să treacă roșul și albastrul (vezi experiența 4.12). 


De ce variază indicele de refracție cu frecvența? Să ne întoarcem la linia 
noastră de transmisie. Viteza de fază este 


| 
e O ICla (la) 


Calitativ, viteza de fază se micșorează dacă mărim capacitatea C, deoarece 
în acest caz „forța de revenire“, adică tensiunea C-1Q, pentru o sarcină dată 
O este mai mică. Viteza de fază se micșorează, de asemenea, dacă mărim in- 
ductanța L, deoarece în acest caz „inerția“ este mai mare. 

Să considerăm substanțe care au permeabilitatea relativă u, egală cu 
1,0. (Pentru sticlă, u, diferă de o unitate aproximativ la a cincea zecimală.) 
Astfel, trebuie să înțelegem de fapt de ce mărimea 


< Cc 
Vo = = — 70 
aia dili (70) 


depinde de frecvență. 

Știm din vol. II, paragraful 9.9 că într-un condensator cu dielectric, 
în care sarcina Q de pe plăci produce un cîmp electric de intensitate E.(?), 
cîmpul local din dielectric mediat în spațiu E(?) este dat de suprapunerea dintre 
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Eg(?) și cimpul —P(?) e, produs de polarizarea electrică indusă: 
ul, 


Co 


E() = E(() — (71) 


unde P(/) reprezintă momentul dipolar indus pe unitatea de volum: 
P(4) = Ngx(ă. (72) 


Aici N este densitatea sarcinilor polarizabile (numărul de sarcini în unitatea 
de volum), g este sarcina fiecărei sarcini polarizabile, x(£) este deplasarea sar- 
- cinii față de poziţia de echilibru, iar & este un vector unitate. Să luăm E,, 
P și E de-a lungul lui & și să omitem simbolurile vectoriale. Deoarece capaci- 
tatea C este definită ca C = Q/U, unde U este diferența de potenţial dintre 
plăci, vedem că, după introducerea dielectricului, micșorarea cîmpului electric 
datorată polarizării induse (cu o micșorare proporțională a lui U) conduce la 
o creștere a lui C. Factorul prin care C crește se numește permitivitate relativă 
sau constantă dielectrică e,. Astfel, conform relaţiilor (71) și (72): 

09 DU i ap 020. (73) 

E coEE (1) eoEE (?) 


Exemplul 6. Un model simplu al „moleculei de sticlă“ 


Cu toată simplitatea lui, modelul pe care îl prezentăm acum întrunește 
practic toate calitățile oricărui alt model clasic (adică, dinainte de mecanica 
cuantică), care descrie interacția microscopică a luminii cu materia. Succe- 
sele acestor modele nu sînt deloc neglijabile ; după cum vom vedea, mecanica 
clasică prezice multe dintre proprietățile acestor fenomene observate experi- 
mental. Motivul este că o descriere cuantică completează, dar nu contrazice 
în mod necesar descrierea clasică ; ea conține descrierea clasică drept caz li- 
mită, aplicabil în condiții care sînt prezente într-o gamă largă de fenomene 
obișnuite. 

Presupunem că o „moleculă de sticlă“ constă dintr-un nucleu masiv fix, 
de care este legată o sarcină g avînd o masă relativ mică M. Sarcina este 
legată prin intermediul unui resort avînd constanta elastică Mws. Mișcarea 
sarcinii este amortizată, cu constanta de amortizare I. Ecuația de mișcare 
a lui g este deci: 


Mă = — Moga — MT + gE(0). (74) 


Să presupunem acum că intensitatea E alt )a cîmpului extern variază armonic 
cu frecvența unghiulară w. Atunci P(4) şi E(4) oscilează de asemenea cu frec- 
vența w. Astfel, pentru o moleculă „medie“ putem lua intensitatea cîmpului 
de forma: 


E(!) = Eo cos ul. (75) 


Dar în acest caz ecuația (74) descrie chiar oscilațiile armonice forțate pe care 
le-am considerat în paragraful 3.2, cu Fo = gEo. Soluţia x(7) pentru oscila- 
țiile staționare este dată de: 


x(?) = Au cosot + A, sin ot, (76) 
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unde Au Şi Aa sînt amplitudinile elastică, respectiv absorbtivă. În cazul 
substanțelor „incolore“ și transparente, cum sînt sticla transparentă sau apa, . 
nu există rezonanțe importante ale moleculelor de sticlă în domeniul vizibil 
de irecvenţe. (Tocmai de aceea ele sînt transparente și „incolore“.) În cazul 
unor substanțe cum sînt sticla colorată sau filtrele de gelatină din trusele 
de optică, există rezonanţe în domeniul vizibil. De fapt, absorbția energiei 
radiante datorată termenului A, sin ot în aceste rezonanțe este cea care înlă- 
tură o parte a spectrului colorat din lumina albă incidentă și lasă să treacă 
culoarea pe care o vedeți. (Priviţi o sursă de lumină „albă“, de pildă un bec 
incandescent, folosind diferite rețele de difracție și filtre.) Nu vrem să consi- 
derăm comportarea filtrelor colorate la frecvenţe situate în apropierea rezo- 
nanțelor de absorbţie. De aceea vom omite termenul A,, sin o/ în relația 
(76). Ştim din capitolul 3 că aceasta constituie o bună aproximaţie atîta timp 
cît nu sîntem în apropierea unei rezonanțe. Cazul general (incluzînd absorbția) 
este analizat în tema suplimentară 9. 
Indicele de refracție are deci expresia: 


2-7 unice, ile in | 
Pr 7 A Dn 


Presupunînd că sîntem departe de rezonanță, adică, punînd în ecuația (74) 
T = 0, avem [vezi relaţia (3.17) din paragraful 3.2): 


ni = €.= 4 Na 


Aa >> 
Mod — 2 Moâ—c? 
Astfel obținem: 
2p2 Na 
tisa fate ip DJi Haile in, (78) 
a? coM wm — o? 


Pentru a adapta acest rezultat, bazat pe un model simplu, cu o singură rezo- 
nanţă, la cazul real al sticlei trebuie să considerăm suma contribuţiilor la 
n? — |, a tuturor rezonanţelor importante. În acest caz, o din relația (78) 
poate fi luat ca reprezentînd aproximativ o frecvență „medie“ de rezonanță 
(vezi problema 3.20). Pentru N trebuie să luăm numărul de molecule de sticlă 
din unitatea de volum, înmulţit cu numărul mediu de rezonanţe care contribuie 
pe moleculă. Numărul de electroni care aduc o contribuţie substanțială este 
aproximativ egal cu numărul electronilor „din păturile exterioare“ sau „de 
valență“. 

Dacă w este în domeniul de frecvenţe al radiaţiei vizibile, cele mai impor-" 
tante rezonanţe din sticlă se dovedesc a fi cele cu frecvențe în „ultraviolet“, 
corespunzind unor lungimi de undă A = c/v de ordinul a 1 000 Ă (adică 
10-? m) sau mai mici. Lungimile de undă pentru lumină sînt de aproximativ 
5 ori mai mari decît acestea ; frecvențele w ale luminii sînt, în mod corespun- 
zător, de aproximativ 5 ori mai mici decît frecvenţa medie de rezonanță 
49. Atunci, conform relației (78), diferența n?-- i este pozitivă. Aceasta este 
în concordanță cu experiența, pentru radiația din spectrul vizibil în sticlă. 
Observaţi, de asemenea, că atunci cînd w crește (rămînînd în permanență 
mai mic decît «9), numitorul w — e? din relaţia (78) se micșorează, și prin 
urmare n? — | crește. Astfel, lumina albastră (cu frecvență mai mare) are 
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un indice de refracție mai mare decît lumina roșie. Aceasta este în concor- 
danță cu rezultatul experimental care arată că. o prismă deviază lumina 
albastră mai mult decît pe cea roșie. 


Viteze de fază mai mari decit c. Atunci cînd frecvența externă w a radiației 
electromagnetice (a luminii) este mai mică decît frecvența de rezonanță co, 
obținem rezultatele date mai sus, anume că viteza de fază este mai mică decît 
c, lungimea de undă este mai mică decît lungimea de undă în vid iar creșterea 
frecvenţei conduce la mărirea indicelui de refracție. Aceasta se numește 
dispersie „normală“. Dacă frecvența externă este mai mare decît frecvența 
de rezonanță, ca în cazul luminii din „ultravioletul extrem“ în sticlă, atunci 
observăm din relația (78) că mărimea n? — 1 este negativă; adică n? este 
mai mic decît |. Dacă n? se află cuprins între zero și |, avem din nou ceea 
ce am numit dispersie normală. Dar în acest caz viteza de fază este mai mare 
decît c, lungimea de undă este mai mare decît lungimea de undă în vid şi 
o creștere a frecvenței conduce din nou la o creștere a indicelui de refracție. 
(Dacă frecvența ajunge în final să fie foarte mare, n crește pînă la 1, și lumina 


se comportă ca în vid.) În domeniul de frecvențe «o — > T<o<o+ = To» 


se arată că indicele de refracție scade cu creșterea lui w. Aceasta se numeşte 
dispersie „anomală“. 


Originea fizică a vitezelor de fază mai mari decît c se află în relația de 
fază crucială care există între forța externă gE(?) și oscilația x(?) a sarcinii 
q antrenate în mișcare. Știm că dacă frecvența externă este mai mică decît 
frecvența de rezonanță, x(?) poate să „urmeze“ forța gE(?). Atunci sarcinile 
sînt deplasate în același sens cu forța și creează un cîmp care tinde să ani- 
hileze cîmpul inițial. (Acest lucru este valabil atît pentru g pozitiv cît și 
pentru g negativ.) Cîmpul redus produce o forță de revenire mai mică și deci 
o viteză de fază mai mică. Pe de altă parte, dacă sarcina este antrenată 
în mișcare cu o frecvență deasupra frecvenţei ei de rezonanță, ea nu poate 
„ține ritmul“ 1și deplasarea x(?) este mereu în sens opus forței instantanee 
gE(1). Astfel, de exemplu, atunci cînd aruncați o minge dintr-o mînă în 
alta, exercitați forța maximă spre stînga atunci cînd mingea este în contact 
cu mîna dreaptă și deci se află în poziția cea mai din dreapta. Deplasarea la 
un moment dat este datorată în cea mai mare măsură forței exercitate cu o 
jumătate de perioadă mai înainte. Cîmpul creat de deplasarea relativă a 
sarcinilor tinde să crească așadar cîmpul inițial. Acest cîmp produce o forță 
de revenire mai mare şi deci o viteză de fază mai mare decît în vid. 

În concluzie, putem spune că o viteză de fază mai mare decît c nu este 
cu nimic mai misterioasă decît faptul că o minge se află la dreapta în ciuda 
faptului că este împinsă spre stînga. 


Unde exponenţiale — domeniul reactiv de frecvențe. Dacă frecvența ex- 
ternă «w depășește frecvența de rezonanță wo, atunci conform relației (78) 
m? este mai mic decît 1. 

Atita timp cît n? este cuprins între zero și |, avem unde sinisoidale, 
adică mărimea fk? rămîne un număr pozitiv. Acesta este cu siguranță cazul 
pentru w suficient de mare (presupunînd întotdeauna w >> 69) deoarece, pen- 
tru « extrem de mare, n? este doar cu puțin mai mic decît 1. Dar întrece = 
= «o plus cîteva lărgimi T [pentru care să putem folosi forma aproximativă 
a lui A care a condus la relația (78)] şi « == oo, există o regiune în care rela- 
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ţia (78) conduce la un n? negativ. Aceasta este cazul în domeniul de frecvenţe 
pentru care: 


—— > 0 —0, (79) 


unde presupunem w?2— «3 > Io, pentru a ne asigura că sîntem mult dea- 
supra rezonanţei și putem folosi expresia aproximativă a lui 4,. Dacă relația 
(79) este valabilă, atunci relația (78) conduce la un n? negativ, adică la un £&? 
negativ. Aceasta înseamnă pur și simplu că ecuaţia diferențială pentru depen- 
dența spaţială a undelor nu este: 


2 
AM i op 482300, (80, a) 
022 
corespunzînd unor unde sinusoidale, ci: 
2 
ra = vite, 230, (80, 6) 
z 


corespunzînd unor unde exponențiale. Aceasta este situația pe care am întîl- 
nit-o mai înainte, de exemplu la un sistem de pendule cuplate. Dacă relația 
de dispersie pentru F? în funcție de w? dă o valoare negativă pentru R?, schim- 
băm pur și simplu notația de la /? la — x? și admitem faptul că undele sînt 
exponenţiale în loc să fie sinusoidale. 

Vom prezenta o deducere calitativă a condiției (79) pentru formarea un- 
delor exponenţiale, după ce vom considera cazul particular în care wg este zero. 
Acest caz particular conduce la legea de dispersie a ionosferei, după cum vom 
arăta acum. 


Exemplul 7. Dispersia în ionosferă 

În paragraful 2.4 (exemplul 6), am expus un model simplu al plasmei 
din ionosfera Pămîntului și am dedus frecvența «, a vibraţiilor libere în modul 
fundamental al ionosferei (modul cu lungimea de undă infinită, similar cu 
modul de oscilație a nivelului apei într-un vas, în care suprafața apei rămîne 
plană în timp ce apa se clatină). În acest model, neglijăm mișcarea ionilor 
pozitivi și, de asemenea, negliiăm orice amortizare a mișcării electronilor 
„liberi“. (În realitate există o amortizare datorată ciocnirilor electronilor cu 
ionii, avînd drept consecință un transfer de energie de la mișcarea de osci- 
laţie la mișcarea haotică de agitație „termică“.) Ecuația de mișcare a unui 
singur electron de sarcină g și masă M este în acest caz: 


Mă = qE(), (81) 


unde E(/) este intensitatea cîmpului electric în punctul în care se află 
electronul. Pentru oscilațiile hbere, E (4) este datorat în întregime polarizării pe 
unitatea de volum: 


Ftajiai br Vhrzioeo AB. (82) 
€o €o 
Astfel, pentru oscilațiile libere, relațiile (81) și (72) dau: 
2 
0 dp seic ul Ai (83) 
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Pînă acum am repetat (într-o formă mai scurtă) deducerea anterioară a ecuaţiei 
de mișcare corespunzătoare oscilaţiilor plasmei cu frecvența «,. Să presupu- 
nem, acum, că plasma este excitată la o extremitate de un emițător de unde radio 
sau TV. (Presupunem că geometria este de tip rectiliniu și paralel, ca în cazul 
liniei de transmisie cu plăci paralele, astfel ca problema noastră să fie cît se 
poate de simplă.) Atunci E(?) este suprapunerea [analogă expresiei (71))]: 


Dif Stalp (84), 


unde E, (indicele înseamnă „emițător“) este cîmpul care ar fi prezent dacă 
nu ar exista contribuția electronilor liberi. Ecuația de mișcare a unui electron 
este asemănătoare cu ecuația electronilor dintr-o „moleculă de sticlă“, cu 
condiția să punem atît „constanta elastică“ K = Mu;, cît și constanta de 
amortizare I' egale cu zero [vezi relația (74)]. Astfel, electronul liber are o 
„frecvență de rezonanță nulă“, wo = 0. Rezultatul pentru indicele de refrac- 
ție, adică, pentru relația de dispersie, se obține deci punînd pur și simplu 
wo = 0 în relația (78): 


2p2 i 
c“k î [dy (85) 


cu 


Înmulțind relaţia (85) cu «2 obținem forma pe care am dat-o anterior: 
02 = 034 22, 02 > 02, (86) 
Pentru regiunea reactivă de frecvențe, avem unde exponenţiale: 


w2 = 02 —C2, 02 so2. (87) 

Trebuie să menționăm însă că modelul nostru pentru ionosferă nu este 
exact. Unele din presupunerile noastre fizice sînt încălcate la diverse frec- 
venţe, din diverse motive interesante, și relația de dispersie exactă este în 
realitate considerabil mai complicată decît cea indicată în relaţiile (86) și 
(87). De exemplu, la frecvențe suficient de joase, un electron suferă, în me- 
die, cîteva ciocniri cu ionii în timpul unei perioade. În acest caz, forța de amor- 
tizare este dominantă ; în modelul nostru, am neglijat amortizarea. De aseme- 
nea, la anumite frecvenţe, există și alte rezonanţe în plus față de cea care apa- 
re la frecvența «w, de oscilație a plasmei. De exemplu, oscilaţiile ionilor pozi- 
tivi mai lenți și mai grei devin importante la frecvențe joase. (Frecvența 
acestor oscilații ale plasmei este de aproximativ 100 kHz.) În mod asemănă- 
tor, „frecvența ciclotronică“ w,, corespunzînd mișcării circulare a electronilor 
în cîmpul magnetic al Pămîntului [cu inducția de aproximativ (1/2) x 104 T] 
este importantă. Pentru o expunere interesantă a rezultatelor experimentale, 
vezi „lonosphere Explorer I Satellite: First Observations from the Fixed- 
Frequency Topside Sounder“ (Satelitul Explorer | pentru ionosferă: primele 
observaţii de la Sonda automată de frecvență fixă) de W. Calvert, R. Knecht 
și T. Van Zandt, Science, 146, 391 (oct. 16, 1964). 
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Explicaţie calitativă a frecvenţei de tăiere inferioare. Pentru orice sistem 
(de exemplu, pentru un sistem de pendule cuplate), știm că frecvența modului 
fundamental al oscilaţiilor libere reprezintă și frecvența cea mai joasă a 
undelor sinusoidale sub acțiunea unei forțe externe armonice. Astfel, frecvența 
modului fundamental este o frecvență de tăiere inferioară pentru oscilaţiile 
forțate. Pentru frecvențe de excitare mai mici decît frecvența de tăiere, undele 
nu mai sînt sinusoidale, ci exponențiale. 

Exact la frecvența de tăiere, lungimea de undă a undelor sinusoidale este 
infinită, ca și lungimea de atenuare a undelor exponenţiale (în cazul sistemului 
de pendule cuplate, toate pendulele oscilează în fază). Astfel, dacă vrem să 
căutăm o frecvență de tăiere inferioară într-o lege de dispersie oarecare, punem 
pur și simplu k = 0 în relația de dispersie. Frecvența obținută din legea de 
dispersie cînd k = 0 va fi exact frecvența de tăiere, pe care o putem nota cu 
&,. În exemplul nostru referitor la indicele de refracție avem [vezi relația(78)]: 


2p2 2 
n2 = CR =] ai Na l lac 
w2 cM w3 — w2 
Punînd 4 = 0 obținem frecvența de tăiere inferioară: 
Ng 


(88) 


w Re: 2 

w + coM 
Dar, ca de obicei, w? reprezintă forța de revenire pe unitatea de masă și pe 
unitatea de deplasare. Conform analizei (de mai sus) referitoare la ionosferă, 
această forță de revenire (pe unitatea de masă și pe unitatea de deplasare) 
pentru oscilațiile libere ale electronilor din ionosferă este w2 — Ne?/eoM. 
Acesta este cel mai coborit mod propriu de oscilație pentru electroni şi are 
o lungime de undă infinită, adică toţi electronii oscilează în fază. Este clar 
că dacă adăugăm acum fiecărei sarcini oscilante o forță de legătură prin inter- 
mediul unui resort cu constanta elastică Muz, adăugăm de fapt fiecărei sar- 
cini cîte o forță de revenire (pe unitatea de masă și pe unitatea de deplasare) 
egală cu «wg. Sarcinile pot încă să oscileze toate în fază, astfel încît k rămîne 
egal cu zero și sistemul se află tot în cel mai jos mod de oscilație liberă. Vedem 
astfel că membrul drept al egalității (88) reprezintă forța de revenire pe uni- 
tatea de masă și pe unitatea de deplasare pentru modul fundamental al osci- 
laţiilor libere. Ea reprezintă deci o frecvență de țăiere inferioară. Obținem 
astfel relaţia (88) precum și inegalitatea (79), ambele fiind valabile pentru 
domeniul de trecvențe „reactiv“, în care undele sînt expunențiale. 

În continuare vom da și o altă explicaţie, cu un conținut fizic mai pro- 
nunțat, peniru existența unei frecvenţe de tăiere inferioare în legea de disper-. 
sie pentru indicele de refracție. Pentru simplitate, considerăm w = 0. Atunci 
„modelul“ nostru este ionosfera. Se pune întrebarea, de ce există o frecvență 
de tăiere, dată de relația (89)? 


i = —— (89) 
Mai întîi observăm că, în multe privinţe, ionosfera (sau modelul nostru referi- 


tor la ea) este asemănătoare unui conductor metalic obișnuit. În ambele 
cazuri există electroni „liberi“ care dau naștere unui curent, dacă în mediu 
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este menținut un cîmp electric. În cazul unui conductor metalic într-un cîmp 
electric „static“ (în care sarcinile sînt în repaus iar cîmpurile sînt toate con- 
stante în timp) cîmpul electric în interiorul conductorului este zero. Cîmpul 
este zero nu pentru că metalul ar fi „blocat“ în vreun fel cîmpul extern sau 
l-ar fi „înghițit“. Acest cîmp este de fapt prezent în interiorul metalului. 
Dar el este „anihilat“ prin suprapunere cu un alt cîmp, și anume cu cîmpul 
produs de sarcinile care s-au deplasat la suprafața metalului. Dacă stabilim 
brusc cîmpul extern pornind de la zero, electronii din metal, avînd inerție, 
au nevoie de un anumit timp pentru a se deplasa, și, la început, cîmpul din 
interior nu este zero, ci este egal cu cîmpul aplicat din exterior. După ce sar- 
cinile se deplasează și ajung la echilibru, ele preduc un cîmp care, suprapus 
peste cîmpul extern, dă o rezultantă nulă. (Dacă nu este așa, sarcinile nu sînt 
încă în echilibru. Ele continuă să se miște pînă cînd se ajunge la echilibru.) 
Timpul necesar stabilirii echilibrului este numit „timp de relaxare“, 
și se notează cu 7. Dacă inversăm cîmpul extern după un timp scurt în com- 
paraţie cu 7, atunci sarcinile nu au timp să producă un cîmp de anihilare, îna- 
inte de a începe să se deplaseze în sens contrar. Astfel frecvența de tăiere va fi 
de ordinul x1. Pentru o radiaţie electromagnetică incidentă cu frecvență mare 
în comparaţie cu frecvența de tăiere 7-1, electronii nu vor avea timp să se 
deplaseze astfel încît să anihileze cîmpul pînă la zero. Pentru frecvențe mai 
mari decît frecvența de tăiere, mediul va fi deci „transparent“. La frecvență 
„infinită“, electronii nu vor avea timp să se deplaseze deloc și toată radiația 
va străbate mediul ca și cum ar trece prin vid. Dacă sistemul este excitat la 
o extremitate cu frecvențe mai mici decît frecvența de tăiere 7-1, el se va 
comporta exact ca un filtru trece-sus excitat sub frecvența de tăiere. În 
puncte foarte apropiate de capătul excitat, cîmpul va fi practic egal cu cîm- 
pul aplicat. În puncte mai îndepărtate, mișcarea electronilor are timp să 
anihileze cîmpul incident și obținem treptat o compensare din ce în ce mai 
mare — o atenuare exponențială — cu creșterea distanței. 

Să estimăm acum timpul de relaxare 7. Presupunem că aplicăm cîmpul 
Eo la momentul de timp zero. El produce o accelerație egală cu forța /M = 
= gEo|M. Dacă această accelerație ar rămîne constantă, electronii ar par- 


curge într-un timp distanța = at?, unde a-este accelerația. Omiţind factorul 


1/2 în estimarea noastră aproximativă, obținem în intervalul de timp ţ o 
deplasare x egală cu: 


Li: dEo Ș; (90) 
M 


Presupunem că mișcarea sarcinilor este limitată de „suprafețele“ plasmei 
(ionosferei) sau ale metalului. Sarcina totală adăugată pe o suprafață și scoasă 
de pe cealaltă este: 


Q = NaxA, (91) 
unde N este numărul de sarcini din unitatea de volum, A secțiunea transver- 


sală iar x deplasarea. Sarcinile Q de pe o suprafață și —Q de pe cealaltă 
produc un cîmp uniform cu intensitatea E dată de expresia: 


2 
> DER AER CA a (92) 
to  €& coM 


196 


Dacă timpul / este suficient de lung pentru. ca E (intensitatea cîmpului 
compensator) să poată crește astfel încît să ajungă egală cu Eo (intensitatea 
cîmpului extern), atunci se realizează echilibrul. Prin urmare timpul de 
relaxare 7 se obține punînd în relația (92) E x Eoșit a 7 


Nq 
coM 


ci a Ta a 


în concordanță cu rezultatul exact (89). 


Analiză calitativă a indicelui de refracție în domeniul de frecvențe dis- 
persiv. O particulă izolată încărcată cu o sarcină electrică, ce oscilează 
în vid, emite unde electromagnetice care se propagă în vid cu viteza luminii. 
De aceea, atunci cînd o undă luminoasă incidentă produce oscilațiile forțate 
ale unei singure particule încărcate, sarcina oscilantă emite o radiație care se 
propagă în vid cu viteza c. Cîmpurile radiate de sarcina oscilantă se suprapun 
peste cîmpul incident formînd un cîmp rezultant.. Dacă există multe sarcini, 
ca în cazul unei bucăţi de sticlă (sau al ionosferei), fiecare sarcină este pusă 
în mișcare de către cîmpul electric local din vecinătatea sarcinii. Acest cîmp 
este la rîndul lui rezultatul suprapunerii dintre cîmpul care ar fi fost prezent 
dacă nu existau sarcini („cîmpul incident“) și cîmpurile radiate de toate sar- 
cinile oscilante. : 

Fiecare sarcină oscilantă (dintr-o bucată de sticlă, de exemplu) radiază 
unde care se propagă cu viteza luminii în vid c, deși undele se deplasează 
„prin sticlă“. Cum este posibil ca o suprapunere de unde care au toate aceeași 
viteză c, aceeași frecvență și d'ci aceeași lungime de undă c/v, să aibă o 
rezultantă cu o lungime de undă A diferită de c/v și o viteză de fază diferită 
de c? Explicaţia este conținută în cuvîntul „fază“. Totul depinde de faza re- 
lativă dintre cîmpul radiat de o singură sarcină oscilantă şi cîmpul care a pus-o 
în mișcare. Dacă radiația pr odusă de sarcina antrenată în mișcare ar fi exact 
în fază cu radiația excitantă, atunci într-un punct de observație mai îndepărtat 
ea ar crește cîmpul total (prin așa-numita „interferenţă constructivă“), dar 
nu ar produce nici o modificare a fazei cîmpului total, și deci nu ar afecta 
viteza de fază. În mod asemănător, în cazul în care cîmpul radiat ar fi defazat 
cu 180* față de cîmpul aplicat, suprapunerea dintre cîmpul radiat și cel inițial 
ar da o rezultantă mai mică decît cîmpul inițial (prin „interferență distruc- 
tivă“), dar nu ar modifica faza. Pentru ca radiația sarcinilor să modifice faza 
cîmpului rezultant, ea trebuie să includă o contribuţie care să fie defazată 
cu +90” sau cu —90” față de cîmpul aplicat. Constanta de fază a cîmpului 
rezultant este determinată în cea mai mare măsură de către. cîmpul aplicat 
(deoarece intensitatea acestuia este mai mare decît contribuția infinitezi- 
mală a sarcinii izolate pe care o considerăm), dar constanta de fază este puțin 
„deplasată“ din cauza contribuţiei sarcinii oscilante. 

Astfel, de exemplu, presupunem că, într-un punct situat la o anumită 
distanță fixă față de sarcina antrenată în mișcare, cîmpul datorat radiației 
incidente este Eo cos of. Acesta este cîmpul electric în punctul de observație 
în absența sticlei. El este produs de către electronii care oscilează într-un bec 
luminos aflat la distanță, de exemplu. Atunci cînd sticla este introdusă între 
becul luminos îndepărtat și observator, cîmpul produs de electronii care osci- 
lează în bec este egal fot cu E coswtși se propagă (prin sticlă și pretutindeni) 
tot cu viteza c. Presupunem acum că o contribuție mică a unor molecule care 
oscilează în sticlă este descrisă de cîmpul d sin wf,. unde d este foarte mic și 
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(de exemplu) pozitiv. Această radiație se propagă și ea prin restul sticlei 
cu viteza c, dar are, prin ipoteză, un defazaj de 90 față de radiaţia incidentă. 
Suprapunerea produce în punctul de observație cîmpul oscilant rezultant: 


E(4) = Eocos of + d sin of. 


Pentru / < Ey această expresie este echivalentă cu: 


E(î) = Eocos(ot— 3), 52 i Cali, 

Eo 

după cum puteţi verifica ușor (folosind cos3 2 1 și sin & 3). Observăm 
deci că într-un punct aflat la o anumită distanță de sarcina în mișcare rezul- 
tanta E(?) are în prezența sticlei un defazaj 3. Observatorul din acest punct tre- 
buie să „aștepte mai mult“ pentru ca faza lui E(4) să ia o valoare dată, adică 
trebuie să aștepte un timp pentru ca funcția wt — 3 să atingă valoarea pe care 
at ar fi luat-o în absența sticlei. De aceea, el spune că viteza de fază este mai 
mică decît c. Observați că în cazul în care contribuția sticlei ar fi fost propor- 
țională cu cos wț nu ar fi existat nici un defazaj, deoarece rezultanta ar fi 
fost egală cu: 


E(î) = (Eo + €) cos ut, 


și viteza de fază ar fi avut tot valoarea din vid, c. Dar, experiența arată că 
viteza de fază a rezultantei este diferită de c, deşi fiecare contribuţie din su- 
prapunere se propagă cu viteza c. Aceasta înseamnă că radiația produsă de 
moleculele sticlei, care sosește la un moment de timp dat ț, trebuie să fie 
defazată cu 4 90” față de radiația emisă de bec, care sosește în același timp. 

A mai rămas să arătăm că sarcinile oscilante din sticlă au o contribuție 
infinitezimală defazată cu 4 90” față de cîmpul inițial. Facem acest lucru 
astfel. Presupunem că intensitatea cîmpului incident este Eo cos oț. Atunci 
o sarcină care oscilează are deplasarea x() = A, coswț pentru « nu prea aproa- 
pe de o rezonanță. În capitolul 7, vom stabili faptul că radiația unei sarcini 
oscilante este proporțională cu „accelerația retardată “. Aceasta înseamnă că la 
o distanţă z față de sarcină intensitatea cîmpului radiat este proporțională cu 
accelerația sarcinii la mmentul anterior egal cu /—(z/c), la care radiaţia a fost 
emisă. Pentru o mișcare arm nică accelerația este egală cu produsul dintre — w? 
și deplasare. Ajungem, astfel, la rezultatul neplăcut că radiația cu care contri- 
buie fiecare sarcină oscilantă este precporțională cu cos wf, deși noi am stabilit 
că ea /rebuie să fie proporțională cu sin wf, dacă vrem să obținem o viteză de 
fază diferită de c! Explicaţia este aceasta: presupunem că avem o „undă 
plană“ a unei radiații care se propagă în direcţia z. Atunci, la un moment dat, 
trebuie să considerăm nu numai coniribuția unei molecule aflate de-a lungul 
direcției de propagare care trece prin punctul de observaţie, ci toate contribu- 
țiile provenind dintr-un strat subțire de sticlă perpendicular pe direcția de 
propagare a undei. După cum am văzut, molecula aflată cel mai aproape de 
punctul de observaţie aduce o contribuție infinitezimală care este în fază cu 
cîmpul aplicat (pînă la un semn plus sau minus), dar celelalte molecule din 
ștrat sînt mai îndepărtate. Contribuțiile lor au nevoie de un timp mai lung 
pentru a sosi în punctul de observaţie (propagindu-se tot cu viteza c). Dacă 
integrăm pe un strat de arie infinită, se arată (o vom face în capitolul 7) că 
toată contribuţia efectivă a stratului are o fază care este cu 90* în urma fazei 
celei mai apropiate molecule. Cu alte cuvinte, molecula medie din strat este 
efectiv cu un sfert de lungime de undă mai departe de punctul de observaţie 
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decît molecula cea mai apropiată. Am găsit astfel sursa defazajului de 90” 
și putem înţelege cum se poate ca un număr mare de unde, care se propagă 
toate cu viteza c, să dea prin suprapunere o rezultantă cu viteza de fază 
diferită de c. Viteza de fază este mai mare sau mai mică decît c, după cum 
oscilațiile forțate sînt în fază sau sînt defazate cu 180” față de radiaţia ini- 
țială. Acest lucru depinde, la rîndul lui, după cum am văzut, de faptul că 
frecvenţa de excitare se află dedesubtul sau deasupra frecvenţei de rezonanță. 
Deoarece toate moleculele se află în regim staționar, nu trebuie să ne ine ri 
joreze“ faptul că viteza de fază poate depăși c. 


Terminologie. De ce îl considerăm mereu pe E și îl neglijăm pe B? Nu o 
facem chiar întotdeauna, dar de cele mai multe ori. O parte a motivului 
pentru care de obicei exprimăm efectul undelor electromagnetice în funcție 
de E și îl omitem pe B din formule este următorul: atunci cînd undele electro- 
magnetice interacționează cu o particulă încărcată cu sarcina g și viteza v, 
forța care acționează asupra particulei este forța Lorentz (vol. II, paragraful 5.2): 


F=gE-+qvxB. 


Într-o undă electromagnetică ce se propagă în vid, se arată că E și cB au 
aceeași mărime instantanee. De aceca, mărimea forței produse de B este mai 
mică decît cea produsă de E piintr-un factor de ordinul |v/c|. Atunci cînd 
cîmpurile E și B sînt produse de surse de lumină obișnuite sau chiar de laseri 
de putere mai mare, ele sînt destul de slabe, astfel încît viteza maximă |v| 
atinsă în mișcarea staționară a electronilor dintr-o substanță obișnuită este 
mică în comparație cu c. Astfcl, există un mare număr de situaţii fizice în 
care putem neglija forța produsă de B. Din acest motiv am pus accentul 
pe E. 

Uneori, însă, efectele lui B pot fi dominante, oricît de mici ar fi conform 
celor de mai sus. Şi, desigur, dacă E și B nu sînt datorate radiaţiei (undelor 
progresive), ci sînt (de exemplu) cîmpuri statice produse de niște sarcini și 
curenți independenți, atunci vectorii cB și E nu sînt constrînși să aibă aceeași 
mărime. De exemplu, am putea avea în acest caz |E| =0 iar |B| = 101. 


4.4. IMPEDANȚA ȘI FLUXUL DE ENERGIE 


Cînd am studiat modurile proprii și undele staționare, am găsit că un mediu 
continuu poate fi caracterizat prin doi parametri, unul reprezentînd „forța 
de revenire“ și celălalt „inerția“. Pentru o coardă cu distribuţie continuă de 
masă, tensiunea la echilibru 7 produce forța de revenire iar densitatea liniară 
de masă pp reprezintă inerția. Pentru o linie de transmisie trece-jos, parametrii 
corespunzători sînt (C/a)"1, inversul capacităţii în serie pe unitatea de lungime, 
şi L/a, inductanța pe unitatea de lungime. În cazul undelor longitudinale 
care se propagă într-un resort, parametrul corespunzător forței de revenire este 
Ka, iar parametrul inexţial este M/a = po. În cazul undelor sonore, „Com por- 
tarea elastică“ este dată de yo, iar inerția de densitatea (volumică) de masă 
20. În toate cazurile, modurile undelor staționare se comportă analog unui 
oscilator armonic simplu. (În cazul pendulelor cuplate, sau al unei linii de 
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transmisie trece-bandă, avem nevoie și de un alt parametru, frecvența de 
tăiere inferioară.) 

Undele progresive se comportă foarte diferit față de undele staționare; 
ele transportă energie și impuls. Relaţiile de fază sînt diferite față de cele ale 
undelor staționare. Un sistem extins în care se propagă unde progresive nu se 
comportă ca „un singur oscilator armonic uriaș“, ca în cazul undelor staționare. 
Astfel, parametrii oscilatorului armonic, forța de revenire și inerția, nu sînt 
cei mai buni parametri fizici pentru a descrie un mediu în care se propagă 
unde progresive. O mărime care caracterizează un mediu prin care se propagă 
unde progresive este viteza de fază v,. Pentru undele transversale care se pro- 
pagă de-a lungul unei coarde, ea este egală cu: 


Y=|/-— (93) 


fiind o anumită combinaţie a parametrilor o și po de forță și, respectiv, inerție. 
O combinaţie independentă a parametrilor 79 și po are forma: 


Z = Vpo To: (94) 


Această mărime se numește impedanță caracteristică, sau, pur şi simplu, 
im pedanță, pentru undele transversale care se propagă de-a lungul unei coarde 
continue. După cum vom arăta, impedanța determină viteza cu care energia 
este transmisă coardei de către o forță externă dată. Așadar viteza de fază și 
impedanța sînt cei doi parametri naturali care descriu undele progresive într-un 
mediu dat. 


Exemplul 8. Unde progresive transversale într-o coardă cu distribuție 
continuă de masă 


Presupunem că avem o coardă cu distribuţie continuă de masă, întinsă 
de la stînga la dreapta, cu capătul din stînga aflat în z = 0, pus în mișcare de 
o forță transversală care oscilează armonic. Sistemul este prezentat în figura 
4.8. Să notăm sistemul prin care forța externă acționează asupra coardei — 
„sistemul de ieșire al emițătorului“ — cu litera SS (inițiala cuvîntului „stînga“) 
iar porțiunea de coardă aflată în contact direct cu sistemul de ieșire cu litera 
D (inițiala cuvîntului „dreapta “). La echilibru (fig. 4.8, a) forța exercitată asu- 
pra lui S nu are nici o componentă transversală. Forța de-a lungul lui z este 
tensiunea de echilibru 79. Pentru configurația generală din figura 4.8, ?, 
„tensiunea în coardă este T. Componenta transversală a forței exercitate de 
către coardă asupra sistemului de ieșire al emițătorului, F, (D asupra lui ;$) 
este egală cu: 


sin 6 
cos 6 


F„(D asupra lui $) = 7 sin 06 = (7 cos 6) 
$ Sa To tg 0 = Li (95) 
oz 
Rezultatul (95) este valabil întocmai pentru un resort slab ideal, care are 7 = 


=— To cos 6. El este valabil, de asemenea, pentru orice resort la unghiuri 
6 mici. 
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z= , Pia 
fi etc. 
U 
(a) 
4 
g 0,4) etc. 
(D) 


Fig. 4.8. Formarea undelor progresive transversale. (a) Echilibrul. (5) Configurația generală. 


Impedanţa caracteristică. Să presupunem acum că emițătorul excită în 
regim staționar un mediu complet deschis (coarda), astfel încît e/ emite unde 
Brogresive în direcha +2. Atunci (2, 1) are forma: 


W(z, î) = A cos (ot — k2). 496) 
Prin derivare obținem: 
za = RA sin (ot — h2), (97) 
0z 
pi: = —oA sin (ot — k2). (98) 
[7 


Comparînd relaţiile (97) şi (98) şi folosind vs = w/k, vedem că pentru o undă 
progresivă care se propagă în direcția +z avem: 


ăy __Lă, (99) 


0z vw ci 
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Introducînd relația (99) în expresia (95), obținem (pentru unde progresive): 


F„(D asupra lui $)= ———.: (100) 


Dar 2y/ot este chiar viteza transversală a coardei în punctul în care ea este 
legată de sistemul de ieșire al emițătorului. Mărimea 70/u, este o constantă. 
Am găsit astfel că atunci cînd emițătorul radiază unde progresive, „forța 
de reacțiune“ exercitată de mediu (coarda D) asupra sistemului de ieșire al emi- 
țătorului S este o forță de amortizare sau de frînare. Adică, atunci cînd emi- 
țătorul emite unde progresive dinspre S spre D, coarda se opune mișcării 
cu o forță proporțională și de sens contrar vitezei care îi este impusă. Constanta 
de proporționalitate se numește 4mpedanță caracteristică, Z: 


F„(D asupra lui S) = -z%, | (101) 
unde 
zei (102) 
Vo 


Pentru unde progresive transversale de-a lungul unei coarde continue avem: 


i] 20% fasia (103) 
Po 
Deci 
A R—— 
Z = spa VTopo (N/(m/s)). (104) 


Puterea debitată de emițător. Proprietatea caracteristică a unei forțe 
de amortizare este că ea „disipează“ sau „absoarbe“ energie. În exemplul 
de față, coarda absoarbe energie sub formă de „radiație“ prin sistemul de 
ieșire al emițătorului. Energia pierdută de emițător nu a fost disipată, în 
sensul că ea nu s-a „degradat“ în „căldură“. În schimb, ea a fost radiată 
de-a lungul coardei, care o poate transporta la un „receptor“ aflat la distanță, 
unde poate fi complet recuperată (după cum vom arăta mai tîrziu). Puterea 
radiată este egală cu produsul dintre forța transversală exercitată de către 
emițător asupra coardei în z = 0 și viteza transversală a coardei în z = 0. 
Folosind faptul că F, (S asupra lui D) este egală și de sens contrar cu 
F, (D asupra lui S)(conform legii a treia a lui Newton) și ținînd cont de 
relația (101), găsim că puterea instantanee emisă P(/) este egală cu: 


: a i 
P(5) = F,(S asupra lui DE (în general), 
[ei 
(105) 


: 2 2 
P(1) = (2 =Ă a de 4 i (în cazul undelor progresive). 
ot] ot oi 


Prima egalitate (105) este generală. Cea de-a doua nu; ea este valabilă numai 
pentru undele progresive. 
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În relaţiile (105) am exprimat puterea emisă în funcție de mărimea 
ondulatorie 2y/ât, care corespunde vitezei transversale instantanee a coardei 
(în 2 = 0). O altă mărime ondulatorie la fel de interesantă și importantă este 
forța transversală F, (D asupra lui S) avînd expresia (95). Puterea emisă 
ua exprimată în funcție de această mărime cu ajutorul relaţiilor (95) 
şi : 


P(t) = F, (S asupra lui D) S, (în general) 


= la To i ha (în general) 
0z | ot 


= 4 ari zi! (106) 


Primele două egalități (106) sînt generale, cea de-a treia nu este; ea este 
valabilă numai în cazul undelor progresive. 

Am exprimat puterea P(/) sub formele diferite, dar. echivalente, din 
relaţiile (105) și (106), deoarece vom constata că există întotdeauna două 
mărimi ondulatorii interesante din punct de vedere fizic, dintre care în anumite 
sisteme o vom folosi pe una iar în alte sisteme pe cealaltă. De exemplu, 
în cazul undelor sonore vom arăta că presiunea acustică joacă un rol analog 
forţei de revenire transversale — Tg y/0z din cazul coardei, în timp ce viteza 
longitudinală a aerului joacă un rol analog vitezei transversale a coardei, 
2y/at. În mod asemănător, în cazul radiației electromagnetice vom găsi că 
inducția magnetică transversală B, joacă un rol analog vitezei transversale 
a coardei, 2Y/ât, în timp ce cîmpul electric transversal E, joacă un rol analog 
forței de revenire — To2y/2z din cazul coardei. 


Energia transportată de o undă progresivă. Puterea P(4) radiată în punctul 
z = 0 de emiţător, sub formă de unde progresive, este egală cu energia care 
trece în unitatea de timp în sensul +z prin orice punct aflat la o distanță 
oarecare 2. (Neglijăm amortizarea.) De fapt, cînd am dedus rezultatele refe- 
ritoare la transferul energiei de la S la D (de la stînga spre dreapta) în sis- 
temul de ieșire al emițătorului, am fi putut considera un punct oarecare z 
în locul punctului z = 0. Singurul lucru pe care l-am cerut a fost ca prin sis- 
tem să se propage unde progresive. Dacă refaceți etapele demonstrației avînd 
în minte această observație, veți vedea imediat că pentru unde progresive 
puterea radiată care trece printr-un punct dat z în sensul +z este dată de 
expresiile analoage din relaţiile (105) și (106), cu deosebirea că viteza trans- 
versală 2y/ât și forța de revenire — To0y/0z sînt evaluate în punctul general 
2 în locul punctului z = 0. Astfel, pentru o undă progresivă de-a lungul unei 
coarde avem: 


Piz) =f rs 5) | (107) 
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sau 
2 fistsi 2y(z4) P. 
pe.d=Z| Te | (108) 


Exemplul 9. Propagarea undelor longitudinale de-a lungul unui resort 


Considerăm acum emisia unor unde longitudinale de compresiune și 
rarefiere de-a lungul unui resort. Vom putea prelua aceste rezultate pentru a 
descrie radiația undelor sonore, folosind metoda simplă a lui Newton (corec- 
tînd însă faimoasa lui eroare). Sistemul este prezentat în figura 4.9. 

În ecuaţiile de mișcare pentru oscilațiile longitudinale ale unui resort cu 
masa distribuită discontinuu, mărimea Ka intră exact la fel ca și tensiunea 
de echilibru 7o în ecuaţiile de mișcare pentru oscilațiile transversale ale unei 
coarde cu masa distribuită discontinuu [vezi ecuația (2.77) din paragraful 
2.4 și discuția care urmează imediat după ea]. De aceea vitezele de fază se 
obțin una din alta schimbînd între ele mărimile 7 și Ka [vezi relația (27) 
din paragraful 4.2]. În mod similar, putem găsi impedanța caracteristică și 
fluxul de energie pentru undele longitudinale de-a lungul unui resort continuu 
înlocuindu-l pur și simplu pe 7o prin Ka în rezultatele obținute pentru osci- 
laţiile transversale. Astfel, din relaţiile (103), (104), (107) și (108) obţinem 
pentru undele longitudinale rezultatele: 


a = | Z = VKa po? (109) 
0 
puterea -transportată de o undă progresivă fiind: 
2 2 
P(z,4) = Z ca zf _ pg 0Ţ. (110) 
ot Z 0z 


Mărimea (2,4) reprezintă deplasarea din poziția de echilibru a punctului din 
resort a cărui poziție de echilibru este z; ea este pozitivă dacă deplasarea este 
în sensul +-z. Viteza corespunzătoare este 2y(2,)/0ț. Mărimea — Ka0y(2,1)/2z 
reprezintă forța exercitată în sensul +z asupra porțiunii din resort aflate 
la echilibru în dreapta punctului z, de către porțiunea aflată la echilibru în 


0 a 2a —— 


a TD e MM -e- a 
Ea V, Zi —W> 


(b) MN -e-Aiitii—-e— etc. 


Fig. 4.9. Formarea undelor progresive longitudinale. (4) Echilibrul. (2) Configuraţia generală. 
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stînga punctului z, din care s-a scăzut valoarea la echilibru a acestei forțe, 
Fo (problema 4.29): 


— 


vy(z, î) 
0z 


Forța Fo din relația (111) este datorată întinderii sau comprimării resorturilor 
în configurația lor de echilibru. Ea nu contribuie cu nimic la formarea undelor. 
De aceea, în cea de-a doua egalitate (110) apare numai termenul în plus față 
de Fo, din relația (111), și anume —Ka ây/22. 


F, (S asupra lui D) = Fo — Ka (111) 


Exemplul 10. Unde sonore. 

Vom folosi pentru undele sonore modelul lui Newton considerat în para- 
graful 4.2. Sistemul este prezentat în figura 4.10. : , 

În paragraful 4.2 am determinat viteza de fază a sunetului făcînd uz de 
„ analogia lui Newton între undele sonore și undele longitudinale de-a lungul 
unui resort cu distribuţie continuă de masă. În final am înlocuit densitatea 
liniară de masă la echilibru din cazul resortului cu densitatea volumică de 
masă a aerului la echilibru și mărimea Ka din cazul resortului prin presiunea 
aerului la echilibru / înmulțită cu faimosul factor y. Putem obține, așadar, 
cu ușurință expresiile impedanţei și energiei în cazul undelor sonore. Înlocuim 
pur și simplu Aa prin fo în relaţiile corespunzătoare undelor longitudinale 
dintr-un resort. Astfel obținem [din relațiile (109) și (110)] pentru undele 
sonore rezultatele: 


= |b ZE iq) 


densitatea fluxului de energie sau intensitatea radiaţiei într-o undă sonoră 
progresivă (în ]/m? : s) fiind egală cu: 


16,8 = Z| 0 ze] - (113) 


Mărimea y(2, 4) este deplasarea unei mici cantități de aer de-a lungul direc- 
ției z din poziția ei de echilibru, aflată în z. Mărimea 2V(2z, ţ)/ât este viteza 


0 Lea 
(a) | pusa] etc. 
V(0,t) 


Fig. 4.10.Producerea undelor longitudinale sonore. (a) Echilibrul. (6) Configurația generală. 
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corespunzătoare. Mărimea —y/Poây(2, 1)/âz este egală cu forța exercitată pe 
unitatea de arie în direcția +z asupra aerului aflat la dreapta lui z din partea 
aerului aflat în stînga lui z (amintiți-vă că z reprezintă poziția de echilibru 
a aerului, nu poziția lui instantanee) „din care am scăzut valoarea acestei 
forțe la echilibru pe unitatea de arie, fo: 


— 


F„(S asupra lui D) 


i (114) 


de stiu VI, 
0Z 


Aceasta rezultă din relaţia (111) referitoare la undele longitudinale de-a lungul 
unui resort, înlocuind Fo prin Po și Ka prin yo. Presiunea la echilibru fo 
- nu contribuie la formarea undelor. Vom numi mărimea —y/f00y/0z presiune 
sonoră sau acustică, p,: 


OV(z, 4 
palaria jr AM (115). 
02 
Pentru aer în condiţii standard, avem fo = atm = 1,01 x 10% N/m? și 
po = 1,29 kg/m?. Astfel, relațiile (112) dau 
Vp = 332 m/s, (116) 
N/m*) 
m/s 


Z = 428 (În (117) 


Intensitatea sonoră standard. Intensitatea unei unde sonore progresive 
este prin definiție energia care se propagă prin unitatea de arie în unitatea 
de timp. O unitate folosită în mod obișnuit pentru intensitatea sunetului 
este egală cu: 


intensitatea standard = Jo = | „Wet — = 102 J/m?: (118) 


unde am folosit faptul că 1 uW = 10*W și 1 W=—1 ]/s. Un om care 
vorbeşte pe un ton de conversație normală emite o energie sonoră de aproxi- 
mativ 10-% ]/s. Deschiderea gurii în timp ce vorbim este de circa 10 cm? = 
= 10% m?. Prin urmare, dacă vorbiți cu gura la capătul unui tub de carton, 
astfel încît toată energia sonoră să se propage în direcția z (de-a lungul tu- 
bului), intensitatea sonoră este de aproximativ (10% ]/s)/10-3m? = Io. 
Puteţi, astfel, aprecia care este mărimea lui J punînd pe cineva să vă vorbească 
printr-un tub (scurt) de carton. (Un tub lung atenuează sunetul datorită fre- 
cărilor cu pereţii care prezintă asperități și prin radiaţie în afara tubului.) 
Dacă persoana care vorbește strigă cît poate de tare în tub, intensitatea este 
de aproximativ 100 o. Intensităţi de 100 pînă la 1000 de ori mai mari decît 
Io produc ascultătorului o senzație de durere. 


Intensitatea celui mai slab sunet ce poate fi auzit depinde de frecvența 
lui. În jur de 440 Hz, pragul mediu de audibilitate este de circa 10- Je. 
Astfel, urechea umană are un domeniu dinamic foarte mare, caracterizat 
printr-un factor de 1012 în. intensitate (de la 100 Ie la 10-10 FE | 


Terminologie —  decibelul. Dacă intensitatea sonoră crește printr-un 
factor de 10, se spune că ea a crescut cu 1 bel. Astfel domeniul dinamic al 
urechii este de aproximativ 12 beli. Dacă intensitatea crește printr-un fâctor 
de 1091, spunem că a crescut cu 0,1 beli sau 1 decibel. Astfel: 
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1 db — 1 decibel = un factor de 10%! = un factor de 1,26 în 
intensitate; (119) 


1 bel = 10 db = un factor de 10 în intensitate. 


O persoană cu auz normal poate detecta cu greu o creștere a intensității de 
aproximativ 1 db. 

Următoarele aplicaţii se referă la calculul impedanței sonore și al flu- 
xului de energie sonoră. 


Aplicaţie. Presiunea acustică pătratică medie pentru intensități sonore 
dureroase 

Care este presiunea sonoră (acustică) pătratică medie (în atmosfere) 
pentru o intensitate a sunetului care produce senzație de durere? Cerem răs- 
punsul în atmosfere, deoarece ne interesează întrebarea dacă durerea este 
de aceeași natură cu cea pe care o resimțim atunci cînd înotăm sub apă la 
o adincime de circa 5 m (fără să ne pompăm aer în urechea interioară înghi- 
țind). Ştim că o coloană de circa 10 m de apă produce o presiune de 1 atmos- 
feră, astfel încît la o adîncime de 5 m presiunea hidrostatică este de aproxi- 
mativ (1/2) atmosfere. Este aceasta presiunea acustică a unei unde sonore 
dureroase? 

Soluție. Luăm I = 1000 Ip ca intensitate dureroasă. Atunci, conform 
relației (113) avem: 

(PX = (ZI)2 = (1 000 ZIo)!:2 = [(1 000) (428) (10-2)]!2 = 65 N/m2. 
Această valoare este infimă față de 1 atm = 1,01 x 10% N/m?. Am obţinut 
astfel rezultatul interesant că durerea nu provine din faptul că presiunea 
mediată în timp este prea mare, deoarece o presiune de circa 60 N/m? este 
egală cu 6 x 104 atm, adică cu presiunea la care am fi supuși dacă am înota 
la o adîncime de numai 1/2 cm. 


Aplicaţie. Amplitudinea unei unde sonore cu intensitate dureroasă 

Care este amplitudinea deplasării moleculelor de aer pentru un sunet 
intens care produce durere? Luăm y(z,) = A cos (ot — kz2). Atunci derivata 
2w|ât ridicată la pătrat și mediată pe o perioadă pentru un z fixat este egală 


cu atat. Folosind relaţia (113) și presupunînd că frecvența este de 440 Hz 
obținem: 

(2 I/Z) (2 x 1000 x 10-2/428)2 
: fȚa (6,28) (440) 


A = 2,5 X 104 m = mm. 


Aplicaţie. Amplitudinea unei unde sonore la limita de audibilitate 

Care este amplitudinea deplasării aerului pentru un sunet la limita de 
audibilitate? Presupunem că intensitatea este de 10-10]. Amplitdiunea 
este proporțională cu rădăcina pătrată a lui Jo. Astfel, pentru frecvența notei 


la (440 Hz) rezultatul este egal cu rădăcina pătrată a lui 10! înmulțită cu 


rezultatul găsit în aplicația anterioară, unde am luat I = 1 000 Jo. Așadar: 
-10 
A = 10%5(2,5 x pe = 10-19m. 
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Această valoare este aproximativ egală cu diametrul mediu al unui atom. 
Astfel, urechea noastră este atît de sensibilă încît este capabilă să detecteze 
deplasări ale timpanului de aproximativ un diametru atomic! 


Aplicaţie. Semnalul audio al unui difuzor de înaltă fidelitate 


Care este, aproximativ, puterea (în waţi) a semnalului audio (sonor) pe 
care vă așteptați să o emită un difuzor tipic de înaltă fidelitate? Presupunem 
că un tînăr pasionat al emisiei de înaltă fidelitate vrea să obțină unde progre- 
sive peste limita de durere, de intensitate ], care să umple o cameră lungă, 
cu pereți laterali reflectanți dar cu peretele din fund absorbant pentru sunet. 
Considerăm că secțiunea transversală a camerei are aria de a 10 m?. La capă- 
tul în care se află difuzorul, tînărul poate face ca acesta să pună în vibrație 
întregul perete, sau poate folosi prima porțiune a camerei drept zonă de 
tranziție, astfel încît să „adapteze“ impedanța difuzorului la cea a camerei. 
(Adaptarea impedanțelor va fi discutată în capitolul 5.) În orice caz, puterea 
semnalului audio este egală cu: 


P= 1 X (aria) = (100) L x 10 = 10 W. 


Astfel, un semnal audio de 10 W este obișnuit în instalațiile de înaltă fide- 
litate. 


Aplicaţie. Suprapunerea a două sunete la limita de durere. 


Presupunem că o persoană suportă la limită durerea produsă de un su- 
net cu intensitatea de 100 9 la frecvența notei la (440 Hz), dar nu poate 
suporta la aceeași frecvență o intensitate de 200 1. Presupunem că același 
lucru este valabil pentru nota do (512 Hz) — intensitatea de 100 Ip poate fi 
suportată, dar cea de 200 Jo, nu. Ce se întîmplă dacă ambele sunete sînt cîn- 
tate simultan, fiecare cu intensitatea de 100 19? Intensitatea totală este acum 
egală cu 200 Jo. Poate fi ea suportată? Nu știu. (Am doar o bănuială.) 

Sperăm că v-am convins de faptul că sînteți acum în stare să răspundeți 
la o serie de întrebări interesante referitoare la sunet. Nu am analizat încă 
undele sonore staționare, dar ele se comportă exact la fel ca undele staționare 
longitudinale formate într-un resort slab. De aceea veți înțelege cu siguranță 
fără nici o dificultate experienţele de la sfîrșitul capitolului referitoare la sunet, 
dacă încercaţi să le efectuaţi acum. 


Exemplul 11. Unde progresive pe o linie de transmisie trece-jos. 

Sistemul pentru acest important exemplu este prezentat în figura 4.11. 
Forţa externă este tensiunea U(4) aplicată în 2 = 0. Vom considera numai 
limita lungimilor de undă mari (sau limita continuă), în care U(z,7) și I(2,t) 
sînt funcții continue de z. Dacă linia de transmisie este infinit de lungă (sau 
se termină într-un mediu perfect absorbant), avem un sistem deschis prin 
care se propagă unde progresive de tensiune U(z,4) și de curent I(z,4). Dacă 
tensiunea U(?) aplicată la capătul de intrare are forma: 


U(2) = Uo cos ut, (120) 


unda de tensiune U(z,ţ) vi trebui să fie egală cu Uo cos ut în z=—0, și deci 
va avea forma: 


U(z, î) = Ua cos (ot — k2). (121) 
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Fig. 4.11. Formarea undelor progresive pe o linie de transmisie. 


Vrem să găsim relația dintre U(z,1) și I(z,4). Se va vedea că (pentru o undă pro- 
gresivă) ele sînt »roporționale între ele (nu sînt defazate, de pildă, cu 4+90%). 
Vom anticipa acest rezultat scriind expresia intensității curentului sub forma: 


I(z, !) = Io cos (ot — k2) + Jo sin (ot — k2), (122) 


în care, după cum vom arăta, constanta Jo are valoarea zero. Considerăm 
primul condensator din figura.4.11. El are sarcina Q,(?), care corespunde dife- 
renței de potențial U,(7), unde: 


Atunci: 

2U(z,, t) dQ, 2I(z2, 3) 

Cs = n — 13 = — (a — Dn) = — a 

at de 1 2 ( 2 1) da 9 
unde în ultima egalitate am folosit aproximația continuă. Astfel 
sr rd ici 
ZU (z,t) _] (2) al(z,d)., (124) 
at a Oz 


Introducînd expresiile (121) și (122) în egalitatea (124), observăm că constanta 
Jo din relația (122) trebuie să fie într-adevăr zero. Termenii care rămîn dau: 


ERE - PER E): Tok sin (cut — 2) 


[7 A 
sau 
paza lt ag (125) 
Ve 
de unde 
— 
U(2,t) = (Ca) I(z,t) = ZIG,t), : (126) 
Yo 
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14 — Curs de fizică — c. 416 


prin definiția lui Z. Astfel viteza de fază [din relația (48), paragraful 4.2] și 
impedanța caracteristică sînt egale (în limita lungimilor de undă mari, adică 
în limita continuă sau a parametrilor distribuiți) cu: 


“(Cla) 
= | Ap (127) 


Em 


__ Puterea instantanee debitată de emițător în z = 0 este: 


P(.= U() I(5) = U(0, 2 1(0,4 = ZI2(0, 2). (129) 
În mod alternativ, P(î) se poate scrie sub forma: 
020,5. 


P(î) = U(0, 510,5 = (130) 


Observaţi că am fi putut obține Z prin simpla înlocuire a lui K prin C1 
și a lui M prin L în rezultatele referitoare la oscilaţiile longitudinale ale 
unor corpuri legate prin resorturi. Din cauza importanței acestui exemplu, 
am preferat însă să expunem toate detaliile. 


Exemplul 12. Linia de transmisie cu plăci paralele 

Acest exemplu important ne va conduce la rezultate de o mare generali- 
tate. Conform relaţiilor (55) și (59) din paragraful 4.2, capacitatea pe uni- 
tatea de lungime și inductanța pe unitatea de lungime a unei linii de trans- 
misie cu plăci paralele (cu vid între plăci) au expresiile: 


a d a , 


unde 7 este lățimea iar d distanța dintre plăci. Astfel, impedanța caracteris- 


tică este [vezi relația (128)]: 
= | pot. (132) 
Cla €9 ] 


(Z se exprimă în volți/amperi, adică ohmi). Utilizînd relația (130) puterea 
radiată P(/) se scrie sub forma: : 


P() = L U20,1) = | 1 U240,9. (133) 
4 Ho d 

Să exprimăm puterea radiată în funcție de singura componentă nenulă a 

intensității cîmpului electric, E, care este definită în fiecare punct dintre 

plăci, în loc să folosim diferența de potențial U(0,4), care reprezintă integrala 

cîmpului electric (uniform) de-a lungul distanței d: 


U(0,5 = d: E,(0,5. (134) 
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Atunci expresia (133) devine: 


P() = | (14)E2(0,5). (135) 
Ho 


Observați că produsul 74 reprezintă aria unei secțiuni transversale prin capătul 
liniei de transmisie. Dacă împărțim puterea emisă prin aria /d, obținem den- 
sitatea fluxului de radiație (în J/m?.s) sau intensitatea radiației. Vom 
nota această mărime cu simbolul folosit în mod curent pentru undele electro- 
magnetice, S. Din experiența noastră cu coarde și cu unde sonore, știm că 
putem scrie expresia energiei transportate de o undă înlocuindu-l pe z=0 
cu o poziție oarecare z. Astfel, pentru o undă electromagnetică plană care 
se propagă în direcția +2 într-o linie de transmisie cu plăci paralele, energia 
care străbate în unitatea de timp o suprafață de 1 m? aflată în punctul 2 
este: 


€o 


S(2,0 = ra E2(2, d. (136) 


Să determinăm acum raportul dintre singura componentă nenulă a inducției 
cîmpului magnetic, B,(z,t), și cemponenta cîmpului electric E„(2,4). Putem 
găsi acest raport, deoarece am stabilit că raportul dintre U(z,) și E„(2,1) este 
constanta Z, şi deoarece știm care sînt relațiile dintre U și £,, respectiv 7 Si 
B,. Astfel avem: 


U = ZI 
adică 
uo d | 
dE, = || —.-—I. (137) 
€o l 


Dar, conform relaţiei (57) din paragraful 4.2, avem: 
LB, = uol. (138) 


Comparînd relațiile (137) și (138), găsim că, pentru o undă electromagnetică 
plană care se propagă în direcția +z de-a lungul unei linii de transmisie cu 
plăci paralele, cîmpurile electric și magnetic pentru orice z și / sînt perpendi- 
culare unul pe altul și pe direcția de propagare, raportul lor este constant iar 
semnele lor algebrice sînt astfel încît produsul vectorial E x B este dirijat 
de-a lungul direcției de propagare. Pe scurt: ; 


|: 1 


|Eate tie = Bz) = cB,(2, d). (139) 


Unde electromagnetice plane în medii transparente. Să presupunem că 
linia de transmisie conține o substanță dielectrică avînd permitivitatea rela- 
tivă €, și permeabilitatea magnetică relativă u,. ocusivateae aplicată este 
U(2). Atunci putem scrie puterea radiată: 


P() = Su cugeta pi pa a d 
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sau 


= a po2 ua. 
z=ejes- Vei eta 
Din aceste relații se obține intensitatea (sau densitatea fluxului) S = P//d: 


S(z,t = a (2,2). 


pre a E 


(141) 


__Să determinăm și raportul dintre B, și £,. Pentru o intensitate a curentului 
1 dată, inducția magnetică este mai mare printr-un factor yu, decît inducția 
în absența substanței transparente. Astfel: 


15, = po 2. 
Dar 
VI VI. 
adică: 


dE, = Br no d Yp 
a E Pe d 7 
Comparînd aceste expresii ale lui E, și B, obținem: 


85! pi LoDhealiii perastata 
= Ve, ur Vo uo == Ve, pr — 4 
E, c 


"2 


Astfel: 
ii e e ba Pe cb 
| B, = Neue ss ae AR (142) 


Unde electromagnetice plane în spațiul vid nemărginit. Rezultatele din 
cazul vidului date în relațiile (136) și (139) 


ste,= ee, Be, d = Ele, , (143) 


au fost deduse pentru undele electromagnetice (unde formate din cîmpuri 
electrice și magnetice variabile), produse de către undele de curent și de ten- 
siune de-a lungul unei linii de transmisie plan-paralele. Linia de transmisie 
a fost presupusă nu numai plan-paralelă, ci şi uniformă (admiţînd că nu există 
efecte de margine). Cîmpul electric E,„(2,) şi cîmpul magnetic B,(z2,) sînt și 
ele uniforme: atîta timp cît ne referim la spaţiul dintre. plăci și lățimea 7 este 
atît de mare încît efectele de margine sînt neglijabile, E, are aceeași valoare 
pentru toate pozițiile x și y (pentru o anumită poziţie z şi un timp / fixat); 
inducția B, este și ea independentă de x şi y. Astfel de unde se numesc 
unde plane. Orice plan perpendicular pe axa z (axa, de propagare a undelor) 
este un plan de fază constantă, adică un plan în care mărimea w/ — kz are 
aceeași valoare. Aceste plane se numesc fronturi de undă. 
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Există însă mai multe moduri de a obține unde electromagnetice progre- 
sive plane. Un mod este cel pe care tocmai l-am studiat, folosind o linie de 
transmisie cu plăci paralele. Alt mod de a obţine unde progresive care sînt 
aproximativ plane este să mergem foarte departe de o „sursă punctiformă“ 
de radiații electromagnetice, de pildă o lumînare, un felinar sau o stea. (Într-un 
capitol ulterior vom stabili cît de mică trebuie să fie sursa pentru a putea fi 
considerată cu o bună aproximație „punctiformă“.) “În această situație, toată 
radiația din vecinătatea observatorului se propagă practic în aceeași direcție, 
atîta timp cît nu considerăm o suprafață prea mare perpendiculară pe di- 
recția (aproximativă) de propagare. (Vom arăta mai tîrziu cît de mare poate 
fi „vecinătatea“. Ea depinde, ca de obicei, de tipul de experiență pe care îl 
considerăm.) Se arată (lucru care ar trebui să ni se pară de pe acum plauzibil 
şi pe care îl vom demonstra folosind ecuaţiile lui Maxwell într-un capitol 
ulterior) că rezultatele din relația (143) sînt proprietăți „locale“ ale undelor 
electromagnetice plane și nu depind de condițiile la limită, adică de configu- 
rațiile de curent și sarcină care au radiat undele. Desigur, faptul că E este 
dirijat de-a lungul lui & depinde de condiţiile la limită pe care le-am precizat 
prin felul în care am construit linia de transmisie cu plăci paralele. De aceea, 
trebuie să exprimăm aceste rezultate foarte importante și generale într-un 
mod mai general decît relația (143). Vom face aceasta acum: 


O undă electromagnetică plană care se propagă în vid în sensul pozitiv al 
axei 2 are urmăloarele proprietăți (dintre care nu toate sînt independente): 


1. E(z,4) și B(z,?) sînt perpendiculare între ele și pe £. 
2. Mărimea lui E(z2,t) este egală cu mărimea lui B(z,!) înmulțită cu c. 


3. Direcţiile lui E(z,?) și B(2,t) sînt astfel încît vectorul E(z,4) x B(2,t) 
"este dirijat de-a lungul lui + 2. 


4, Primele trei proprietăți implică faptul că B(z, 7) = d 2 X E(z,t) ceea 
c 
ce este echivalent cu relațiile B,(2,4) = L E,(2,0) şi Buz) = —LE,(20). 
c c 


5. Viteza de fază este c, independent de frecvență; altfel spus, undele 
electromagnetice în vid sînt nedispersive. 


6. Intensitatea instantanee (sau densitatea fluxului energetic) (în ]/m?:s) 
este: 


S(z5 = fe E: (2,4) = *e ura, + E%2,5]. (144) 


Relaţiile de mai sus sînt foarte importante și, după cît se știe, complet 
generale. Ele sînt valabile la toate frecvențele, de la v = 1 oscilație în 100 000 
ani, de exemplu (ceea ce corespunde unei lungimi de undă de 100 000 ani 
lumină, aproximativ diametrul galaxei noastre) pînă la frecvențe v 2 3 X 
x 102% Hz, de exemplu, corespunzînd unei lungimi de undă c/v de 10-15 cm 
sau unei „energii a fotonului“ hv de circa 100 BeV (miliarde de electron-volți). 
(Trebuie să vă obișnuiți cu faptul că în diferite domenii de frecvenţe se folo- 
sesc unități diferite.) 
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EXPERIENŢĂ PENTRU ACASĂ 


Aplicaţie. Determinarea constantei solare 

lată un, exemplu numeric care ilustrează fluxul de energie. (El îmbină 
experiența cu calculul. Sperăm că veţi face experiența.) 

Problemă: să se determine media pătratică a intensității câmpului electric 
pri ui progresive reprezentînd lumina solară obișnuită la suprafața Pămin- 
tului, 


Soluţie. (Deoarece aceasta este o experiență reală, vom face diverse 
__ aproximații și presupuneri pe măsură ce înaintăm. Răspunsul conţine deci 
multe restricții, așa cum se întîmplă cu majoritatea rezultatelor experimen- 
tale.) Faceţi rost de un bec cu incandescență de 200 sau 300 W, cu globul 
de sticlă transparentă (nu mată) și filamentul lung de circa 2 cm. Aprinde- 
ţi-l. Închideţi ochii. Aduceţi becul aprins aproape de față. Folosiţi-vă ochii 
ca detectori, pleoapele încmse acționînd ca un filtru. Pleoapele detectează o 
parte din infraroșul invizibil — ele simt căldură. Ochii, acoperiţi de filtrul 
pleoapelor, văd o culoare roșie, datorită luminii care pătrunde prin filtru. 
Stingeţi acum becul și ieșiți afară (presupunînd că este o zi însorită). „Priviţi“ 
cu ochii închişi Soarele. aaa simți căldură pe pleoape și veţi „vedea“ prin 
pleoape o „culoare roșie“. Întoarceţi-vă la lumina electrică. Măsuraţi dis- 
tanța R dintre pleoape și filament pentru care densitatea fluxului de energie, 
estimată cu ajutorul ochilor, coincide cu cea care provine de la Soare. 
Experiența s-a terminat și restul este în, cea mai mare parte calcul arit- 
metic. Folosiţi puterea nominală P a becului și distanța R pentru a calcula 
densitatea fluxului prin pleoape, presupunînd că filamentul radiază la fel 
de intens în toate direcţiile. Atunci rezultatul (în unităţi arbitrare) este că 
densitatea mediată în timp a fluxului care străbate pleoapele este: 


P 


———. 145 
4xR2 i 


(S(z, > = s= 


Aceasta este și densitatea mediată în timp a fluxului care trece prin pleoape, 
datorată luminii solare, cel puțin în domeniul de culori pe care îl puteți 
detecta (incluzînd o parte din infraroșu, detectată de pleoape). Presupunând 
că „spectrele“ culorilor din lumina becului și cea a Soarelui nu sînt prea 
diferite, putem presupune că densitatea fluxului fota/ (intensitatea radiației) 
care sosește de la Soare, incluzînd ultravioletul pe care probabil nu îl detectăm 
prin această tehnică, este dată de relația (145). Mărimea S se numeşte „con- 
stanta solară“. În partea de sus a atmosferei Pământului constanta solară 
este: 


5 = 15330 dm s. (146) 


Considerînd această valoare pentru S, care este media pătratică a intensității 
cîmpului electric, în V/m? 


fa 1 
S'ss49 2.5 = || cp = cc (ED = — 
1 350 J/m2.-s ee > = coc (E2 PAC 
(ED = (3 x 105) (1 350) (4 x 10-7) = 518 400, 
Em = (EXP = 720 V/m. (147) 
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Măsurarea fluxului de energie al radiației electromagnetice. În exemplul 
considerat mai sus, v-aţi folosit de ochi și pleoape pentru a determina con- 
stanta solară la suprafața Pămîntului. Ochii și detectorii de căldură din pleoape 
constituie niște detectori de radiaţie tipici, în sensul că sînt niște detectori 
pătratici — ei reacţionează la intensitatea incidentă dar sînt insensibili față 
de informația referitoare la fază. (Acesta este cazul și cu detectorii de sunet 
din ureche.) De aceea, mărimea convenabilă pentru a descrie fluxul incident 
nu este valoarea instantanee a lui S(z,ț), ci valoarea mediată în timp, pe o 
perioadă de oscilație: 


S= (St, = ji E (148) 


(Pentru o undă plană, această valoare mediată în timp este independentă de 
poziția z.) 


Un detector pătratic tipic constă dintr-un filtru trece-bandă (folosit 
pentru a lăsa să treacă radiațiile cu frecvența dorită și a exclude alte radiații 
„de fond“), urmat de un „element sensibil“ care absoarbe tot fluxul incident 
fără pierderi (prin reflexie) și dă un „semnal de ieșire“ proporțional cu (sau 
cel puţin dependent de) energia absorbită. O clasă largă de astfel de detectori 
folosește un ca/orimetru fin ca element sensibil față de absorbția de energie. 
Energia absorbită în unitatea de timp se determină măsurînd viteza de creștere 
a temperaturii într-o anumită substanță absorbantă sau măsurînd diferența 
de temperatură la echilibru dintre elementul sensibil și un mediu înconjură- 
tor standard (de pildă, un mediu foarte ușor de reprodus și foarte rece, cum 
este heliul lichid), echilibrul fiind menținut printr-un transfer constant de 
căldură între element și mediu. Un astfel de detector poate avea un sistem 
de etalonare propriu, din care se poate exclude (de exemplu) în mod temporar 
radiația externă și se poate trece în schimb un curent printr-un rezistor 
standard conţinut în elementul sensibil. Puterea disipată în rezistor se deter- 
mină ușor măsurînd intensitatea curentului și căderea de potenţial și ea este 
egală cu puterea absorbită prin radiație care produce aceeași creștere a tempe- 
raturii. Există multe perfecționări ingenioase ale acestei metode. 

O altă clasă de detectori constă din contoarele de fotomi. Un fotomultipli- 
cator constituie un contor de fotoni. Ori de cîte ori „fotocatodul“ unui foto- 
multiplicator absorbe un foton, se produce un, „fotoelectron“. Acest fotoelec- 
tron, este apoi accelerat de o diferență de potenţial de aproximativ 
100 V pînă ajunge la o „dinodi mulitiplicatoare“, unde un fotoelectron pro- 
duce 3 sau 4 electroni secundari. Aceștia sînt accelerați pînă la o a doua 
dinodă, unde fiecare produce încă 3 sau 4 electroni etc. În final, după circa 
10 astfel de etaje de amplificare, adică, după 10 dinode, există aproximativ 
(3,5) electroni pentru fiecare foton incident, care sînt apoi culectați de o 
„placă colectoare“ sau un „anod“. Ei trec printr-un rezistor, generînd un 
puls de tensiune. Pulsurile sînt înregistrate și pot fi numărate. Fiecare puls 
corespunde exact absorbției unui singur foton avînd energia electromagnetică 
hy, unde v este frecvența de oscilație iar / este constanta lui Planck. Pentru o 
frecvență dată v, eficiența detecției fotomultiplicatorului e(v) poate fi deter- 
minată folosind o anumită sursă de radiaţii standard. Atunci viteza de numă- 
rare medie R (în pulsuri pe secundă), mediată pe un anumit interval de timp 
!p, este dată de numărul de pulsuri înregistrat N împărțit prin timpul d: 


N + NN 3 (149) 


pr ta 
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unde „deviația standard“ a numărului de pulsuri, o estimare convențională 
a incertitudinii statistice a măsurătorii, este luată egală cu rădăcina pătrată 
a numărului de pulsuri. Mărimea măsurată R este folosoită pentru a determina 
densitatea fluxului de energie (intensitatea) în ]/m2 : s prin relația: 


R=(i)aeo = 7 | ere. ae, (150) 


unde A este aria fotocatodului (în m2), S este intensitatea mediată în timp 
(în ]/m2 - s), S/hv este densitatea fluxului de fotom mediată în timp, în număr 
_ de fotoni/m2?- s iar e(v) este eficiența detectorului. Ea reprezintă probabilitatea 
ca un foton incident pe fotocatod să fie absorbit, producînd un fotoelectron. 
E ficienţele de detecție tipice pentru fotomultiplicatori sînt de 1%, pînă la 20%. 


Un exemplu de detector care nu este un detector pătratic constă dintr-o 
antenă de recepție, un circuit de rezonanță acordat, excitat de tensiunea indusă 
în antenă (de către undele progresive-provenind de la un emițător aflat la 
distanță), un amplificator și un osciloscop. Semnalul osciloscopului indică 
faza instantanee a radiaţiei precum și intensitatea ei; adică, el dă un semnal 
proporțional cu intensitatea instantanee a cîmpului electric din antenă, și nu 
cu pătratul acestei intensități mediat în timp. Este posibil să măsurăm cu o 
precizie nelimitată faza unei unde electromagnetice, numai dacă avem un 
număr atît de mare de fotoni încît să nu putem distinge pulsurile fotonilor 
individuali. Atunci putem „modela“ intensitatea cîmpului electric ca funcție 
de timp făcînd să se absoarbă un, mare număr de fotoni în fiecare „moment“. 
Nu este posibil să determinăm constanta de fază q a unui singur foton într-o 
undă luminoasă descrisă de E, = A cos(ot—hz+ ș). 


Intensitatea luminoasă standard — candela. Unitatea de intensitate 
luminoasă se numește candelă.* O sursă cu intensitatea de o candelă 
emite, în toate direcțiile, o putere totală de aproximativ 20,3 mW lumină 
(la frecvența corespunzătoare maximului de vizibilitate, adică la o lungime 
de undă de circa 5 560 A): 


o sursă cu intensitatea de o candelă 
emite 2 20 mW sub formă de radiație vizibilă. (151) 


Luminanța unei suprafeţe. Fiecare porțiune din suprafața radiantă a flă- 
cării unei lumînări emite lumină în toate direcțiile. Dacă privim flacăra unei 
lumînări, ea ne apare la fel de strălucitoare pe toată suprafața. De asemenea, 
ea pare la fel de „strălucitoare“ indiferent de faptul că ne aflăm aproape sau 
departe de ea. Acest lucru este adevărat și pentru Lună sau pentru o foaie 
de hîrtie albă. El este aproximativ adevărat și pentru suprafața unui bec 
electric mat cu incandescenţă. Luminanța unei surse este definită ca raportul 
dintre intensitatea acesteia și aria suprafeţei ei. Luminanța se măsoară în 
candele pe unitatea de arie. Flacăra unei lumînări obișnuite are o suprafață 


* Intensitatea energetică a unei surse punctiforme reprezintă fluxul de radiație (exprimat 
în wați) emis în unitatea de unghi solid. Intensitatea luminoasă reprezintă mărimea fotometrică 
corespunzătoare, definită ca fluxul luminos emis în unitatea de unghi solid. Conform definiției 
adoptate în 1979 de Conferința Generală de Măsuri și Greutăţi, candela este intensitatea lumi- 
noasă, într-o direcție dată, a unei surse care emite o radiație monocromatică cu frecvența de 
540 x 1012 Hz și a cărei intensitate energetică în această direcție este de 1/683 W pe steradian. 
(N.T.) 
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totală cu aria de circa 2 cm? și o intensitate de aproximativ o candelă. Astfel, 
luminanța unei lumînări este: 


luminanța unei lumînări = lcd/2cm?2 = 0,5 cd/cm2. (152) 


Un bec obișnuit de 40 W și 120 V are o eficacitate luminoasă absolută de 
aproximativ 1,8%. Aceasta înseamnă că aproximativ 1,8%, din cei 40 W disi- 
pați ca „pierderi I2R“ în filament sînt emiși sub formă de radiație vizibilă. 
Restul este emis în cea mai mare parte ca radiaţie invizibilă. (O mică parte 
este pierdută, de asemenea, prin conducție în firele de alimentare a filamen- 
tului de la baza becului. O parte din radiaţia infraroşie este absorbită în globul 
de sticlă, din care cauză acesta se încălzește — chiar și atunci cînd este făcut 
din sticlă transparentă, care lasă să treacă aproape complet radiația vizibilă.) 

Să estimăm luminanța unui bec de 40 W. (Vom compara rezultatul 
nostru cu cel dat în Handbook, și anume 2,5 cd/cm2?.) Becul nostru are un 
diametru de circa 6 cm. Dacă îl aprindem și îl privim, constatăm că, spre 
deosebire de cazul Lunii, proiecția suprafeţei lui nu este la fel de luminoasă 
peste tot. Strălucirea este aproape uniformă în vecinătatea centrului, dar 
scade brusc astfel încît „lărgimea totală la o strălucire egală cu jumătate din 
valoarea maximă“ este de circa 2 cm ; cu alte cuvinte, el apare ca proiecția 
unei sfere cu strălucire uniformă, avînd diametrul de 2 cm. De aceea, vom 
aproxima becul printr-o sferă uniform luminoasă cu diametrul de 2 cm. 
Luminanţa acestei sfere „efective“ este egală cu intensitatea luminoasă a 
becului împărțită la aria suprafeței. Aria este 4x72 — 4x = 12,6 cm?. Fluxul 
luminos este egal cu produsul dintre puterea de 40 W și eficacitatea egală cu 
0,0176. Pentru a exprima rezultatul în cd/cm? folosim factorul de conversie 
din relația (151) și obținem: 

luminanța unui bec de 40W = 471 1[40) (00,426) e. = 2,8 cd/cnit. (133) 
(12,6) (20 x 103) 


Vaioarea dată în Handbook este de 2,5 cd/cm2?. 

Aspectul „brumat“ al unui bec mat obișnuit (de tipul considerat mai 
sus) se obține prin producerea unor asperități pe suprafaţa lui interioară. Un 
alt tip obișnuit de bec este cunoscut sub numele de „alb-mat“. Spre deosebire 
de cazul unui bec mat obișnuit, suprafața unui bec „alb-mat“ are o lumino- 
zitate aproape uniformă. E! luminzază asemănător cu Luna, dar este mai stră- 
lucitor. 


De ce nu pare Luna mai strălucitoare atunci cînd este mai aproape? Să 
vedem de ce strălucirea aparentă a suprafeței unui obiect care emite lumină ; 
în toate direcţiile, de pildă o foaie de hirtie albă (sau Luna, Soarele, cerul al- 
bastru) nu depinde de cît de departe de suprafață ne aflăm. Presupunem că - 
privim un, perete care este complet acoperit cu becuri luminoase cu incandes- 
cenjță avînd globuri „albe mate“. Fie D densitatea pe suprafață a becurilor, 
măsurată în număr de becuri pe unitatea de arie a peretelui. Prin definiție, 
luminanța peretelui coincide cu cea a unui singur bec. Dar senzaţia vi- 
zuală de luminozitate depinde de energia luminoasă (provenind de la sursă) 
care pătrunde în, ochi într-un anumit „con standard“ cu vîrful în ochi și cu o 
anumită deschidere unghiulară. Astfel, la un moment dat, noi „privim “ 
numai o mică porțiune din suprafața luminoasă, și senzația noastră de lu- 
minozitate depinde de energia care intră în ochi, provenită de la suprafața 
interceptată de conul standard. Presupunem că distanța de la ochi la perete 
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este R și că. „ne uităm“ la o porțiune a peretelui de arie AA. Unghiul solid 
AQ sub care se vede aria AA este definit ca: 


AA 


AD= e (154) 


unde AA este aria suprafeţei proiectate perpendicular pe linia vizuală și este 
presupusă mică, astfel încît orice dimensiune transversală a regiunii AA este 
foarte mică în comparaţie cu R. Un unghi solid constant dat AQ corespunde 
unui con avînd un unghi la vîrf dat. Senzația de luminozitate este propor- 
Hională cu energia care intră în ochi într-un mic unghi solid constant (adică, 
într-un con constant) sub care se vede o porțiune a suprafeței. Numărul N 
de becuri luminoase din conul constant de unghi solid AQ este egal cu den- 
sitatea becurilor D înmulțită cu aria AA: 


N= DAA=DAQ.R2. (155) 


Să presupunem acum că ne deplasăm mai departe de peretele cu becuri 
luminoase. Deoarece D și AQ sînt constante, numărul de becuri pe care le 
privim crește proporțional cu R2. Dar fluxul de energie care contribuie la 
senzația de luminozitate produsă de fiecare bec scade ca 1/R2, deoarece pu- 
terea P a fiecărui bec (în ]/s) se distribuie uniform pe aria 4xR2. Aceste 
două tendinţe „se compensează“. Astfel, intensitatea radiației S (în ]/m2:s) 
care ajunge la ochi într-un. con de unghi solid AQ fix este constantă: 

S (în ochi) = AA at pp ASPRA (156) 
4x.hR2 47 


De aceea peretele cu becuri aprinse pare la fel de „strălucitor“ indiferent de 
faptul că ne aflăm aproape sau departe de el, la fel ca o foaie de hîrtie albă. 


În analiza de mai sus am presupus că linia vizuală a fost perpendiculară 
pe peretele cu becuri. Să presupunem acum că peretele cu becuri este înclinat 
cu un unghi destul de mare față de linia vizuală. Aţi putea crede că, deoarece 
conul de unghi solid constant interceptează mai multe becuri, suprafața trebuie 
să pară mai luminoasă dacă este înclinată. Şi totuși nu este așa. Becurile sînt 
niște obiecte tridimensionale — niște sfere. Atunci cînd privim peretele încli- 
nat, becurile se acoperă parțial unele pe altele. Dacă luaţi două becuri stră- 
lucitoare mate (albe mate) și le faceți să se eclipseze parțial (sau total), atunci 
nu există contribuție luminoasă din, partea becului eclipsat. Aria suprafeţei 
proiectate a „suprapunerii“ nu este mai luminoasă decît aria proiecției unui 
singur bec. 

Atunci cînd o foaie de hîrtie, sau o suprafață pe care s-a presărat sare 
ori zahăr, sau suprafața Lunii, sînt iluminate, de sursa de lumină existentă 
în cameră sau de către Soare, materialul este iluminat pînă la o adincime 
considerabilă. Lumina care iese din suprafață a fost împrăștiată de multe ori. 
Efectul net este o suprafață care reemite lumina, asemănătoare într-o 
oarecare măsură cu un perete cu mai multe straturi de becuri mate 
albe. Pentru a vă convinge că o mare parte din lumina emergentă provine de 
la o adîncime considerabilă, așezați o bucată de pînză albă pe o suprafață 
întunecată. Așezaţi deasupra o altă bucată, și încă una etc. Pînza pare din 
ce în ce mai „albă“ pe măsură ce adăugați tot mai multe straturi. 
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Iuminarea-luxul. Fluxul luminos ce cade normal pe unitatea de arie 
în jurul unui punct se numește 1/uminare. Iluminarea este proporțională cu 
luminanța sursei și cu unghiul solid sub care se vede aceasta din punctul con- 
siderat. De exemplu, dacă Luna ar fi avut un diametru de două ori mai mare, 
luminanţa ei ar fi fost aceeași (fiind datorată iluminării Lunii de către Soare). 
Dar unghiul solid sub care ar fi fost vizată luna ar fi fost de patru ori mai 
mare (decît cel anterior) și iluminarea produsă de ea pe Pămînt ar fi fost, 
de asemenea, de patru ori mai mare. 


Unitatea de iluminare se numește /ux (1x).* 


Tabelul 4.3 
Luminanțele unor suprafețe 
Suprafaţa | Luminanţa, cd/cm2 
Lumînare 0,5 
Bec mat de 410 W a) 
Cerul senin 0,4 
Luna 0,25 
Soarele 160 000 
Bec transparent de 40 W (lingă filament) 200 


Sursa: Handbook of Chemistry and Physics, ed. 48. (The Chemical Rubber 
Co, Cleveland, ann. pub), paragraful „mărimi fotometrice“. 


Conform tabelului 4.3, care prezintă cîteva valori tipice ale luminanţei 
pentru diverse suprafeţe interesante, o lumînare este aproximativ la fel de 
strălucitoare ca și cerul. Aceasta înseamnă că, dacă ţineţi în mînă o lumînare 
și o priviţi avînd cerul ca fond, flacăra lumînării va fi greu de distins. Desigur, 
culoarea este diferită ; lumînarea este galbenă, cerul este albastru. 


Aplicaţie. Comparaţie între un bec de 40W și Lună 


lată un exemplu numeric: la ce distanță R un bec mat de 40 W, cu dia- 
metrul „efectiv“ de 2 cm, produce aceeași iluminare ca și Luna plină ? Conform 
tabelului 4.3, becul are o luminanţă de 10 ori mai mare decît a Lunii. Pentru a 


produce aceeași iluminare, el trebuie să fie văzut sub un unghi solid egal cu 
1/10 din unghiul solid al Lunii, adică diametrul lui trebuie să fie văzut sub un 
unghi egal cu 1//10 = (1/3,2) înmulțit cu unghiul sub care se vede diametrul 
Lunii. Diametrul Lunii este de circa 1/2 cm la o lungime de braț de 50 cm, 
ceea ce corespunde unui unghi de 1/100 radiani. Prin urmare, unghiul cores- 


punzător becului trebuie să fie de 1/320 radiani. Astfel (320)- 2 cm/k; 


R = 2 (320) = 640 cm = 6,4 m. Desigur, 6,4 m este distanţa care corespunde 
unei „Luni pline“, pentru orsce bec de 40 W, indiferent dacă este mat sau nu. 
Un bec transparent va părea mai luminos dar va produce aceeași iluminare. 


* În SI unitatea de flux luminos este lumenul, definit ca fiind fluxul luminos emis în- 
tr-un unghi solid egal cu un steradian de către o sursă punctiformă cu intensitatea de o can- 
delă (llx = lcd x lsr). 

Luxul reprezintă iluminarea unei suprafețe de 1 m? pe care cade normal un flux luminos 
de 1 lumen (L!x = lim/m?2). (N.T.) 
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Aplicaţie. Satelit-oglindă 

Să presupunem că fermierii din Kansas și o parte din Nebraska, aflați 
într-o regiune agricolă circulară cu un diametru de 330 km (lungimea statului 
Kansas de la est la vest), ar dori să-și are cîmpul noaptea la lumina unei Luni 
pline pe toată durata unei luni. Departamentul Agriculturii găsește o soluție: 
un satelit al Pămîntului, constînd dintr-un balon din material plastic, de forma 
unui disc circular, avînd o suprafață puternic reflectantă. Dacă fermierii ar 
fi dorit o lumină echivalentă cu lumina Soarelui, cel mai mic satelit-oglindă 
care ar fi putut realiza aceasta ar fi fost o oglindă plani avînd mărimea supra- 
feței fermelor din Kansas și Nebraska. Acest lucru este imposibil de realizat 
cu tehnologia actuală a sateliților. Dar fermierii vor numai lumina Lunii 
pline. Conform tabelului 4.3, Luna este de 640 000 ori mai puțin strălucitoare 
decît Soarele. Ea determină un, unghi solid aproximativ egal cu cel al Soarelui. 
Astfel, fermierii au nevoie de o iluminare de 64 x 101 ori mai mică decît cea 
produsă de Soare. De aceea, satelitul-oglindă poate să aibă o arie de 64 x:101 
ori mai mică decît suprafața fermelor și să intercepteze încă suficientă lumină 
de la Soare pentru a satisface fermierii. (În loc să fie plană, oglinda trebuie 
să fie puțin divergentă, astfel încît să răspîndească lumina solară pe toată 
regiunea agricolă.) Astfel, diametrul oglinzii poate fi de 8 x 102 ori mai mic 
decît diametrul regiunii. Diametrul oglinzii trebuie să fie deci de 330 km/800=— 
= 410 m. Acest satelit este realizabil ! 


PROBLEME ȘI EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


4.1. Capătul din z = 0 al unei coarde este pus în mișcare armonică cu frecvența de 10 Hz 
şi amplitudinea de 1cm. Celălalt capăt al coardei se află la o distanță infinită (sau, altfel 
spus, coarda este. „terminată“ astfel încît să nu exis:e reflexii). Viteza de fază este de 5 m/s. 
Descrieți (cu precizie) mișcarea unui punct de pe coardă, aflat la o distanță de 3,25 m față 
de capătul pus în mișcare. Care este mișcarea unui al doilea punct situat la o distanță mai 


mare cu încă 3,25m? 

4.2. Viteza de fază a fost introdusă pentru descrierea undelor progresive. Ea satisface 
relația vş = AY. Ştim, de asemenea, ce semnificație au A și V în cazul undelor staționare; de 
aceea putem găsi wp studiind undele staționare în locul celor progresive. 

(a) Determinați viteza de fază pentru o coardă de pian cu lungimea de 1 m, şi frecvența 
de 440 Hz (nota la), care vibrează în modul fundamental. 


(b) Arătați că, pentru o coardă de vioară sau de pian fixată la ambele capete, perioada T a 
modului fundamental este dată de timpul „dus și întors“ necesar unui puls pentru a se propaga 
de la un capăt al coardei la celălalt și înapoi la primul capăt, propagindu-se mereu cu vi- 
teza de fază. Care sînt perioadele modurilor superioare? 

(c) Explicați rezultatul de la punctul (P), gîndindu-vă la un ciocănel de pian care lovește 
o coardă aproape de un capăt și produce un „pachet de unde“ sau un „puls“, care se propagă 
înainte și înapoi cu viteza de fază. Gindiţi-vă la analiza Fourier a mișcării dependente de timp 
a oricărui punct fixat de pe coardă. Aveţi nevoie numai de tipul de analiză Fourier studiat în 
capitolul 2. 

(d) Consideraţi o coardă fixată în z = 0 şi liberă în z = L. Arătaţi că perioada celui mai 
coborit mod este egală cu timpul necesar pulsului pentru a se propaga dus și întors și din 
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nou dus şi întors, adică de doud ori dus şi întors cu viteza de fază. Puteţi explica într-o formă 
simplă de ce acest rezultat este atit de diferit de cel de la punctul (5)? De ce trebuie ca pulsui 
să parcurgă drumul de două ori? 


4.3. Coarda de pian considerată la punctul (a) din problema 4.2. are diametrul de lmm 
și este coniecționată din oțel cu densitatea de 7 900 kg/m?. Determinați tensiunea în coardă. 


R: aproximativ 5 000 N. 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


4,4. Viteza de fază a undelor de-a lungul unui resort slab. 

(a) Măsuraţi viteza de fază prin metoda descrisă în problema 4.2, adică folosind undele 
staționare. i 

(b) Calcul : arătați „teoretic“ că viteza de fază pentru un resort slab (constînd dintr-un 
număr fix de spire, adică o anumită masă de substanță) este proporțională cu lungimea 
resortului. Astfel, dacă dublaţi lungimea întinzind resortul mai mult, viteza de fază creşte 
de 2 ori. 

(c) Verificaţi experimental acest rezultat, folosind undele staționare, ca la punctul (a). 


(d) Trimiteţi de-a lungul resortului un „puls“ scurt sau un „pachet de unde“. În același 
timp, lăsați întregul resort liber, în repaus, într-o configurație care ar produce oscilații în 
modul transversal fundamental. Timpul „dus-întors“ pentru puls este egal cu perioada mo- 
dului fundamental? 


4.5. Amortizarea într-o fiîșie de cauciuc. Confecționaţi o „fringhie de cauciuc“ lungă de 
50 cm sau lm, împletind mai multe fișii de cauciuc tăiate sub formă de şuvițe. Încercați să 
verificați dacă viteza de fază a undelor longitudinale este mai mare (sau nu) decit cea a undelor 
transversale. Veţi constata că modurile longitudinale sînt puternic amortizate. Țineţi una din 
fișii lipită de buzele wmezite. Intindeți » brusc. Aşteptaţi. Lăsați-o brusc liberă. Ce vă spun 
rezultatele acestei experiențe în legătură cu amortizarea ? De ce modurile longitudinale sint amor- 
tizate atît de mult în comparație cu cele transversale? Altfel spus, cum de puteți obține oscilații 
transversale apreciabile cu o amortizare atit de puternică? 


4.6. Măsurarea vitezei sunetului utilizînd pachete de unde. Prezentăm două metode: 


(a) Aranjaţi cu un prieten, care vă ajută, să declanșeze o petardă la o distanță de circa 
800 m. Declanșați un cronometru, în momentul în care vedeți lumina-fulger a exploziei. Opriţi 
cronometrul atunci cind auziţi sunetul. Măsurați distanța cu pasul. Efectuați experiența la 
două distanțe care diferă printr-un factor de ordinul lui 2. Reprezentaţi grafic întîrzierea in 
timp ca funcție de distanță pentru aceste două puncte. Linia dreaptă care trece prin aceste două 
puncte intersectează originea? Dacă nu, care este motivul? Puteți determina totuși, în acest 
caz, viteza? Cum? 

(b) Mergeţi în curtea unei școli sau pe un teren de joacă constînd dintr-o zonă întinsă, ori- 
zontală, care se termină de-a lungul unei laturi cu o clădire, astfel încit să puteţi auzi un ecou 
clar atunci cînd bateți din palme stind la o distanță de circa 50 m de perete. Timpul „dus şi 
întors“ este în acest caz de ordinul a două sau trei zecimi de secundă. El este greu de măsu- 
rat cu precizie, chiar dacă folosim un cronometru. Prezentăm aici o metodă pentru care aveți 
nevoie numai de un ceas obișnuit (cu secundar). Puneţi ceasul jos astfel încît să-l vedeți în 
timp ce bateți din palme. Începeți să bateți din palme ritmic, la început încet. Ascultaţi atit 
bătăile din palme cit și ecoul. Creșteți ritmul pină cînd fiecare ecou sosește exact la „sfîrșitul 
bătăii“. Acesta poate fi un ritm ușor de realizat, de pildă două bătăi pe secundă. Menţineţi- 
acest ritm timp de circa 10 s, privind la ceas și numărind în același timp bătăile din palme. 
(Se poate să aveți nevoie de citeva minute de exercițiu.) Măsurați distanța pină la peretele 
care produce ecoul. Restul este simplă aritmetică. 


4.7. Linie de transmisie coaxială. Arătați că, pentru o linie de transmisie coaxială cu un 
conductor interior de rază 7, și un conductor exterior de rază 7,, avînd vid între cele două con- 
ductoare cilindrice, capacitatea pe unitatea de lungime C/a (capacitatea pe fiecare metru de-a 
Jungul axei) este: 

Cc 2 or 


amr) 
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Arătaţi că inductanța proprie pe unitatea de lungime, L/a, este dată de: 


Z Vom. 
a  2£ 1 


Pentru a obține C/a folosiți Q = CU și legea lui Gauss (vol. II, paragraful 3.5). Pentru a obține 
L|a, folosiți L = OJI unde este fluxul magnetic produs de un curent de intensitate I [vol. 
II, paragraful 7.8, relațiile (7.53) și (7.54)]. 


4.8. Linie de transmisie bifilară. Rezolvaţi întîi problema 4.7, în care puteți folosi simetrial 
Problema de față nu are această simetrie dar poate fi rezolvată ușor folosind principiul 
superpoziției; calculați contribuția cîmpului unui singur fir; înmulțiți apoi cu 2. Arătaţi că C/a 

și L/a sînt date de: 


Cc E9r 


ni [(r + D)m? 


fel al si 
a T Lă 


unde 7 este raza fiecărui fir iar r + D este distanța de la axa unui fir pină la suprafața celuilalt. 
Observaţi că soluția este foarte asemănătoare cu soluția problemei 4.7, pină la un interesant fac- 
tor egal cu 2. Explicați apariția acestui factor. 


4.9. Arătați (folosind, de pildă, un argument simplu bazat pe simetrie) că în afara conduc- 
torului exterior și în interiorul conductorului interior al unei linii de transmisie coaxiale, cimpu- 
rile electrice și magnetice sint nule. Arătați că aceste cimpuri sînt nule în afara regiunii dintre 
plăcile unei linii de transmisie cu plăci paralele. 


4.10. Arătați că inductanța proprie a unei linii de transmisie cu plăci paralele este dată de 
relația (59) din paragraful 4.2, atit pentru curentul alternativ cît și pentru curentul continuu, 
atîta timp cît lungimea de undă este mare în comparație cu grosimea plăcii dy. Revedeți analiza 
din paragraful 4.2, inclusiv relația (60). Folosiţi această relație ca punct de plecare. 


4.11. Conform tabelului 9.1, din volumul II, paragraful 9.1, permitivitatea relativă 
(constanta dielectrică) a aerului în condiții standard de presiune și temperarură este 1,00059. 
(Presupunem că permeabilitatea magnetică relativă a aerului este egală cu unitatea.) Astfel, 
conform relației (63) din paragraful 4.3, indicele de refracție al aerului în condiții standard trebuie 
să fie egal cu A 1,00059 =— 1,00029. Această valoare este în foarte bună concordanță cu valoarea 
experimentală dată în tabelul 4.1 din paragraful 4.3. Pe de altă parte, permitivitatea relativă a 


apei este 80. Indicele ei de refracție nu este însă V80 a 9, ci aproximativ 1,33. De ce există a- 
ceastă imensă discrepanță? 


EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


4.12. Prismă de apă — dispersia luminii în apă. Construiţi o prismă din apă în felul urmă- 
tor: fixați două lame de microscop astfel incit să formeze o „pană“ în formă de V. Inchideți 
ermetic capetele penei folosind chit, clei sau o tandă adezivă. Umpleţi pana cu apă. (Astupaţi 
acum locurile prin care curge apa.) Țineţi prisma aproape de ochi și'priviți în jur prin ea. Mar- 
ginile colorate pe care le vedeţi pe obiectele albe sînt numite „aberaţii cromatice“ în cazul len- 
tilelor, unde nu sînt dorite. Priviţi acum o sursă punctiformă sau liniară de lumină albă. [Cea 
mai bună sursă de lumină punctiformă pentru această experiență, ca și pentru altele, se obține 
cu o simplă lanternă. Îndepărtați „lentila“ de sticlă. Acoperiţi reflectorul de aluminiu cu o bu- 
cată de pînză neagră (sau de altă culoare închisă) prevăzută cu o deschidere prin care puteți 
trece becul. Desigur, acest lucru nu poate fi făcut cu o lanternă cu „fascicul închis“. O bună 
sursă liniară de lumină poate fi o lampă de 25 sau 10 W, cu un bec de sticlă transparentă şi 
un filament de circa 8 cm lungime.) Aşezaţi acum un filtru purpuriu dintr-o trusă de filtre între 
ochi şi sursa de lumină. Veţi vedea două „surse virtuale“, una roșie, cealaltă albastră. (Pentru 
a recunoaște un filtru purpuriu, priviți sursa de lumină albă atit în prezența cit și în absența 
filtrului, dar folosind în locul prismei o rețea de difracție. Veţi vedea că verdele este absorbit, 
în timp ce roșul și albastrul sint transmise.) Presupunem că lumina albastră care trece prin filtru 
are o lungime de undă cu aproximativ 4 500 Â iar cea roșie o lungime de undă de aproximativ 
6 500 A. (După ce vom studia rețelele de difracție, vi se va cere să măsurați mai precis aceste 
lungimi de undă.) Măsurați distanța unghiulară, la nivelul ochiului, între sursele de lumină vir- 
tuală roșie și albastră. O metodă simplă este să așezați o foaie de hirtie pe care s-au trasat linii 
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drepte lingă sursa de lumină. Mergeţi către sursă. Distanța unghiulară dintre linii variază și 
puteți face ca liniile trasate să „coincidă“ cu cele două surse virtuale. Astfel puteți afla distanța 
dintre sursele virtuale colorate. Distanța unghiulară este egală cu această distanță împărțită 
la distanța dintre ochi și sursă. Înclinați prisma, pertru a vedea dacă distanța unghiulară a 
surselor virtuale depinde în mod sensibil de unghiul de incidență al fasciculului pe prima lamă. 
Deduceți o formulă pentru deviația fasciculului luminos în funcție de unghiul prismei și de 
indicele de refracție. (Indicaţie: pentru deducerea rezultatului, cel mai uşor este să folosirr: 
incidența normală pe prima lamă. De aceea efectuaţi experiența în acest fel, sau cel puțin vedeți 
dacă aceasta are vreo importanță.) Mâsurați unghiul prismei. Lamele cu fețe plan-paralele ale 
microscopului contribuie la separarea unghiulară sau la deviație? Cum puteți stabili aceasta 
experimental? În sfîrșit, determinaţi o valoare pentru variaţia indicelui de refracție al apei la 
o modificare a lungimii de undă cu 1000 A. Cum esteaceastă valoare în comparație cu cea din 
cazul sticlei? (Vezi tabelul 4.2, paragraiul 4.3.) Este posibil ca apa să producă o dispersie mai 
mare decît sticla, deși indicele ei de refracție este mai mic. (Este într-adevăr așa?) Veţi avea o 
surpriză plăcută, dacă repetați experiența folosind un ulei mineral greu. Încercați și cu alte 
lichide transparente. 


4.13. O coardă infinită cu densitatea liniară de masă de 0,01 kg/m și o tensiune de 450 N 

este pusă în mișcare armonică cu amplitudinea de 0,01 m și frecvența de 100 Hz în punctul z = 0. 
Care este puterea transmisă prin coardă, mediată în: timp? 

R: aproximativ 40 W. (Răspunsul trebuie să fie puțin mai precis: anume, 35 W 

sau 44 W?) 


4.14. Unul din cele mai bune aparate pentru studiul undelor constă dintr-un dispozitiv 
de torsiune. El este format dintr-un „ax“ lung de susținere de-a lungul ini z, cu ramificații 
transversale separate prin aproximativ a = lcm. Axui este confecționat dintr-o sirmă de oțel 
cu secțiunea transversală pătrată avind dimensiunile de circa 2 mm pe 2 mm. Fiecare ramificație 
este o tijă de fier cu diametrul de 0,5 cm și lungimea de 30 cm, fixată la mijloc de firul de oțel. 
Notăm constanta de torsiune a firului prin K. Astfel, cuplul de revenire este egal cu produsul 
dintre K și unghiul de răsucire (în radieni). Fie I momentul de inerție al unei tije. 


(a) Deduceţi expresiile care dau v.teza și impedanța undelor de torsiune (undele de răsu- 
cire a firului). Definim impedanța Z prin „momentul cuplului = Z înmulţit cu viteza unghiu- 
lară“. Presupunem că lungimea de undă este mare în comparație cu distanța a dintre tije. 


l 
(P) Arătaţi că legea de dispersie este dată de o? = 40ț sna| ia ta) și găsiți expresia lui o?. 


(c) Pină acum am neglijat orice forță de revenire datorată gravitației. Presupunem acum 
că atunci cînd toate tijele oscilează împreună (astfel incit axul central nu se răsucește) ele 
oscilează cu frecvența unghiulară «wg în jurul poziţiilor orizontale de echilibru. Care este legea 
de dispersie? Pentru răspuns și citeva rezultate experimentale vezi B.A. Burgel, Am. ]. Phys. 
35, 913 (1967). 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


4.15. Rezonator dintr-o sticlă de vin (rezonatorul Helmholtz). Atunci cind suflați la gura 
unui urcior sau a unei sticle, se aude un sunet deoarece a fost excitat modul cel mai coborit. 
Dacă încercați să estimați teoretic frecvența presupunînd că sticla se comportă ca un tub uni- 


form, închis la un capăt, astfel încît lungimea de la gură pînă la bază este i 2, veţi avea o surpri- 


ză. Sunetul este mult mai grav decitați presupus. Dăm aici raționamentul aproximativ dat de 
Helmholtz. El dă rezultate foarte bune. (Folosind o sticlă de whisky goală, am prezis 110 Hz 
și am găsit 130 Hz, după cum mi-a indicat pianul pe care l-am 1otosit- ) Să presupunem că aerul 
din volumul mare V, acționează ca un resort. El este pus în legătră cu aerul din gitul sticlei. 
Masa aerului din gitul sticlei este egală cu poa], unde este lungimea gitului, a aria lui, iar eg 
densitatea aerului. Aproximaţia lui Helmholtz constă în presupunerea că toată mișcarea are loc 
în gitul sticlei iar forța de revenire provine în întregime din variațiile de presiune în V,. 
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(a) Arătaţi, că dacă x este deplasarea fluidului de-a lungul gitului spre exterior, iar 
forța de revenire F este datorată în întregime diferenței de presiune p — pp, unde p este 
presiunea în volumul V, și Pg este presiunea de echilibru, atunci: 


Faeiasilbabă 
Vo 
unde y este „raportul căldurilor specifice“, egal cu aproximativ 1,4 în cazul aerului, 
(b) Arătaţi că de aici rezultă că unicul mod are o frecvență egală cu; 


mp, 
Va 
unde veste viteza sunetului. Cind folosim acest rezultat, trebuie să-l înlocuim pe / 
“| prin lungimea „efectivă“ a gitului, care este lungimea reală plus aproximativ 0,6 
din raza gitului la fiecare capăt. Dacă lungimea reală a gitului este zero, formula 
este încă foarte bună (lungimea 1 fiind egală, în acest caz, doar cu „corecțitle de la 
capete“). Acest caz corespunde de pildă unui bidon dreptunghiular în care se țin de obicei 
diluanți pentru vopsele. 

Dacă suflați foarte tare la gura sticlei, puteți excita modurile superioare. După 
ce le-aţi auzit suflind tare, puteți sesiza prezența lor slabă chiar și atunci cînd suflați 
încet astfel, încit să excitați în special modul cel mai coborit. Nu există o metodă 
„unidimensională“ de a calcula frecvențele de rezonanță superioare, Veţi constata că 
pentru două sticle cu forme diferite rapoartele frecvențelor primelor moduri diferă conside- 
rabil, deși puteți calcula foarte bine pentru fiecare frecvența modului fundamental folosind 


aproximația lui Helmholtz, 
a 
d | j 
, - a 
SR ( Sei 


Problema 4.15. 


4.16. Viteza sunetului în aer, heliu și gaz natural. Faceţi rost de un fluier obișnuit. Suflați 
în el și observați înălțimea sunetului produs. Cuplaţi apoi fluierul cu o sticlă umplută cu heliu 
(existentă în orice laborator de fizică) și suflați în fluier. Care este înălțimea sunetului în acest 
caz? Măsurați experimental raportul frecvențelor pentru heliu și pentru aer. Cea mai simplă 
metodă este să recunoașteți înălțimile și să folosiți apoi un tabel al frecvențelor-în funcție de 
înălțime (din Handbook of Physics and Chemistry, sau din experiența 2.6). Arătaţi că raportul 
teoretic al frecvențelor este de aproximativ 3 la 1. Experimental veți obține numai circa 2,5. 
De ce? Puteţi îmbunătăți experiența ? Cum este lungimea de undă a sunetului în fluier în cazul 
heliului în comparație cu aerul? În loc de heliu, folosiți gaz natural conectind fluierul printr-un 
furtun la orificiul de ieşire al unei sobe de gaz sau al unui arzător Bunsen. Care este raportul 
înălțimilor? Ce putem afla despre proprietățile moleculare ale unui gaz măsurind raportul frec- 
venţelor pentru acel gaz și aer? 


4.17. Determinați intensitatea pătratică medie a cimpului electric (mediată pe toate frec- 
vențele) într-un punct din spațiu aflat la o distanță de lm de un bec electric de 40 W. 
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EXPERIENŢĂ PENTRU ACASĂ 


4.18. Măsurarea constantei solare la suprafața Pămîntului. Această experiență este de- 
scrisă în exemplul 17 din paragraful 4.4. Efectuaţi experiența și exprimați rezultatul în W/m2. 
Puteţi folosi citeva straturi de sticlă sau numai geamul unei ferestre pentru a reduce „căldura“ 
iniraroșie detectată de pleoape, provenind de la becul electric, presupunind că în atmosfera 
Pămîntului acest lucru a avut loc deja într-o mare măsură pentru lumina Soarelui. În acest caz, 
limitîndu-vă numai la radiația vizibilă (care se vede prin pleoapele închise) veţi obține probabil 
mai precis constanta solară în afara atmosferei Pămintului. Temperatura filamentului de tung- 
sten este mai mică decit cea a Soarelui, iar spectrul lungimilor de undă depinde de culoare. 
Căutați un grafic al energiei emise ca funcţie de lungimea de undă pentru temperatura suprafeței 
Soarelui, care este de circa 5 000 K și pentru temperatura tungstenului, care este de circa 3 000 K. 
Estimind în mod aproximativ fracțiunea din fluxul total care este vizibilă în fiecare caz, 
apreciați dacă ați subestimat sau ați supraestimat fluxul solar total (incluzind spectrul invizibil) 
comparindu-l cu lumina becului numai în spectrul vizibil. 


4.19. Viteza de numărare a unui fotomultiplicator. Presupuneţi că aveți un fotomultiplica- 
tor cu următoarele proprietăți: aria fotocatodului = 1 cm?; eficiacitatea fotocatodului = 5%,, 
mediată pe spectrul vizibil. Aveţi şi o luminare, cu o intensitate luminoasă de aproximativ o 
candelă. Cit de departe de fotomultiplicator trebuie plasată luminarea pentru ca viteza de numă- 
rare la ieşire să ajungă pînă la 10 impulsuri pe secundă (Vrem ca viteza să fie mică pentru a auzi 
impulsurile distinct.) In mod alternativ, dacă luminarea se află la 1 m, cit de mare trebuie să 
fie un orificiu practicat într-un ecran așezat în fața fotomultiplicatorului pentru a se obține același 
rezultat ? Unități: un foton cu energia de un electron-rolt are o lungime de undă de aproximativ 
12 345 Ă. (Ultimele două cifre nu sint exacte; aceasta este însă o aproximație cunoscută și 
uşor de ținut minte.) Astfel, un foton de 1/2 eV, are 6 170 A. Presupuneți că toți fotonii co- 
respund culorii verzi, adică au lungimea de undă de 5 500 A. De asemenea, folosiți leV = 
51,013 10]. 

4.20. Lumina unei lumînări și romantismul. Dacă o luminare ar avea aceeași strălucire ca 
şi Luna, ea ar produce aceeași iluminare la distanța la care ar fi văzută sub același unghi solid 
ca şi Luna. Conform tabelului 4.3 din paragraful 4.4, o luminare are o luminanță de două ori 
mai mare decit cea a Lunii. Presupuneţi că lumina Lunii pline oferă o „iluminare ideală pentru 
romantism“. Măsuraţți aria aproximativă a proiecției orizontale a flăcării unei lumînări. Calcu- 
lați cît de departe trebuie să se afle luminarea pentru a produce o „iluminare ideală“ în sensul 
definit mai sus. 


4.21. Lumina Lunii. Conform exemplului dat după tabelul 4.3 din paragraful 4.4, un bec 
electric de 40 W, avind diametrul efectiv de 2 cm, produce aceeași iluminare ca și L.una, dacă este 
plasat la o distanță de 6,4 m. Calculul a pornit de la luminanța dată în tabelul 4.3 și de la diame- 
trul efectiv, calculat anterior. Desigur, un bec de 40 W cu un glob de sticlă transparentă va pro- 
duce aceeași iluminare.: (Luminanţa filamentului de tungsten este mult mai mare decit cea a 
suprafeței mate, dar puterea totală emisă este aceeași.) Folosiţi aceste fapte pentru a calcula 
iluminarea produsă de Luna plină, în W/m2?. Ţineţi cont de eficiența becului. 

R: între 0,001 și 0,002 W/m?. (Răspunsul pe care îl dați trebuie să fie mai exact, 
adică să fie scris ca 0,0013, sau 0,0018, sau cit este el de fapt.) 

4.22. Lumina Soarelui. Soarele este văzut de pe Pămint sub aproximativ același unghi . 
solid ca și Luna. (Dacă vreţi să verificați această afirmaţie folosind o riglă aşezată la o lungime 
de braț, utilizați un filtru adecvat.) Folosiţi tabelul 4.3 din paragraful 4.4 și rezultatele problemei 
4.21 pentru a determina iluminarea produsă de Soare. 

R: aproximativ 0,90 W/m? în spectrul vizibil. 


4.23. Eficacitatea luminoasă a Soarelui. Presupuneţi că toată radiația vizibilă a Soarelui 
străbate atmosfera Pămîntului cu o atenuare neglijabilă. Folosiţi rezultatele problemei 4.22 și 
valoarea standard a constantei solare în afara atmosferei Pămîntului pentru a calcula eficiacitatea 
luminoasă a Soarelui. Cum este ea în comparație cu cea a unui bec electric? (Un bec de 5000 W 
și 120 V are o eficacitate de 4,7%.) 
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EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


4.24. Măsurarea intensității și a eficacității luminoase ale unui bec electric. Pentru această 
experiență aveți nevoie de o lampă cu incandescență (cu un glob transparent sau mat), o lumi- 
nare, două bucăți de ceară de parafină (folosite în gospodărie pentru închiderea ermetică a borcane- 
lor de gem, dulceaţă sau conserve) și o foiţă de aluminiu. Lumiînarea constituie un etalon. Presu- 
punem că luminarea pe care o folosiți are o intensitate de aproximativ o candelă, adică emite 
circa 20 mW radiație vizibilă. Lampa are o intensitate necunoscută. Puterea ei totală se cunoaște 
(este marcată pe glob). Măsuraţi intensitatea lămpii comparind-o cu luminarea în felul următor. 
Așezați foița de aluminiu între cele două plăci de parafină. Ţineţi plăcile în apropierea luminării ; 
observați strălucirea plăcii de parafiră aflată cel mai aproape de luminare şi aspectul întunecat 
al celeilalte plăci. Plasaţi-le lingă la npă. Apoi ţineţi detectorul de parafină între lampă şi lu- 
mînare, cu cite o placă în dreptul fie: ărei surse (în timpul nopții, avind aprinse numai luminarea 
și becul). Modificâți poziția pină cînd cele două plăci apar la fel de strălucitoare. Măsuraţi dis- 
tanțele. Restul este simplă aritmetică. (Folosiţi legea invers proporționalității cu pătratul dis- 
tanței.) Determinați intensitatea luminoasă a lămpii, presupuniînd că luminarea are o intensitate 
de 1 cd. Calculaţi eficacitatea luminoasă a becului. Ă 

Cu un aranjament ceva mai complicat, puteți măsura iluminarea produsă de Soare. Puteţi 
avea unele dificultăți datorită luminii de fond care nu provine nici de la Soare, nici de la bec. 
Este convenabil să utilizați un bec puternic, de pildă de 200 W. Veţi avea nevoie poate la un 
moment dat și de un colimator, pe care îl puteți realiza dintr-un tub de carton prevăzut cu citeva 
orificii plasate convenabil sau dintr-un material de culoare închisă. Etalonaţi becul electric 
în cd, după cum s-a arătat mai sus. Determinaţi distanța dintre bec și parafină la care se 
produce o iluminare egală cu cea dată de Soare. Din geometrie puteți calcula fluxul produs 
de bec și deci iluminarea produsă de Soare. 


4.25. Becuri mate. Procuraţi-vă un bec mat obișnuit (de orice putere), precum și un bec 
„alb-mat“ avind aceeași putere și același diametru. Aprindeți becurile și priviţi-le. Remarcați 
„centrul strălucitor“ al luminii proiectate de becul mat. Becul alb-mat este mult mai uniform. 
De aceea, becul mat are o suprafață „efectivă“ mai mică decit becul alb-mat. Deoarece puterile 
lor sînt egale, ele emit probabil aceeași putere totală în vizibil. Becul mat trebuie să fie prin 
urmare mai strălucitor pe suprafața mai mică a centrului lui luminos. Uitaţi-vă la regiunea cen- 
trală a fiecărui bec aprins, printr-o deschidere între degete, ținind mina la o distanță constantă 
față de ochi, astfel încît să interceptați un unghi solid constant. Care bec este mai luminos (în 
centru)? Măsuraţi diametrul ariei părții centrale a becului mat, folosind o riglă gradată. 
(Va trebui să reduceţi luminozitatea privind prin niște lame polaroid parțial în opoziție.) 
Calculaţi raportul teoretic al luminanţelor celor două becuri, luînd ca model pentru becul mat o 
„sferă efectivă“ cu diametrul egal cu diametrul proiecției centrului strălucitor. Măsurați apoi ra- 
portul luminanţelor astfel: aşezaţi fiecare bec în spatele cite unui ecran de carton (sau din alt 
material) în care s-a practicat un orificiu în dreptul regiunii centrale a fiecărui bec. Cele două 
orificii trebuie să aibă aceeași mărime. Aşezaţi becurile astfel încît să se afle la o distanță de 
cîțiva zeci de centimetri și să radieze unul către altul prin cele două orificii. Folosiţi tehnica 
detectorului cu parafină descrisă în experiența 4.24, pentru a măsura raportul luminanțelor 
regiunilor centrale ale celor două becuri. Cum este rezultatul în comparație cu valoarea calcu- 
lată pe baza modelului „sferei efective“ ? 

În sfirșit, spargeți becurile pentru a vedea cum diferă sticla lor. (Înfășurați becul într-un 
prosop înainte de a-l sparge!) Dacă nu vreţi să stricați becurile, ne puteți crede pe cuvînt că 
becurile mate obișnuite pe care le-am spart au pe suprafața interioară mici asperități, care pot 
fi obținute prin gravare cu un acid sau prin suflare cu nisip. Becurile albe mate sint acoperite 
cu o pudră albă (fără indoială oxid de magneziu). Pudra se şterge cind o atingem cu degetul, 
lăsînd sticla transparentă. Dacă spargeți becul, păstraţi cea mai mare bucată de formă semi- 
sferică. Ea constituie o foarte bună lentilă „plan-convexă“ atunci cînd este umplută parțial cu 
lichid. (Pentru a obține o bucată mare, spargeţi becul lorindu-l la bază.) O puteți folosi pentru 
a măsura indicii de refracție ai apei şi uleiului mineral. 


4.26. Impedanța sunetului. Emiteţi un sunet de frecvență constantă la capătul unui tub 
de carton, ținînd tubul strîns lipit de gură, astfel încît aerul să nu iasă pe la margini. Va- 
riați înălțimea sunetului pentru a găsi rezonanțele. (Ele nu coincid perfect cu modurile libere 
pe care le auziți atunci cînd loviți ușor tubul. Gura și gitul vostru modifică lungimea efectivă 
la capătul respectiv.) Emiteţi un sunct a cărui frecvență nu corespunde rezonanței. Îndepărtați 
brusc tubul continuînd să cîntați. Modificarea impedanței trebuie să fie sesizabilă. Cintati 
acum o notă la rezonanță. Remarcaţi senzația evident diferită pe'care o resimțiți în gît. I.a rezo- 
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nanță sarcina nu este pur rezistivă, ci este în mare măsură reactivă. Luaţi apoi un vas mare, o 
vază de flori sau o găleată. (O vază mare de sticlă, un bidon de plastic sau o găleată sînt foarte 
potrivite.) Găsiţi o rezonanță pronunțată, cîntînd diverse note. Cintaţi cît puteţi de tare la rezo- 
nanță. Dacă nu ar exista pierderi prin radiație și alte pierderi rezistive, sarcina conectată la 
„instrumentul muzical“ ar fi o sarcină pur reactivă. Adică, în timpul fiecărei oscilații, în git 
s-ar întoarce tot atitea energie cîtă a plecat de acolo (în alte momente din timpul oscilației). 
În acest fel, senzația pe care o resimțiți în git diferă în mod considerabil de cea pe care o aveți 
atunci cînd cîntați într-un mediu deschis. Veţi constata că întimpinaţi dificultăți în a controla 
înălțimea sunetului. Vocea „tremură“, deoarece sinteți obișnuiți cu sarcini rezistive și aveți 
acum de a face cu una reactivă. 


4.27. Presupunem că două unde progresive de-a lungul unei coarde elastice cu Tg = 102 N 
Po = 0,l kg/m și w = 10 rad/s sînt descrise de: 


VW, = A cos (ut — kz + 7), 


Da == cea [ar khz + z); 
4 
Determinați intensitatea mediată în timp în cazul suprapunerii lui V, şi We. 
4.28. Trei unde electromagnetice plane, descrise de: 
Es = Eo cos (kz — ot — 94) = cBuy, 


Ea = Eg cos (kz — ot — 33) = cBay 


Esa = Eg cos (kz — ot — 84) = cBay, 
se propagă în același spațiu. Care sint valorile maxime și minime ale amplitudinii și puterii 
transmise ce pot fi realizate ajustind constantele 3,, 3, și 3? 


4.29. „Presiunea acustică“ pentru undele longitudinale dintr-un resort. Deduceţi relația 
(111) din paragraful 4.4: 


d 2y(z,t) 2 
az 


Fz (S asupra lui D) = 


Consideraţi mai întii un resort cu parametrii concentrați, cu masa distribuită discontinuu. 
La echilibru fiecare resort este comprimat astfel încit exercită o forță Fg. Constanta elastică este 
KW. Distanţa dintre masele punctiforme este a. Determinaţi forța exercitată asupra unci mase 
date, în sensul +z, de către resortul aflat imediat în stinga acelei mase. Treceţi la cazul limită 
al resortului cu distribuție continuă de masă și deduceți astfel relația dorită. Observaţi că în 
acest caz produsul Ka este o proprietate a resortului continuu și este independent de lungi- 
mea a. 


4.30. Coardă de cauciuc și resorturi slabe. Pentru o coardă de cauciuc obișnuită (sau pentru 
tipul de arcuri folosite la închiderea ușilor), lungimea în stare nedeformată nu este neglijabilă 
în comparație cu lungimea resortului întins. Arătaţi că în acest caz viteza de fază a undelor 
transversale este mai mică decit cea a undelor longitudinale. Arătați, de exemplu, că dacă 


4 

lungimea resortului alungit este de — ori mai mare decit cea din starea nedeformată, undele longi- “ 
3 

tudinale se propagă cu o viteză de două ori mai mare decit cele transversale. Pentru un resort 


slab, la o lungime inițială de circa 8 cm, lungimea în stare deformată poate fi de 4 m. Care este 
raportul vitezelor în acest caz? 


4.31. Sînt undele sonore perfect nedispersive? Am arătat în paragraful 4.2 că viteza de fază 
a sunetului este constantă, adică este independentă de frecvență. Legea de dispersie care a 
condus la acest rezultat a fost: 
Sa YP 0 R2 

Po 


w 
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, 


fiind similară cu legea de dispersie a oscilaţiilor longitudinale într-un resort cu distribuție conti- 
nuă a parametrilor: : 


Ga == a 
M 


Pentru un resort cu parametrii concentrați, avînd masa distribuită discontinuu, legea de disper- 
sie este: 


și conduce la o frecvență de tăiere superioară. Prin analogie și prin raționament fizic, deduceți 
o valoare pentru frecvența de tăiere superioară în cazul sunetului în aer, în condiții standard de 
presiune și temperatură. Vă așteptați ca ultrasunetele cu frecvența v 4 100 MHz să se 
propage cu viteza sunetelor obișnuite? , 


R: ne așteptăm la o frecvență de tăiere superioară V, a 1010 Hz. 
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5.1. INTRODUCERE 


În acest capitol vom aplica noțiunea de impedanță pentru a afla ce se 
întîmplă atunci cînd o undă progresivă întîlnește o discontinuitate a mediului. 
În paragraful 5.2, vom considera o sarcină rezistivă concentrată care este 
„adaptată“ la impedanța caracteristică a mediului. Aceasta ne permite să 
aflăm cum să construim straturi absorbante care nu reflectă undele electro- 
magnetice. În paragraful 5.3 analizăm reflexiile produse de impedanțele 
neadaptate. Generalizind rezultatele obținute pentru linia de transmisie, 
vom afla cum sînt reflectate undele luminoase în cazul unei discontinuități a 
indicelui de refracție. Studiind reflexia multiplă în paragraful 5.5, vom învăța 
cum să folosim o placă de sticlă pentru a afla cîte ceva despre timpul mediu 
de viață al atomilor de neon excitați. 


5.2. TERMINAȚIE IDEALĂ NEREFLECTANTĂ 


Dacă un emițător este cuplat cu un mediu deschis, antrenînd mediul cu 
o frecvență din domeniul lui dispersiv, emițătorul va produce unde progresive. 
Asupra sistemului de icșire al emițătorului se va exercita o forță de frînare 
pur rezistivă, proporțională cu impedanța caracteristică. Impedanţa caracte- 
ristică depinde atît de mediu, cît și de configurația geometrică a undelor. 
(De exemplu, o linie de transmisie cu plăci paralele are o impedanţă diferită 
de cea a unei linii bifilare.) 

Atîta timp cît considerăm numai emițătorul, nu putem spune dacă el 
emite într-adevăr unde progresive într-un mediu deschis sau debitează pe o 
sarcină rezistivă concentrată. Dacă am deconecta antena stației locale de 
radioemisie și am înlocui-o cu un rezistor echivalent, circuitul oscilant al 
stației nu ar simţi nici o diferență. (Am prezentat lucrurile puţin, prea simpli- 
ficat, deoarece o antenă radio are și inductanță și capacitate. Astfel, pentru 
ca circuitul oscilant să nu simtă într-adevăr nici o diferență, ar trebui să 
înlocuim antena cu un circuit RIC potrivit. Rezistenţa R a circuitului este 
„rezistența radiației“ și aceasta este impedanța caracteristică despre care 
discutăm.) Să începem cu un exemplu mai simplu decît o antenă radio. 


Exemplul 1. Coarda cu distribuție continuă de masă 


Dacă aţi înlocui coarda (care este pusă în mișcare de un generator de 
oscilații) cu un „amortizor“ potrivit, asupra emițătorului s-ar exercita aceeași 
forță de frînare ca atunci cînd emite unde care se propagă în coarda infinită. 

Prin amortizor înţelegem un dispozitiv (pe care îl vom nota cu D, inițiala 
cuvîntului „dreapta“) cu următoarea proprietate: dacă !sistemul lui de 
intrare este forțat să se miște cu viteza (7), amortizorul răspunde forței de 
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antrenare (pe care o vom nota cu 
S, inițiala cuvîntului „stînga“) cu 
o forță de reacțiune de sens opus, 
proporțională cu viteza: - 


F(D asupra lui $) = — Zpu(?) (1) 


unde Z, este o constantă pozitivă 
numită împedanța amortizorului. Se 
spune că impedanța amortizorului 
este „pur  rezistivă“ deoarece 
F(D asupra lui $) este proporțională 
cu viteza. (Un dispozitiv care conține 
o masă inerțială, sau un resort, ar 
reacționa cu o forță proporțională 
cu acceleraţia, respectiv cu deplasa- 
rea. În, fiecare din, aceste cazuri, 
dispozitivul va prezenta în general o 
sarcină „reactivă“ nu una rezistivă.) 
Dar, cînd un emițător radiază unde 
care se propagă într-un mediu des- 
chis cu o impedanță caracteristică 
Z, asupra sistemului de ieșire al e- 
miţătorului se exercită o forţă de 
frînare: 


F(D asupra lui $)= 


unde 0y/dt este viteza coardei în z=—0 
deci și viteză sistemului de ieșire al 
emițătorului. Astfel, vedem că, dacă 
Zy este egal cu Z, emițătorul simte 
aceeași reacțiune „pur rezistivă“ 
cînd antrenează sistemul de intrare 
alamortizorului, ca atunci cînd e- 
mite într-o coardă infinită. O carac- 
teristică a undelor progresive este că 
fiecare punct din mediu aflat în 
calea undei se comportă exact ca 
sistemul de ieșire alemițătorului, dar 
la un moment ulterior. Astfel, pentru 


Fig. 5.1. Sursa nu poate spune cit de lungă 
este coarda, dacă aceasta are o terminație 
ideală nereflectantă. Pentru sursă este a- 
celași lucru să fie cuplată cu o coardă infi- 
nită sau direct cu sistemul de intrare al unui 
amortizor. Aici sursa este cuplată la o coardă 
iinită, care are o terminație ideală nereflec- 
tantă. 


9 
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un, punct 2 oarecare aflat în calea undei, punctul S aflat imediat în, stînga 
lui z nu poate ști dacă punctul D aflat imediat în dreapta lui z este primul 
punct al coardei prelungite pînă la infinit, sau sistemul de intrare al unui amor- 
tizor avînd impedanța Z, = Z. 


Adaptarea impedanţelor. Aceasta ne arată că modul în care putem realiza 
terminația ideală a unei coarde astfel încît să nu apară reflexii ale undelor 
transversale incidente pe terminație, constă în a-i atașa o sarcină rezistivă 
formată dintr-un amortizor perfect, avînd impedanţa: 


Ze = Z = NToo. (3) 


Cînd relaţia (3) este satisfăcută, spunem că impedanța sarcinii este „adaptată 
la impedanța caracteristică a coardei. Un exemplu de terminaţie ideală 
este arătat în figura 5.1 (pag. 231). 


Sarcină distribuită. Un, amortizor constituie o sarcină rezistivă „concen- 
trată“, adică o sarcină care ocupă o regiune mică în comparaţie cu lungimea de 
undă. O modalitate de a realiza efectiv o terminaţie ideală, fără a fi necesar să 
construim un, amortizor care să satisfacă în mod riguros condiția (3) de adap- 
tare a impedanţelor, este să folosim o sarcină distribuită, foarte lungă, care 
prezintă o mică forță de „frînare“, începînd cu punctul z = Z, în care dorim 
să înceapă absorbţia energiei undei. Această forță de frînare se aplică atunci 
continuu şi uniform în lungul coardei, la orice z mai mare decît L. Dacă pe o 
distanță de o lungime de undă forța de frînare absoarbe numai o mică parte 
din energia undei, atunci rezultă că ea nu va introduce o reflexie semnifica- 
tivă şi va absorbi treptat toată energia undei. 


Exemplul 2. Linia de transmisie cu plăci paralele 

Acest exemplu ne va conduce la un rezultat foarte general. Capătul de 
intrare al liniei este prezentat în figura 5.2, împreună cu o placă dintr-un ma- 
terial rezistiv, care ar putea fi folosită fie ca sarcină pentru emițător, înlocuind 
linia de transmisie, fie ca terminație nereflectantă a liniei de transmisie. Pentru 
direcția indicată a curentului, rezistența plăcii este egală cu rezistivitatea 
înmulțită cu lungimea și împărțită la aria secțiunii (vol. II, paragraful 4.7): 


___ (lungime) _ pd 
AIR (arie) ie +] (4 


Dar, impedanţa caracteristică Z a unei linii de transmisie cu plăci paraleie 
este [vezi relația (4.132) din paragraful 4.4]: 


cp £ 


Dacă vrem ca R să fie o terminaţie ideală nereflectantă, trebuie ca R = Z. 
Egalind expresiile (4) și (5) găsim: 


e —]/eo. 
do E (6) 
Raportul p/do se măsoară în ohmi (9). 


Rezistența per pătrat a unei terminaţii ideale. O astfel de placă poate fi 
caracterizată într-un mod util, independent de grosimea ei do, după cum 
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etc. 


(b) 
Fig. 5.2. Terminaţia unei linii de transmisie cu plăci paralele. (a) Linia de trans- 
misie. (5) Placă rezistivă. Cind diferența de potențial dintre fețele plăcii are 
semnul indicat de semnele plus şi minus, curentul circulă în direcția săgeților. 


urmează. Să tăiem un pătrat de latură L din această placă de grosime do. 
Aplicăm o tensiune U între două laturi opuse ale pătratului. Aceasta va genera 
un curent paralel cu suprafața plăcii. Rezistența pătratului este egală cu rezis- 
tivitatea înmulțită cu lungimea parcursă de curent (adică L) împărțită la 
aria secțiunii perpendiculare pe curent (adică Ld,). Astfel, rezistența pătra- 
tului este: 


R= PL. (7) 


Observaţi că această rezistență este independentă de lungimea L a laturii pă- 
tratului. Ca urmare, mărimea p/d pentru o placă de material este chiar 
vezistența unui pătrat (de orice dimensiune), față de un, curent care 
circulă de la o latură a pătratului la latura opusă. Din relația (6) 
obținem deci că o terminație ideală (nereflectantă) a unei limi de transmisie 


cu plăci paralele, are, per pătrat, o rezistență egală cu Ho, care are valoa- 
€ z 


0 
rea numerică de 4x x 30 ohmi. 
O terminație ideală (nereflectantă) are deci o rezistență de 120 7 = 
= 377 9 per pătrat. (8) 


Să vedem cum putem realiza în practică o terminaţie ideală nereflectantă. 
Să proiectăm o placă terminală pentru o linie de transmisie cu plăci paralele. 
Vrem ca placa de material să aibă o rezistență de 377 ohmi per pătrat, adică 
P/do = 377 O, astfel că 


4 în ohmi : cm) 
de(în cm) = p(n nina de au ip 9 
ol 377 ohmi (9) 
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Să încercăm cu o foaie de cupru. Cît de groasă trebuie să fie? În „Handbook 
of Physics and Chemistry“ (la rezistivitățile materialelor) găsim pc, x 1,7 X 
X 10% Q-cm. Astfel, conform relației (9), avem nevoie de o foaie cu 
grosimea doc, 1,7 X 10-€/377 = 0,5 X 10-8 cm. Aceasta este însă mai 
mică decît diametrul unui singur atom de cupru! Se pare că ne aflăm în 
încurcătură. Înapoi la Handbook! În cele din urmă descoperim cărbunele. 
El are o rezistivitate de aproximativ 3 500 x 10% O.:cm, ceea ce dă 
do = 3 500 x 10-6/377 2 10% cm. Aceasta este o grosime realizabilă și 
se potrivește ! O putem realiza cu ajutorul unei bucăți de pînză tare, avînd o 
rezistivitate suficient de mare pentru ca rezistența sa per pătrat să fie mare 
în comparație cu 377 O. Apoi preparăm o „vopsea“ subțire constînd 
dintr-o suspensie de funingine (praf de cărbune) în apă sau într-un alt lichid. 
Stropim pînza cu această vopsea pînă cînd, măsurînd cu ohmmetrul, obținem 
o rezistență de 377 Q per pătrat. 


Strat nereflectător cu impedanţa vidului. În limbajul folosit în domeniul 
microundelor, despre un strat de material avînd o rezistență de 377 O per 
pătrat se spune că are impedanța egală cu cea a vidului. O undă electromag- 
netică plană ajunsă în planul S aflat imediat în stînga punctului z, nu distinge 
dacă planul D aflat imediat în dreapta lui 2 este de fapt începutul porțiunii 
infinite a liniei de transmisie care se întinde la dreapta lui D, sau o placă avînd 
impedanța vidului. 


Unde drepte și paralele. Undele progresive dintr-o linie de transmisie 
coaxială sau dintr-o linie bifilară nu sînt unde plane, din cauză că, prin defi- 
niție, o undă plană este compusă din, cîmpuri electrice și magnetice ale căror 
valori la un moment dat / nu depind de x și y, ci numai de 2 (direcţia de 
propagare). Ele fac parte dintr-o clasă mai generală, aceea a undelor drepte 
și paralele, care cuprinde și undele plane. Undele drepte şi paralele sînt acele 
unde în care cîmpurile E și B pot depinde de x» și y, dar în care dependenţa 
de x și y nu variază cu 2, direcția de propagare. Astfel, undele din liniile de 
transmisie drepte și paralele (adică acelea care pot fi construite din perechi 
de fire identice, drepte și paralele) sînt drepte şi paralele. 

O placă avind impedanţa vidului reprezintă o terminaţie ideală pentru 
orice linie de transmisie dreaptă și paralelă, din următorul motiv: se poate 
arăta că în orice vecinătate a unui punct dat, suficient de mică în secțiune 
transversală, o undă progresivă dreaptă şi paralelă nu poate fi deosebită de 
o undă plană. Adică, într-o regiune cu dimensiuni Ax și Ay suficient de mici 
într-un plan perpendicular pe direcția de propagare z, cîmpurile E(x,y,z,) și 
B(x,y,z,t) pot fi considerate constante, independente de x și y. De altfel, 
se poate arăta (folosind pentru demonstrația generală ecuațiile lui Maxwell) 
că, la un x și un y daţi, undele drepte și paralele satisfac relații analoage 
celor date în paragraful 4.4 pentru undele plane în medii transparente. Astfel, 
în cazul undelor progresive drepte şi paralele, la « și y fixați, cîmpurile 
E (x,y,z,t) și B(x,y,z,t) sînt perpendiculare între ele și pe 2 , au raportul amplitu- 
dinilor egal cu c iar semnele sînt astfel încît E x B este dirijat în lungul 
lui +2, adică B= 2x Er. Mâi mult decît atît, densitatea fluxului „local“ 
de energie (în vecinătatea lui AxAy) este dată de o expresie analoagă celei 
pentru undele plane. Astfel, pentru undele drepte și paralele în. vid, avem: 


S(ă; yu ză E2(x, y,z,t), (10) 


lă 
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unde S$ este intensitatea în ]/m2? - s. Deoarece această relaţie între fluxul de 
energie și cîmpuri este local aceeași ca pentru undele plane, „pierderile J2R“ 
datorate curenților induși în materialul avînd impedanța vidului de către unde- 
le drepte și paralele vor compensa exact fluxul energetic incident, întocmai ca 
în cazul undelor plane. Prin urmare, în orice vecinătate dată AxAy, un material 
va absorbi fără reflexie undele drepte și paralele dacă va avea o rezistență 
de 377 O per pătrat. 


Realizarea unei terminaţii ideale pentru o undă plană în spaţiul liber. 
Din analiza de mai sus s-ar putea crede că o placă cu impedanța vidului repre- 
zintă o terminație ideală nu numai pentru undele plane dintr-o linie de trans- 
misie cu plăci paralele, ci și pentru undele plane din spațiul liber. Aceasta 
pare o presupunere rezonabilă, dar este greşită. O undă plană care cade pe o 
placă cu impedanța vidului simte o impedanţă egală numai cu jumătate din 
valoarea de 377 ohmi per pătrat. 

Putem înţelege ușor prezența acestui factor 1/2, considerînd o linie de 
transmisie cu plăci paralele. Dacă avem o linie de transmisie cu plăci paralele, 
care se întinde de la z = — oo la + oo, putem realiza o terminaţie ideală a unei 
unde care vine din stînga, conectînd la linie în 2 = 0 o placă cu impedanța 
vidului, cu condiția să deconectăm restul liniei, care se întinde de la z=— 0 
la + oo. Dacă nu deconectăm linia la dreapta lui z = 0, atunci, în z = 0 ten- 
siunea din unda incidentă se aplică pe două impedanţe egale legate în paralel, 
una avînd impedanţa vidului, iar cealaltă fiind continuarea infinită a liniei. 
Astfel, unda „simte“ o impedanţă efectivă care este impedanţa a două rezistoare 
identice, legate în paralel, adică jumătate din impedanța fiecărui rezistor. Ace- 
lași lucru se întîmplă atunci cînd o undă plană în spațiul liber cadepe o placă 
avînd impedanța vidului. Tensiunea fiind aplicată pe această placă, ea se 
aplică în fiecare moment și pe continuarea infinită a spaţiului liber aflat la 
dreapta plăcii. Impedanţa rezultantă este exact jumătate din cea a impe- 
danţei plăcii sau a spaţiului liber. Unda nu este complet absorbită ; ea este 
parțial reflectată, parțial absorbită și parțial transmisă. 

Cum se poate „deconecta“ spaţiul liber aflat în dreapta unei plăci avînd 
impedanța vidului? În cazul liniei de transmisie realizarea acestui lucru este 
ușoară. Puteţi tăia în două linia de transmisie. Tăietura prezintă o impe- 
danță infinită care deconectează linia de transmisie aflată la dreapta ei. 
Unda incidentă este aplicată atunci pe placa avind impedanța vidului, 
conectată în paralel cu o impedanţă infinită. Impedanța rezultantă 
este cea a plăcii. În cazul spaţiului liber nu există însă nici un mod de 
a face o „tăietură“ pentru a realiza o impedanţă infinită. Cu toate acestea, 
există un procedeu ingenios prin care se poate „deconecta“ efectiv spaţiul 
aflat la dreapta lui z = 0, pentru o undă armonică cu o singură lungime de 
undă definită. Procedeul ește bun atît pentru spaţiul liber, cît și pentru linia 
de transmisie. Să considerăm linia de transmisie. În loc de a încerca să „deco- 
nectăm“ o parte printr-o tăietură în z = 0, să realizăm un „scurtcircuit“ 
cu ajutorul unei foi dintr-un conductor perfect, de rezistivitate zero. 


zi Ari i (A l Ă ş 

Scurtcircuitul se face nu în 2=—0, ci în z=-— A. Atunci tensiunea este 
-. 

întotdeauna zero în 2 = Fi A. La stînga scurtcircuitului tensiunea are forma 

unei unde staționare. (Placa cu impedanța vidului nu a fost încă introdusă.) 


Intensitatea curentului are, de asemenea, forma unei unde staționare. Dar, 
punctele în care intensitatea curentului este zero se află la un, sfert de lun- 
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gime de undă de punctele în care tensiunea este zero. Astfel, intensitatea 
curentului este întotdeauna zero în z = 0. Este ca și cum am avea o impe- 
danţă infinită datorată unei tăieturi în z = 0. (Impedanţa infinită înseamnă 
că intensitatea curentului este egală cu zero.) Astfel, linia de transmisie este 


su . Li . . . A 1 
„deconectată“ efectiv în z = 0 printr-un, scurtcircuit în z = —A. 
4 


Același procedeu se poate aplica și în cazul spațiului vid. O undă plană 
se poate termina fără reflexie printr-o placă cu impedanța vidului plasată 
în z = 0 şi urmată de o foaie tăiată dintr-un conductor perfect (o „oglindă “) 


în z= - A. Toată energia undei este disipată în placa avînd impedanța 


vidului. 
În cazul undelor într-o coardă, intrarea „amortizorului perfect“ era 


legată de coardă. Cealaltă parte mobilă a lui (care se mișcă față de sistemul 
de intrare pentru a da naștere amortizării prin frecare) era fixată de un, suport 
rigid. Această situație este asemănătoare cazului în care amortizorul ar fi 
legat de o altă coardă cu densitate de masă infinită, care se întinde de la 
z =0 la + oo. O astfel de coardă ar avea o impedanţă infinită. Acest montaj 
este analog tăieturii făcute în linia de transmisie și arată de ce amortizorul 
reprezintă o terminație ideală nereflectantă. Dacă, în loc de aceasta, cealaltă 
parte mobilă a amortizorului ar fi legată de o coardă de impedanţă Z2, care 
se întinde de la 2 = 0 la + oo, atunci unda incidentă în 2 = O ar simți o impe- 
danță care ar fi echivalentă cu impedanța amortizorului legată în paralel cu 
impedanța Z, a restului coardei. Exact ca în cazul liniei de transmisie și al 
spațiului liber, putem realiza o terminaţie ideală (nereflectantă) a undelor 
pe o coardă, cuplînd amortizorul fie cu un suport rigid, fie cu un segment de 
coardă sfert de undă, legat de un inel care alunecă fără frecare pe o vergea, 
astfel încît impedanța să fie zero lingă vergea și infinită lîngă amortizor. 
Aceasta ne asigură că sistemul de ieșire al amortizorului nu se va mișca. Vezi 
problema 5.32. 


Alte metode de realizare a unei terminaţii ideale (nereflectante). Nu este 
întotdeauna ușor să se realizeze un strat ideal nereflectant. Dacă vă mulțu- 
miți cu absorbția radiaţiei de către o sarcină distribuită care ocupă un spațiu 
mare, puteţi realiza aceasta cu o reflexie neglijabilă, fără a fi nevoie să satis- 
faceți condiția de adaptare a impedanţelor din cazul unei terminații ideale cu 
parametrii concentrați. De exemplu, dacă doriți ca un fascicul de lumină să 
fie absorbit cu o reflexie neglijabilă, puteţi face ca fasciculul să intre într-un, 
orificiu practicat într-unul din, pereții unei cutii mari de carton. Căptușiţi 
cutia cu un material negru (adică absorbant) și introduceți niște paravane 
astfel încît lumina să sufere cîteva reflexii, pentru a putea ieși din nou afară. 
Dacă priviți un astfel de orificiu la lumina zilei el va arăta mult mai negru 
decît orice  obisct negru obișnuit, cum ar fi funinginea. O astfel 
de „suprafață neagră“ este practic o terminaţie ideală nereflectantă, deoarece 
aproape nimic din radiația care intră în orificiu nu mai iese afară ; este ca și 
cum mediul transparent (aerul) s-ar întinde,pînă la infinit. 


.5.3. REFLEXIA ȘI TRANSMISIA 
Coarda cu distribuție continuă de masă. Presupunem că avem o coardă 


semiinfinită, cu impedanța caracteristică Z,, care se întinde de la z = —oo 
la z = 0. În z= 0, i se atașează o sarcină formată din sistemul de intrare al 
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unui amortizor, o impedanţă Z, care nu este egală cu Z,. În z = —oo se află 
un emițător care emite unde progresive în direcția +2. Astfel, există o undă 
progresivă incidentă, avînd expresia: 


Vine (2, 2) = A cos (ot — k2). (11) 


Punînd z = 0 în această relație, obținem: 


Vine. (0, 2) = A cos ot. (12) 


Reflexia — consecință a neadaptării impedanţei sarcinii la impedanța li- 
niei. Să notăm ultimul punct de pe coardă cu S (inițiala cuvîntului „stînga“) 
și sistemul de intrare al amortizorului cu D (inițiala cuvîntului „dreapta“). 
Dacă amortizorul ar avea impedanţa Z,, el ar fi „adaptat“ la impedanţa coardei 
și ar încheia unda incidentă fără reflexie. În acest caz, „forța terminală“ exer- 
citată de către amortizor asupra coardei, Fu, ar fi dată de: 


a 2Vinc(0, 3) 4 (13) 


Farm. (D asupra lui $) = î; 


Forța totală F (D asupra lui $) poate fi considerată ca o suprapunere a 
acestei forţe şi a unui „exces de forță“ F,,., care se adaugă la (sau se scade din) 
forţa care produce absorbţia undei incidente. Acest „exces de forță“ gene- 
rează o undă progresivă care se propagă în sensul —z, exact ca și cum D ar 
fi sistemul de ieșire al unui emițător. Această undă este unda reflectată y,,, (2, ?). 

n 2 = 0 ea satisface relația valabilă întotdeauna cînd se emite o undă pro- 
gresivă, conform căreia forța de antrenare este egală cu impedanţa înmulțită 
cu viteza: 


A Sherte: = Fu. (D asupra lui $), (14) 


unde F,. (D asupra lui $) se comportă ca și cum ar fi forța exercitată 
de un emițător. Forţa totală F(D asupra lui $) este suprapunerea forței 
terminale și a excesului de forță, fiecare acționînd „independent“: 


F(D asupra lui $) = Fuerm.(D asupra lui $) + Fac. (D asupra lui $). (15) 
Combinînd relațiile (13), (14) și (15) obținem: 


F(D asupra lui $) = —Z, Cel +Z teal, . (16) 


Dar, forţa totală F(D asupra lui $) este reprezentată de forța de rezis- 
tență a amortizcrului, dată de —Z, înmulțită cu viteza punctului S$. Această 
viteză este suprapunerea contribuţiilor date de unda incidentă și de cea 
reflectată: 


240,8) _ dhume(0,8), hrl0.). 
ot ot îi ot (17) 
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Astfel, F (D asupra lui $), adică rezistența exercitată de către amortizor, 
este dată de: 


F(D asupra lui $) = —Za d bc = 


ot 
est 7, 2Vinc.(0, 3) reda drer.(0, t) : (18) 
ot ot 


Egalînd membrii din dreapta ai relațiilor (16) și (18), găsim (în z=—0): 


ay ay ay ay 
ȘI. 7 înc. A re]. A înc. Z ref. ș 
A Spa lIf $ sa * a * at 
adică 
Crez. (0, t) ae E iai Za 2Vinc.(0, t) A (19) 
at Zi + Za ot 


Coeficientul de reflexie. Din relația (19), [integrind ambii membri și 
presupunînd constanta de integrare nulă] avem: 


Yrer(0, t) = Ri Vinc.(0, t) 7 ei Ri A cos ot, (20) 


unde mărimea R2, numită coeficient de reflexie pentru deplasarea V, este 
dată de: 


| Ri2= Rai (21) 


Deoarece unda reflectată este o undă sinusoidală care se propagă în direcția 
—2, forma ei pentru 2 < 0 se ot ine din forma ei la 2 = 0 înlocuind varia- 
bilele z=—0,t prin 2,t + 2/vp, urde v, este modulul vitezei de fază. Astfel: 


Vrer.(2, î) = Raz A cos le (îi N] = Ras cos (ol + 2). (22) 
Yo 


Deplasarea totală y(£, /) este dată de suprapunerea: 


V(z, t) == Vinc.(2, t) sa Vrer.(2, d), 
adică 
V(2, î) = A cos (ot — h2) + RyzA cos (ot + k2). (23) 


Forţa de revenire și deplasarea își schimbă semnul prin reflexie. În cazul 
undelor transversale într-o coardă, pe lîngă deplasare, .prezir.tă interes fizic 
şi viteza transversală 2y(z, 4)/ât, ca și proiecția transversală a tensiunii, 
— Toây(2, î)/2z, care dă forța de revenire exercitată de porțiunea de coardă 
aflată la stînga lui z asupra celei aflate la dreapta lui z. Din relaţiile (19) și 
(20) vedem că unda de viteză 2y(z, 4)/ât are același coeficient de reflexie ca 
unda de deplasare (2, î). Pe de altă parte, unda „forței de revenire“, 
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— Toây(z, )/2z, are un coeficient de reflexie egal ca mărime, dar de semn 
opus coeficientului de reflexie pentru 2/07. Astfel avem: 


me, = A cos (0t — k2), per, = Ras cos (at + k2); (24) 


Ce = —uw4 sin (of — k2), tea. = Rua[—oA sin (ot + k2)]; (25) 


Cine. — RA sin (ot — 2), Yet: — —Rp(PA sin (ot + A. (26) 


0z 02 
Din relaţiile (25) vedem că, în 2 = 0, viteza cu care contribuie unda reflectată 
este egală cu coeficientul R,2 înmulţit cu viteza cu care contribuie unda inci- 
dentă. Din relaţiile (26) vedem că, în z = 0, partea cu care contribuie unda 
reflectată la forța de revenire este produsul dintre — Ruz și contribuţia undei 
incidente. Astfel, putem sintetiza ecuaţiile (24), (25) și (26) definind coefi- 
cienții de reflexie pentru yV, 2y/ât şi 0y/oz: 
Zi a | Za 


Ry = Rayizt = Rua = — 
y ave 12 Z, + z 


Riyi î Bes 23 Rio. (28) 


Observaţi că Rae trebuie să fie cuprins între —l și +1. 


(27) 


Reflexia pe suprafaţa de separare dintre două medii dispersive. Presupunem 
că o coardă cu impedanţa Z,, care se întinde de la — co la z = 0 este legată 
de o coardă cu impedanța Z,, care se întinde de la z = 0 la + oo. În punctul 
S aflat imediat în stînga lui 2 = 0 nu se poate ști dacă punctul R aflat imediat 
în dreapta lui z = 0 este începutul unei coarde infinite de impedanță Z, sau 
este de fapt sistemul de intrare al unui amortizor de impedanță Ze. Prin 
urmare, unda reflectată în mediul 1 este dată și în acest caz de coeficienţii 
de reflexie din ecuațiile (27) și (28). Observaţi că Ra = — Ru. Deci, semnul 
coeficientului de reflexie se schimbă, dacă se permută proprietăţile celor două 
medii. De exemplu, R, este negativ pentru o undă care trece dintr-o coardă 
ușoară într-o coardă grea (considerînd că tensiunea este aceeași în fiecare 
coardă); R, este pozitiv pentru o undă care trece dintr-o coardă mai grea 
într-una mai ușoară. 


Transmisia prin suprafața de separare dintre două medii dispersive. Punctul 
2 = 0 execută oscilații sub acțiunea rezultantei forțelor de antrenare datorate 
undei incidente şi undei reflectate în mediul 1. El se comportă ca o sursă 
de unde progresive care se propagă în sensul +2 în mediul 2. Vrem să aflăm 
cum se transmite unda de deplasare W,, cea de viteză transversală 0a/0t 
şi cea a forței de revenire — T30y/0z, unde cu indicele 2 notăm unda transmisă 
în mediul 2. Vor folosi condițiile la hmută. 


Condiţiile |. limită şi continuitatea. Aceste condiții la limită afirmă că 
funcția w(2,1) esti aceeași de o parte și de alta a suprafeței de separare în ime- 
diata ei apropier., adică deplasarea y(z, î) este continuă. Prin urmare, viteza 
OV(2, 2)/ot este continuă. De asemenea, forța de revermire — ToOy(2, 1)]0z este 
continuă. Condiţiile de continuitate la limita de separare pentru deplasare și 
viteză într-un punct al coardei sînt evidente și nu mai necesită nici un comen- 
tariu. Condiţia la limită pentru forța de revenire nu este însă tot atît de evi- 
dentă. (De exemplu, ați putea crede că panta ây(z,4)/2z, și nu tensiunea în- 
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mulțită cu panta, trebuie să fie continuă. Cu toate acestea, dacă tensiunea se 
modifică la limita de separare, coarda va prezenta acolo un „salt“. Panta nu 
va fi continuă, dar tensiunea înmulțită cu panta, va fi.) Pentru a vedea că 
forța de revenire este continuă, să ne imaginăm un element infinitezimal de 
masă aflat în z = 0. EI suferă acţiunea unei forțe transversale — 7,0y,/8z, 
exercitate de către coarda aflată în stînga lui. Asupra lui acționează și forța 
-+ T30ya/0z exercitată de către coarda aflată în dreapta lui. Suprapunerea 
acestor două forțe este egală cu masa elementului infinitezimal înmulțită cu 
accelerația lui. Dar masa lui tinde către zero. Prin urmare, suprapunerea celor 
două forțe trebuie să dea zero: 


2 asi E 
nl a der pila = 0 "în Z= 0, 
22 az 
ceea ce înseamnă că mărimea 19dy/0z este continuă. (Observaţie. Folosim 


notaţiile: T, pentru tensiunea în coardă la echilibru în generalși 7, Ta pentru 
tensiunile în coardă la echilibru, în mediile 1 și 2.) 


Coeficientul de transmisie a amplitudinii. Fie q(2,) una dintre cele trei 
mărimi ondulatorii: deplasare, viteză sau forță de revenire. În mediul 1 
funcția de undă (2,7) este suprapunerea 


pu(2, î) = go cos (of — h32) + Repo cos (ot + k42) (29) 


unde, conform relaţiilor (27) și (28) coeficientul de reflexie R este egal cu 
Ra 2 (Zi — Za)/(Za + Za) dacă (2,1) reprezintă deplasarea sau viteza și este 
egal cu —Ru> dacă (2,1) reprezintă forța de revenire. În mediul 2, mărimea 
o(2,b) reprezintă o undă care se propagă numai în sensul +z. (Aceasta din 
cauză că, prin ipoteză, singura forță externă acționează în z = — oo. Ea pro- 
duce unda incidentă. Discontinuitatea dă naștere unor unde reflectate şi 
transmise. Nu există însă nimic care să dea naștere unei unde care să se 
propage în sensul —z în mediul 2.) Astfel, putem scrie forma lui qe(2,f) 
definind în același timp coeficier tul de transmisie a amplitudimi T: 


pa(z, î) = Teo cos (ot — ka2). (30) 
Condiţia ca o(z,) să fie continmă în 2 = 0, dă 
ga(0, ) = gu(0,9), 
sau 
Tooccs ot = po(l + R) cos ot, 


adică 
Pa PER (31) 


unde R este R,2 pentru y și 2V/0t și —Ra2 pentru forța de revenire, — Tây/âz. 
(Observaţie. Am folosit litera 7 atît pentru tensiunea în coardă, cît și pentru 
coeficientul de transmisie. În alte exemple, care nu se referă la coardă, această 
notație nu produce nici o confuzie.) 

Observati că, deoarece R este cuprins între —1 și +1, T trebuie să fie 
cuprins între 0 și +2. Astfel, coeficientul de transmisie este întotdeauna pozitiv. 
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Iată cîteva cazuri limită interesante: 


Cazul 1. Adaptarea perfectă a impedanțelor 
) Dacă Z; = Z,, nu există undă reflectată, adică R,g este zero. Coeficientul 
de transmisie este egal cu unitatea. Observaţi că egalitatea Z, = Z, nu implică 
în mod necesar identitatea celor două medii. Dacă densitatea coardei și ten- 
siunea se modifică ambele astfel ca produsul lor să rămînă constant, atunci 


impedanțele Z, = vip și Za = VTapa vor fi aceleași. Vitezele de fază v, = 
= Tulea şi va = Velea nu vor mai fi însă egale în cele două medii. 


Cazul 2. Rezistență infinită 

Dacă raportul Z,/Z, este „infinit“, Ry este —1. Atunci punctul 2 = 0 
rămâne fix. Deplasarea și viteza au coeficienţii de reflexie —1, astfel că unda 
incidentă și unda reflectată se suprapun în z = 0 dînd deplasare și viteză 
nule. O undă incidentă care este un puls de deplasare pozitiv („în sus“) devine 
un puls negativ („în jos“) prin reflexie. Forţa transversală are coeficientul de 
reflexie +1, astfel încît forța care se exercită asupra coardei în z = 0 are 
același sens ca în cazul unei terminaţii ideale nereflectante (adică „în jos“) 
dar este de două ori mai mare decît forța necesară pentru a produce o termi- 
nație ideală. Excesul de forță este dirijat în jos și generează o undă reflec- 
tată de amplitudine negativă și egală ca mărime cu cea a undei incidente. 


Cazul 3. Rezistență nulă 

Dacă raportul Z2/Z, este zero, capătul coardei din 2 = 0 este un capăt 
hiber. Atunci, în acest punct, panta coardei va fi totdeauna zero. Astfel, 
coeficientul de reflexie al forței de revenire este —1. O undă incidentă 
constînd dintr-un puls pozitiv al forței de revenire devine prin reflexie un 
puls negativ. Coeficienții de reflexie pentru deplasare și viteză sînt egali cu 
+, iar coarda are în z = 0 o viteză de două ori mai mare decît ar avea în 
cazul adaptării perfecte a impedanţelor. O undă incidentă care constă dintr-un 
puls de deplasare pozitiv rămîne tot puls pozitiv și după reflexie. Cazurile 
limită, în care raportul Zz/Z, este infinit sau zero, sînt ilustrate în 
figurile 5.3 și 5.4 (pag. 242). 


Forma generală a unei unde sinusoidale. Cînd în mediul 1 se propagă o 
undă incidentă și una reflectată, avem: 


W(z, £) = A cos (ol — k2) + RA cos (ot + k2), (32) 


unde R este coeficientul de reflexie și este cuprins între --1 și +1. Cînd R este 
zero, avem o terminaţie ideală nerefiectantă. Atunci V(z, !) este o undă pro- 
gresivă „pură“, adică o undă care se propagă numai în direcția +z. Cînd R 
este —1, (2, £) este o undă staționară „pură“, adică o undă cu noduri (zerouri) 
permanente. În z = 0, se află un nod. Cînd R este +1, (2, 2) este din nou o 
undă staționară pură, cu un ventru permanent (amplitudine maximă) în 
z = 0, adică cu un nod permanent la o distanță de un sfert de lungime de 
undă de z = 0. Cînd R nu este nici O, nici +1, V(z, 7) nu este nici o undă sta- 
ționară pură, nici o undă progresivă pură; ea este o undă sinusoidală mai 
generală. Cea mai generală undă sinusoidală (pentru o frecvență dată «) 
poate fi scrisă fie ca o suprapunere de unde staționare, fie ca o suprapunere 
de unde progresive (sau ca o combinaţie a ambelor). Astfel, o undă sinuso- 
idală oarecare y(z,) poate fi scrisă sub forma: 


W(z, ).— A cos (of + a) sin kz + B cos (ot + 6) cos &z, (33) 
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Fig. 5.3. Reflexia unui puls incident la capătul fix al unei coarde: (a) înainte de reflexie, (5) 

după reflexie. (Coarda este cuplată în z = 0 cu o altă coardă cu densitate de masă infinită.) 

Micile săgeți verticale din cele trei puncte indică viteza coardei în acele puncte. (Punctul central 
reprezintă o săgeată de lungime nulă.) 


Ea 
Ie 


pd a 


(a) (D) 


Fig. 5.4. Reflexia unui puls la un capăt liber: (a) inainte de reflexie; (b) după reflexie. (Coarda 
este cuplată în z = 0 cu o altă coardă cu densitate de masă neglijabilă.) 
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care este o suprapunere 4 două unde staționare cu nodurile distanțate printr-un 
sfert de lungime de undă, avînd amplitudini și constante de fază diferite. 
Alternativ, aceeași undă y(2,!) poate fi scrisă sub forma: 


V(z, ) = C cos (ot — kz + 7) + Dcos(ot + kz+ 3), (34) 


care este o suprapunere a două unde progresive care se propagă în sensuri opuse, 
cu amplitudini și constante de fază diferite. De exemplu, unda dată de ex- 
presia (32) este scrisă ca o suprapunere de unde progresive; ea poate fi la fel 
de bine scrisă ca o suprapunere de unde staționare. Vă propunem să faceţi 
aceasta (problema 5.20). 


Urmează cîteva. exemple privind reflexia. 


Exemplul 3. Reflexia undelor sonore 


Ecuațiile de mișcare pentru undele sonore sînt asemănătoare celor pentru 
undele longitudinale dintr-un resort. Acestea, la rîndul lor, sînt asemănătoare 
celor pentru undele transversale dintr-o coardă cu distribuţie continuă de 
masă. Fără a mai repeta ceea ce am discutat, putem prelua rezultatele pentru 
coeficienții de reflexie și de transmisie obținute pentru coardă. Viteza aerului 
este dată de ây/at. Presiunea sonoră — */o2y/2z este analoagă forței de reve- 
nire — 7904/dz din cazul coardei. 


Capăt închis. La capătul închis al unui tub, viteza medie a moleculelor 
de aer în lungul lui z (în lungul tubului) este permanent zero. (Pentru fiecare 
moleculă care se mișcă spre dreapta, în lungul lui -+z, către peretele tubului, 
există o alta care tocmai a fost respinsă de perete și se mișcă spre stînga.) 
Așadar, unda de viteză ây/dt trebuie să aibă coeficientul de reflexie —1 la 
capătul închis, astfel ca suprapunerea undei de viteză incidente şi a celei 
reflectate să dea zero. Cealaltă undă care prezintă interes din punct de vedere 
fizic este unda de presiune sonoră de tipul „forței de revenire“, — yPody/0z. 
Conform calculelor pe care le-am făcut pentru coardă, presiunea sonoră trebuie 
să aibă un coeficient de reflexie egal în mărime dar opus ca semn celui pentru 
unda de viteză. Prin urmare, presiunea sonoră trebuie să se reflecte la ca- 
pătul închis cu coeficientul +1. Presiunea sonoră, la capătul închis are deci 
același semn ca în cazul unei unde sonore care se termină fără reflexie, dar 
ea este de două ori mai mare decît în acest caz. La scară „microscopică“ putem 
vedea de ce presiunea la capătul închis este de două ori. mare decît în cazul 
în care tubul s-ar continua. Presiunea este forța pe unitatea de arie. 
Forţa este transferul de impuls în unitatea de timp. O moleculă care ciocnește 
elastic peretele își inversează componenta 7 a impulsului. (Dacă peretele 
prezintă asperităţi, această afirmaţie nu este valabilă pentru fiecare ciocnire, 
dar este valabilă în medie; acest lucru este suficient.) Astfel, molecula cedează 
un impuls de două ori mai mare decît cel pe care l-ar ceda dacă ar fi pur 
și simplu absorbită fără a se reflecta, sau dacă și-ar continua drumul în lungul 
tubului. 


Capăt deschis. Dacă considerăm un tub deschis la capăt, se ridică urmă- 
toarea problemă experimentală: cum trebuie procedat pentru ca aerul din 
tub să nu se piardă în exterior? Ne întrebăm ce se întîmplă dacă tubul se 
termină printr-o deschidere într-o încăpere largă, care conţine aer la aceeași 
presiune fo cu cea din tub (așa cum se întîmplă în experiențele noastre cu 
tuburi de carton). La capătul deschis al tubului aerul poate intra și ieși liber. 
Astfel, viteza undei nu este obligată să fie zero acolo (așa cum se întîmplă la 
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un capăt închis). În diferite puncte din cameră, aflate suficient de departe 
de capătul deschis al tubului, presiunea este permanent egală cu presiunea 
de echilibru po. În imediata apropiere a capătului tubului presiunea nu este 
exact egală cu /o, din cauză că undele de presiune care ies din tub, pot fi 
încă simțite lingă capătui deschis al tubului. De îndată ce o zonă de compre- 
siune (de exemplu) ajunge la capătul deschis al tubului, aerul are posibilitatea 
de a se împrăștia în jur, în timp ce în interiorul tubului mișcarea aerului în 
unda sonoră se face numai în lungul lui z. Astfel, compresiunea „se atenuează“ 
rapid cu distanța de la capătul deschis al tubului, pînă cînd, la o anumită 
distanță în interiorul camerei (care se dovedește a fi de ordinul razei tubului), 
presiunea devine practic egală cu po. Astfel, la capătul deschis al unui tub care 
se află într-o încăpere mare, presiunea sonoră este (aproximativ) permanent 
egală cu zero într-un punct aflat în exterior, în imediata apropiere a tubului. 
Să numim acest punct capătul deschis „efectiv“ al tubului. Întrucît presiunea 
sonoră este permanent zero acolo, coeficientul de reflexie al presiunii sonore 
trebuie să fie —1 la capătul deschis. Coeficientul de reflexie al vitezei este 
deci +1. Impedanţa Z> a camerei este practic nulă. (Faptul că aerul se poate 
răspîndi liber face ca impedanța să fie nulă. Expresia Z = vy/opo a impe- 
danţei nu poate fi folosită pentru impedanța camerei, întrucît această ex- 
presie a fost dedusă presupunînd mișcarea strict longitudinală.) 

Iată tabloul „microscopic“ a ceea ce se întîmplă la capătul deschis. Să 
analizăm ce se întîmplă cînd o zonă de compresiune ajunge la capătul deschis. 
Înainte ca această compresiune să ajungă la capăt, ea se propagă împingînd 
aerul aflat în fața ei și transferîndu-i un impuls longitudinal și, pe de altă parte, 
fiind împinsă de aerul aflat în spatele ei și primind impuls de la acesta. Deodată 
compresiunea ajunge la capătul deschis. În fața ei impedanța este zero. Aerul 
din tub pătrunde în cameră fără a mai ceda impuls. Această scurgere „exce- 
sivă“ de aer creează o scădere a presiunii la capătul deschis (o rarefiere). 
Aerul aflat în spatele acestei zone rarefiate „simte“ o impedanță mai mică 
decît „de obicei“ și înaintează pentru a compensa rarefierea. Aceasta face însă 
ca rarefierea să se deplaseze și mai în spate. Moleculele aflate mai departe 
în spate se deplasează pentru a compensa rarefierea etc. Observăm că o 
compresiune care se propagă în sensul +-z produce o rarefiere care se propagă 
în sensul —z. O undă de viteză constînd dintr-un puls al componentei 2 
pozitive a vitezei, care se propagă în sensul +z, a produs o undă de viteză 
care .se propagă în sensul —z și are o componentă 2 de același semn (mo- 
leculele se deplasează întotdeauna în sensul +z, pentru a compensa rare- 
'fierea). Coeficientul de reflexie pentru unda de viteză este deci pozitiv la 
capătul deschis, iar cel pentru unda de presiune este negativ. 


Lungimea efectivă a unui tub deschis la capete. Distanța de la capătul 
deschis al unui tub pînă în punctul în care presiunea sonoră este zero poate fi 
aflată experimental astfel. Luăm un tub de carton deschis la ambeie capete. 
Modul fundamental de oscilaţii libere este acela pentru care lungimea efectivă 
a tubului este o jumătate de lungime de undă. (La un moment dat, cînd aerul! 
iese din tub prin capătul din dreapta, el iese și prin capătul din stînga. La 
mijlocul tubului viteza aerului este tot timpul nulă, adică acolo se află un nod 
al undei staționare a "vitezei. Tot acolo se află un ventru al undei staționare a 
presiunii.) Pentru a atla lunzimea efectivă a tubului, loviţi-l ușor și ascultați 
sunetul produs. (Modul func'amental se excită cel mai ușor și acesta este cel 
pe care îl veți auzi.) Determinaţi printr-o metodă oarecare înălțimea sunetului. 
Calculaţi valoarea unei semilungimi de undă a sunetului cu această frecvență. 
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Ea va fi puţin mai mare decît lungimea tubului şi poate fi considerată ca 
jungime efectivă a tubului. O metodă mai simplă constă în folosirea unei 
frecvenţe externe standard, date de un diapazon. Modificaţi lungimea tubului 
scurtîndu-l treptat, dacă este prea lung, sau folosind o prelungire ca a trom- 
bonului pentru a-i varia lungimea. Continuați pînă obţineţi rezonanța. Ob- 
servați că atunci cînd ați realizat rezonanţa (adică aţi obținut un maxim în 
intensitatea sunetului emis de tub sub acțiunea diapazonului) înălțimea su- 
netului oscilaţiilor libere excitate prin lovirea ușoară a tubului este aceeași 
cu frecvența diapazonului. Pentru lungimi „nerezonante“, frecvența proprie 
nu este aceeași cu frecvența diapazonului. (Ce frecvență auziți cînd faceți să 
vibreze un diapazon la capătul unui tub cu o lungime „nerezonantă“: frec- 
vența proprie a tubului sau frecvența diapazonului? Vezi experiențele pentru 
acasă.) 


Exemplul 4. Reflexia în liniile de transmisie 
O tensiune U(?) furnizată de un emițător aflat la capătul din stînga SS al 
unei linii de transmisie infinite de impedanţă Z, produce (în limita continuă) 
o undă progresivă de curent /(z,/) astfel încît, în dreptul emițătorului (la 
z = 0) avem: 
Uo cos ot = U(?) = Z,1(0,). (35) 


Undele progresive de curent și de tensiune sînt date de: 
U(z, î) = Vocos (of — haz), 1 = Io cos (ot — ka2), Uo = Zile. (36) 


Dacă impedanța caracteristică variază brusc de la Z, la Za la trecerea printr-o 
anumită suprafață, acolo se generează o undă reflectată și una transmisă. Nu 
este necesar să repetăm analiza făcută în cazul coardei. Coeficienţii de re- 
flexie și transmisie au forme analoage celor pentru undele sonore sau ale 
celor dintr-o coardă. Înainte de a scrie aceste expresii, să analizăm din punct 
de vedere fizic cazurile limită în care impedanța Z= la capătul liniei este zero' 
(exemplul 5) sau infinită (exemplul 6). 


Exemplul 5. Capăt scurtcircuitat—impedanţă nulă 

Cînd capătul din dreapta al liniei este scurtcircuitat prin introducerea 
unui rezistor de rezistență neglijabilă între cele două conductoare, tensiunea 
la acest capăt este permanent zero. Coeficientul de reflexie al tensiunii la 
capătul scurtcircuitat este deci — 1. Pe de altă parte, curentul are un coeficient 
de reflexie + 1 și are o intensitate de două ori mai mare (la acel capăt al liniei) 
decît cea pe care ar fi avut-o dacă linia ar fi avut un capăt nereflectant ideal. 
Un front de undă al unei tensiuni pozitive, care se propagă în sensul pozi- 
tiv al axei z, se transformă prin reflexie într-un front de undă al unei ten- 
siuni negative. O undă pozitivă de curent dă prin reflexie tot o undă pozi- 
tivă de curent. 


Exemplul 6. Capăt în circuit deschis—impedanţă infinită 

Dacă la capătul din dreapta cele două conductoare sînt conectate printr-o 
rezistență infinită (sau sînt lăsate „libere“, fără nici un rezistor de legătură), . 
nici un curent nu poate trece de la un conductor spre celălalt. Astfel, intensi- 
tatea curentului este în permanenţă zero la capătul aflat în circuit deschis,, 
iar coeficientul de reflexie al curentului trebuie să fie —1. Coeficientul de 
reflexie al tensiunii este, atunci, +l. 
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Din considerentele fizice de mai sus, putem deduce coeficienții de reflexie 
pentru tensiunea U și intensitatea curentului I: 


iuli zi 


Ru = =—Rya, R= —Ry. 37 
ga saruri 12 Ra u (37) 
Pentru verificare observăm că, dacă Z> = 0 (capăt scurtcircuitat), relația 


(37) dă Ry=— —I, așa cum trebuie; pentru Z> = co (capăt în circuit deschis), 
R=—l. 


Linia de transmisie cu plăci paralele. Impedanţa este dată de expresia 
(4.140) din paragraful 4.4: 


ATI d 
z= E î> (38) 


Astfel, dacă (de exemplu) distanța d dintre plăci se dublează, impedanța se 
dublează și ea. 


Coeficienţii de reflexie pentru cimpuri. În loc de a considera tensiunea 
și curentul, ne putem concentra atenția asupra intensității cîmpului electric 
E, şi a inducției magnetice B,. Într-o linie de transmisie dată, intensitatea 
cîmpului electric este proporțională cu U, iar inducția magnetică este pro- 
porțională cu /. Astfel, avem: 


(39) 


Deoarece o undă reflectată în linia 1 se propagă în aceeași linie de trans- 
misie ca și unda incidentă, adică într-o linie cu aceeași distanță între plăci d, 
lățime / și permeabilitate yu, observăm că coeficientul de reflexie pentru E, 
este același ca pentru U, iar coeficientul de reflexie pentru B, este același ca 
pentru 1. (Pentru a vă convinge singuri că nu există nici un semn minus „su- 
plimentar“ în relația dintre unda de curent reflectată și unda reflectată a 
inducției magnetice, faceți o schiță și folosiți regula miîinii drepte.) Pe de altă 
parte, coeficientul de transmisie pentru dE, este același ca pentru U. În mod 
asemănător, coeficientul de transmisie pentru /B,/u este egal cu cel pentru 
I. Vom considera numai coeficienţii de reflexie. Atunci avem: 


a 
Za+ fa 
Inducţia magnetică B, are un coeficient de reflexie egal în mărime cu cel al 


intensității cîmpului electric şi de semn opus. 
În exemplul 7 analizăm un caz particular important. 


pentru intensitatea cîmpului electric: RR = (40) 


Exemplul 7. Reflexia într-o linie de transmisie cu discontinuitate în e. 

Presupunem că geometria secțiunii (lățimea 7 și distanța 4) nu se modifică 
la limita de separare și nici permeabilitatea magnetică relativă u, nu variază. 
(Multe medii ca sticla, apa, aerul și ionosfera au u, = 1 într-o aproximație 
foarte bună.) Atunci, conform relației (38), singura mărime din expresia impe- 
danţei Z care se modifică la suprafața de separare, este constanta dielectrică 
£,. Dar Z este proporțional cu 1/yg,, care este egal cu 1/n, unde n = ye, 
este indicele de refracție (pentru u, = 1). Astfel, (după ce înlocuim 4, = 
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= 1/m și Za = 1/na în relaţia (40) și înmulțim cu man2 pentru a scăpa de 
fracțiile etajate) găsim: 


pede es ca | (41) 


Vom generaliza acum acest rezultat. Să considerăm că distanța dintre 
conductoare tinde către infinit, iar lățimea liniei crește proporțional. Coefi- 
cienții de reflexie pentru cîmpurile locale nu pot depinde de condiţiile la 
limită. Prin urmare, relația (41) trebuie să rămînă valabilă și atunci cînd 
unda incidentă este emisă de o lumină îndepărtată de pe stradă sau de o 
antenă TV aflată la mare distanță. Coeficsenții dați de relația (41) sînt va- 
labili pentru orice unde electromagnetice drepte şi paralele, incidente normal pe 
o suprafață care marchează schimbarea bruscă a constantei dielectrice (pe o 
distanță mai mică de o lungime de undă). 

Putem aplica imediat acest rezultat în cazul interesant al luminii. 


Exemplul 8. Reflexia luminii 

Expresia coeficientului de reflexie dată în relația (41) este valabilă pentru 
orice undă electromagnetică plană care se reflectă la incidență normală pe 
suprafața de separare a două medii-transparente (dacă ambele au pu, = 1). 
Astfel, luînd indicele de refracție al aerului egal cu 1,00 și indicele de refracție 
al sticlei egal cu 1,50 în cazul radiației vizibile, avem la 7recerea din aer în 
sticlă, 
îi, abil ete 135 im Ai (42) 
1+n iza pati Mi) 5 


pe 


Astfel, intensitatea cîmpului electric își schimbă semnul și se micșorează 
cu un factor 5. (Trecînd din sticlă în aer, coeficientul de reflexie are semn 


opus și este deci +a - Fluxul de energie reflectat este proporțional cu pă- 


tratul intensității cîmpului electric. Ca urmare, fracțiunea din intensitatea 
luminoasă. care se reflectă, pe o singură suprafață de separare aer-sticlă este 


1 A î a y d ri : AER 
de—; adică, la incidență normală, 4 procente din intensitatea luminii 


incidente se reflectă. Vezi experiența 5.1. 


5.4. ADAPTAREA IMPEDANȚELOR ÎN CAZUL A DOUĂ MEDII 
TRANSPARENTE 


Să presupunem că dorim să trimitem unde progresive dintr-un mediu în 
alt mediu, fără a genera o undă reflectată. De exemplu, ne-am putea propune 
să transferăm energie sonoră de la aerul din interiorul unui difuzor, aerului 
din cameră, fără a genera reflexii. (Reflexiile sînt nedorite deoarece ele fac 
ca impedanța efectivă a sarcinii, simțită de mecanismul de antrenare, să 
apară parțial ca o sarcină reactivă, cu o impedanţă care variază cu frec- 
venţa, ceea ce poate conduce la rezonanțe nedorite pentru anumite frecvențe.) 
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Ca alt exemplu, ne-am putea propune să transferăm unde progresive luminoase 
din aer într-o lentilă sau o placă de sticlă, fără a avea reflexii. (Reflexia este 
nedorită atît din cauza pierderilor în intensitatea luminoasă a fasciculului, 
cît și din cauză că nu dorim ca lumina reflectată să ajungă în altă parte a 
aparatului.) În alt caz, ne-am putea propune să dăm o metodă prin care doi 
scufundători echipați cu aparate de respirat sub apă, să poată vorbi unul cu 
altul sub apă. Fiecare scufundător poate vorbi tare sub masca lui (care îi 
acoperă gura, ochii și nasul), dar numai o mică parte din unda sonoră este 
transmisă în apă prin sticla măștii, deoarece 72, coeficientul de transmisie 
este foarte mic. Aceasta se întîmplă deoarece impedanța sonoră a apei diferă 
foarte mult de cea a aerului. 

Rezolvarea problemei transferului undelor progresive dintr-un mediu în 
altul, fără reflexii, se numește adaptarea smpedanţelor. Vom discuta două me- 
tode: una folosește un „strat nereflectător“, cealaltă o „variație continuă“. 
(Nici una dintre ele nu reprezintă o soluţie pentru problema comunicării 
a doi scufundători. În acest caz, soluția implică transformarea frecvențelor 
audibile ale vocii în frecvențe ultrasonore înainte de transmiterea lor în apă; 
la aceste frecvenţe este mai ușor de adaptat impedanţele. Fiecare scufundător 
este echipat cu un emițător și un receptor de ultrasunete și cu un convertor 
de frecvență.) 


Strat nereflectător. Presupunem că mediul 1 se întinde de la z — —oo la 
2 = 0. Un adaptor de impedanţe (mediul 2) se întinde de la z=0laz=L. 
Mediul 3 se întinde dela z = L la z = + oo. Ne propunem să adaptăm impedan- 
țele între mediile 1 și 3 pentru unde de pulsație w. Adică, vrem să nu apară 
nici o undă reflectată atunci cînd din mediul 1 vine o undă progresivă în 
sensul +z. Nu există însă nici o cale de a „interzice“ reflexia pe o disconti- 
nuitate a impedanței. Ideea ingenicasă a adaptării impedanţelor constă în 
folosirea faptului că se pot genera două unde reflectate, una datorată discon- 
tinuității din z = 0 și cealaltă datorată discontinuității din z = L. Cu pu- 
țin efort, putem face astfel ca suprapunerea acestor două unde să dea în mediul 
1 o undă reflectată totală de amplitudine nulă. 

- Să presupunem că regiunea cuprinsă între 2 = 0 şi z = L este ocupată 
de un mediu dispersiv care are o impedanţă caracteristică Za. Pare rezonabil 
ca, rezolvînd problema adaptării impedanţelor, să găsim că Za trebuie să fie 
cuprins între Z, și Za. Să presupunem că ne aflăm în acest caz. Conform for- 
mulelor pentru coeficienții de reflexie, avem: 


Zi Za _1— (ZalZi) pa _ Za Za _ 1 (ZolZa), 


Za Za 1 (Zaz) * Zar 1+ (ZalZ 


Deci (presupunînd Z, < Za < Za), cei doi coeficienți Ru> și Ras au același 
semn. L.a început aceasta pare descurajant, din cauză că dorim ca cele două 
unde reflectate să se anihileze complet una pe cealaltă ; dar nu am ținut încă 
seama de faptul că cele două unde iau naștere în locuri diferite, și anume 
în z= 0 şi în z = L. Să urmărim acum un front de undă incident: în z=0 
unda incidentă este parțial reflectată (cu coeficientul R,2) și parțial transmisă 
cu coeficientul 7,2, care este întotdeauna pozitiv. Unda transmisă se propagă 
pînă în 2 — L, unde şe reflectă parțial cu coeficientul Ra și este transmisă 
parțial. Unda refleztată se propagă înapoi pînă la z = 0, unde este transmisă 
parțial, cu cecficientul Ta. Astfel, ea reapare în mediul 1 la z = 0, propagîn- 
du-se în sensul —z cu o amplitudine dată de amplitudinea undei incidente 


Ra 
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înmulțită cu TuzRosla și cu o 
constantă de fază diferită de 
cea a undei reflectate pe prima 
suprafață, din cauza întîrzierii 
provocate de drumul ei,,dus-în- 
tors“, de lungime 2 L, parcurs în 
mediul 2. Astfel, în mediul 1 
avem: 


Vine. = A cos (ot — 2), (44) 
V (reflectată în z =0) = 


= Ris4 cos (cat -+ hz),. (45) RI ah 
z=0 pa [i 


V(reflectată ID PEy L) Lai Fig. 5.5. Unda incidentă și primele două unde re- 
pi : flectate. Razele sint desenate la incidență diferită 
= TiaRasTaA cos (ot + de cea normală pentru a se evita suprapunerea 

33 hyz 2haL) (46) liniilor în figură. 


unde -—2 kaL este faza (în radiani) corespunzătoare propagării pe distanța 
2 L cu numărul de undă ks. (Semnul minus se datorează faptului că avem o 
întîrziere:în fază.) Unda incidentă și cele două unde reflectate date de relațiile 
(45) „şi. (46) sînt reprezentate în figura 5.5. 


- Aproximaţia coeficienţilor de reflexie mici. Pe lingă cele două unde 
“veflectate reprezentate, mai există un număr infinit de unde reflectate 
suplimentare, indicate prin „etc“ în figura 5.5. În toate aplicaţiile noastre 
impedanțele Z,, Za, Za nu diferă foarte mult una de alta, și deci coeficienţii 
de reflexie sînt mici în comparație cu.unitatea. În acest caz, se dovedește că 
primele două unde reflectate (adică cele.arătate) domină, și, într-o bună apro- 
ximaţie, putem neglija contribuția suplimentară datorată reflexiilor interne 
multiple. De exemplu, următoarea undă reflectată care ar trebui adăugată 
celor două reprezentate pe figură are o amplitudine mai mică cu un factor 
Ra Ras decît amplitudinea celei de-a doua unde reflectate. Putem neglija 
acest factor față de unitate, dacă, de exemplu, Ra și Ras sînt de ordinul 
0,1. Păstrînd același grad de aproximaţie, în relația (46) putem înlocui 
Ta EA cu unitatea: 


Tisa — (1 AR) (1 TI Ra2) — l => ia = l. (47) 

Astfel, în această aproximație a reflexiei slabe, unda reflectată totală este 

suma celor două contribuţii de la 2 == 0 și z = L dată de [folosim relația (47), 
în expresia (46)]: 

reni. 22 Ra A cos (ot + k2) + Ras cos (ot + az — 2 hal), (48) 


unde mărimea 2k> L dă diferența de fază datorată drumului „dus-întors“. 


Cum se obține un strat nereflectător. Soluția problemei adaptării impedan- 
țelor este acum la îndemîna noastră. Mai întîi, alegem pe Z, astfel ca Ryz = 
= Rap, adică [conform relației (43)], astfel ca: 


Zi Za Pa : 
= Za NZAZa: 49) 
2 în 2 V. 13 ( j 
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Atunci relația (48) devine: 
Wren. 22 Ra2A [cos (ot + ks2) + cos (ot + ki — 2 k2L)]. (50) 


Alegem acum lungimea L astfel încît cele două unde din această superpoziție 
să se anihileze reciproc, adică să avem „interferență complet distructivă“. 
Aceasta se va întîmpla dacă 2 ke L este x, adică dacă distanța 2L este egală 
cu o jumătate din lungimea de undă în mediul 2. Unda reflectată totală este 
zero dacă Za este media geometrică a ui Za şi Z3 şi dacă grosimea L a stratului 
nereflectător este egală cu un sfert din lungimea de undă în acest strat. 


Exemplul 9. Adaptarea impedanţelor optice 

Atunci cînd un fascicul de lumină trece printr-o placă de sticlă, el stră- 
bate două suprafețe de separare. La fiecare suprafață înfensitatea suferă o 
reflexie dată de pătratul coeficientului de reflexie al amplitudinii (deoarece 
intensitatea este proporțională cu media în timp a pătratului intensității cîm- 
pului electric). Astfel, conform relației (42) din paragraful 5.3, există o pierdere 


2 
de i == 4%, din intensitatea fasciculului la fiecare suprafață. La 
transmisia prin cele două fețe ale unei plăci de sticlă apare deci o pierdere 
de 8%. (Neglijăm „interferența“ datorată suprapunerii undelor reflectate de 
cele două suprafețe. Pentru lumina „albă“ obișnuită, aceste efecte de inter- 
ferență sînt nule cînd mediem pe o bandă largă de culori. Vezi experiența 
5.10.) Această pierdere devine însă intolerabilă în cazul unui instrument optic 
care are multe suprafețe de separare sticlă-aer. De aceea, în practică se obiș- 
nuiește să se „îmbrace“ lentilele cu un strat nereflectător. Conform rezultatelor 
din relațiile (49), impedanța stratului nereflectător trebuie să fie media geome- 
trică a impedanţelor aerului și sticlei. Astfel, indicele de refracție al stratului 
nereflectător trebuie să fie egal cu radical din | X n, adică, pentru sticlă, el 


trebuie să fie /1,50 = 1,22. De asemenea, stratul trebuie să aibă o grosime 


egală cu [i 2, unde 72 este lungimea de undă a luminii în interiorul stratului. 


Pentru lumina cu lungimea de undă în vid de 5 500 Ă, lungimea de undă 
în interiorul stratului este 5 500/1,22 — 4 500 Ă. Astfel, grosimea stratului 
trebuie să fie de 4500 Â/4 — 1 120 Ă — 1,12 X 10-5 cm. Aceasta se poate 
realiza punînd piesa de sticlă care trebuie acoperită, de exemplu o lentilă, 
într-o incintă vidată, unde se află un creuzet în care se încălzește pînă la eva- 
porare substanța folosită pentru depunere. Moleculele din materialul 
care se evaporă se propagă pe traiectorii rectilinii în toate direcţiile și se 
depun uniform pe acea parte a lentilei aflată în fața creuzetului. 

lată o întrebare interesantă: să presupunem că lentila a fost acoperită 


cu un strat nereflectător de Bine ) pentru lumina verde, cu lungimea 


de undă în vid de 5 500 Ă. Atunci coeficientul de reflexie pentru lumina verde 
este zero. Care este intensitatea luminii reflectate în cazul unei alte culori? 
Vezi problema 5.21. 


Zonă de variaţie continuă a impedanței. Una din caracteristicile neplăcute 
ale stratului nereflectător cu grosimea de un sfert de lungime de undă este că 
eficacitatea lui este restrînsă la anumite frecvenţe. Dacă avem suficient spațiu 
disponibil, putem face mai mult. Presupunem că L este mare în comparație 
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cu oricare din lungimile de undă pe care vrem să le transmitem fără re- 
flexie. Presupunem că impedanţa se modifică treptat pe distanța L. Pe orice 
distanță de un sfert de lungime de undă, impedanța variază foarte puţin. 
Pentru simplitate, să ne gîndim că impedanța crește în trepte discrete, mici, 


lungimea unei trepte fiind i A, unde A este una din lungimile de undă din 


spectrul celor pe care vrem să le transmitem. Vom scăpa de toate undele 
reflectate, dacă amplitudinea reflectată de una din micile trepte, aflate în 
punctul 2, este anihilată de cea reflectată de treapta următoare, aflată mai 


departe, la o distanță Az = - A. (Neglijăm reflexiile multiple.) Dar, reflexia 


pe o treaptă la care impedanța variază de la Z, la Za = Z, + AZ este dată de 
coeficientul infinitezimal de reflexie AR, unde: 


AR Da e 2 e ZI) (51) 
Zi gi azi ih vezi |U'taa: A 4 


Dacă unda reflectată de către una din micile trepte trebuie să fie anihilată 
de cea reflectată de treapta următoare, aflată mai departe cu un sfert de lun- 
gime de undă, AR trebuie să fie constant, independent de z. Să notăm această 
constantă cu a. Atunci, punînd AR = a în relaţia (51), obţinem: 
AZ _ —%a dz, (52) 
Z Ă 


Exemplul 10. Difuzor cu diafragmă exponențială 

Dacă luăm lungimea de undă A constantă, independentă de z, ca de exem- 
plu în cazul undelor sonore în aer într-un tub a cărui impedanță variază din 
cauza variației diametrului, atunci, integrînd relația (52) obținem o dependență 
exponențială a impedanței Z de distanță. 

Diafragmele cu variație exponențială a impedanței sînt folosite în mod 
obișnuit la difuzoarele de înaltă fidelitate, pentru ca membrana de arie A, 
a difuzorului să poată transmite energia sonoră în încăpere, fără reflexie. 
În acest caz, impedanța difuzorului poate fi adaptată la dispozitivul care 
pune în mișcare membrana difuzorului. Dacă, în loc de aceasta, 4, ar fi 
aria secțiunii unui tub cilindric, avînd la un capăt membrana difuzorului, 
iar tubul s-ar termina brusc, fără să se lărgească, tubul ar intra în rezo- 
nanță la lungimile de undă pentru care capătul deschis și cel excitat de 
membrana difuzorului ar fi ventre de viteză. Aceasta ar perturba audiția 
muzicală. 


Exemplul 11. Variația continuă a indicelui de refracție 

În mod asemănător, adaptarea impedanţelor optice prin metoda varia- 
Hiei treptate a indicelui de refracție poate fi realizată îmbrăcînd piesa optică 
respectivă cu straturi subțiri succesive, formate din diferite amestecuri de 
substanțe, cu indicele de refracție variind de la m, la na. Astfel, indicele de 
refracție poate fi făcut să se schimbe treptat de la n, la na. Aceasta este o me- 
todă mai bună decît acoperirea cu un singur strat nereflectător, dar mult mai 
complicată din punct de vedere tehnic. În acest caz, dependenţa indicelui de 
refracție de 2 nu este exponențială. Care este forma acestei dependențe? 
(Problema 5.22.) 
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5.5. REFLEXIA PE STRATURI SUBȚIRI 


Franje de interferență. În orice cutie cu lame de microscop se pot găsi 
de obicei două lame strîns lipite una de alta și care prezintă „franje de inter- 
ferenţă“ frumos colorate. În mod. asemănător, o picătură de ulei mineral 
pusă pe suprafața apei fierbinţi, se va împrăștia și, atunci cînd va deveni 
“suficient de subțire, va prezenta același tip de franje de interferență colorate. 
Aceste franje se datorează interferenţei dintre lumina reflectată de suprafața 
de sus și de cea de jos a stratului subțire. Să presupunem, de exemplu, 
că avem un strat subțire de aer între două lame de microscop. Acolo unde 
„suprafețele de sticlă se ating, stratul de aer are grosimea zero, și acolo, desigur, 
nu va avea loc nici o reflexie. De acest lucru ne putem da seama observînd că, 
întrucît Ra = — Ra unda reflectată pe prima suprafață are semn opus 
undei reflectate pe cea de a doua suprafață, și deoarece nu există nici o dife- 
rență de fază corespunzătoare unui drum „dus-întors“, cele două contribuţii 
se anihilează reciproc. (Dacă nu ar fi așa, ar apărea un paradox și întreaga 
teorie a opticii s-ar prăbuși !) Dacă distanța dintre lame crește acum de la 


1 : E îi ; sa 
zero la ZI ), atunci drumul „dus-întors“ are lungimea A. Faza relativă a celor 


două contribuţii este acum 2, și din nou rezultatul net al reflexiei este nul. 
La mijlocul distanţei dintre aceste zerouri succesive ale reflexiei, reflexia are 
un maxim. og pentru o culoare dată, maximele în reflexie apar la grosimi 


ale stratului de — 3 A >, că 03 5 
4 4 4 


EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


Exemplul 12. De ce este albă prima franjă? 


Luaţi două lame de microscop curate. Apăsîndu-le una de-alta și în același 
timp lăsîndu-le să alunece una față de cealaltă, puteți să aduceţi lamele într-un 
contact foarte strîns. (Nu apăsați prea tare — sticla se sparge!) Ţineţi cele 
două lame astfel încît să vedeţi în reflexie o sursă extinsă de lumină, cum ar fi 
cerul sau un bec mat. Așezaţi o pînză închisă la ciiloare sub lame, pentru a 
reduce fondul luminos. Veţi vedea „figuri“ concentrice formate din franje 
colorate. Centrul figurii este „negru“. Aceasta este zona dintre punctul de 
grosime zero a stratului de aer și primul maxim al luminii reflectate. Prima 
„franjă“ (primul maxim al intensității luminii reflectate) este practic de cu- 
loare „albă“. Să vedem de ce este așa. Verdele se află în centrul spectrului 
vizibil și are A = 5 500Â = 5,5 : 105 cm. Grosimea stratului de aer dintre 


plăci este deci de aproximativ —- (5,5) x 105 = 1,37 X 105 cm în centrul pri- 


mei franje verzi. Albastrul are > = 4,5 X 10-5 cm; prin urmare, aceeași grosime 
corespunde unei fracțiuni din lungimea de undă de (1,37/4,5)A = 0,301 
pentru albastru. În mod asemănător, pentru roșu (A 6,5 X 105 cm) 
această grosime reprezintă o fracțiune de (1,37/6,5) A = 0,21 A. Astfel, albas- 


trul și roșul sînt și ele aproape de maximul lor de reflexie (care corespunde 


a A = ț : + 
lui a A] în prima franjă verde. Acesta este motivul pentru care prima franjă 


este albă. 


292 


"Cea mai frumoasă franjă. Franjele următoare apar din ce în ce mai colo- 
rate. Franja cea mai apropiată de monocromatism va fi aceea pentru care 
grosimea stratului este un număr impar N de sferturi de lungimi de undă a 

za PT n ATI EA PERI A i S : 
culorii verzi ră A E er și, în același timp, reprezintă aproximativ N + 
sferturi de lungimi de undă ale culorii albastre și N — 1 sferturi de lungimi de 
undă ale culorii roșii. Atunci roșul și albastrul au minime în reflexie, iar franja 
va fi verde. Numărul N corespunzător celei mai frumoase franje reprezintă 
deci o constantă a naturii, pe care ar trebui poate s-o știm. (Vezi problema 
5.23.) 


Expresia intensității luminoase a franjelor. Putem obţine o expresie a 
intensității unei anumite culori reflectate de un strat subțire de aer dintre două 
plăci de sticlă (sau de o lamă subțire de sticlă aflată în aer) adaptînd în mod 
corespunzător rezultatele precedente pentru reflexia pe două discontinuități 
care separă mediile 1, 2 și 3. În exemplul de față, mediul 3 este de același tip 
cu mediul 1. Astfel, Ras = Ra = — Rua. Atunci puteți arăta că intensi- 
tatea relativă, mediată în timp a luminii reflectate este dată de (problema 
5.24): 


“ra a. 4 (RR sloi ML. (53) 
0 


Pentru sticlă-aer sau aer-sticlă, R2, = 0,04. Avem, astfel: 


Înen: 0,16 sin? AL» (54) 
o 


expresie care este zero pentru L = 0 și L = - Aa și își atinge primul maxim la 


L=— A. Observaţi că fracțiunea maximă reflectată de un strat subțire 


este 0,16; adică, ea este de patru ori mai mare decît fracțiunea reflectată de 
o singură suprafață de separare aer-sticlă. 


Unu plus unu este egal cu patru? Cum putem aduna intensitatea dată 
de una din suprafețe cu o intensitate egală dată de cealaltă, pentru a obține 
o intensitate totală de patru ori mari mare? În același fel în care prin adu- 
nare putem obține zero: (1 + 1)?=—4; (1 — 1)2=—0. Mai întîi adunăm 
amplitudinile undelor şi apoi ridicăm la pătrat şi mediem în timp pentru a 
afla intensitatea. 

Observaţi că, dacă priviţi franjele colorate formate de stratul de aer 
dintre două lame de microscop, maximele colorate au o intensitate relativă 
de 0,16. Intensitatea relativă a fondului luminos dat de suprafața exterioară 
a lamei de sus este 0,04; cea dată de lama de jos este 0,04. [Interferenţa dato- 
rată suprafețelor exterioare de sus și de jos ale celor două lame nu poate fi 
observată, deoarece este de un ordin atît de înalt (adică interferența are loc 
pentru diferențe de drum egale cu un număr atît de mare de sferturi de lun- 
gimi de undă) încît culorile se suprapun complet.] Astfel, franjele colorate sînt 
de două ori mai intense decît fondul luminos și sînt ușor de văzut (mai ales 
dacă puneţi sub lame o pînză închisă la culoare, pentru a elimina orice sur- 
să suplimentară de fond). 
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Exemplul 13. Franje Fabry-Perot într-o lamă de microscop 

Dacă folosiți o sursă de lumină suficient de monocromatică, puteți vedea 
ușor franje de interferență datorate suprapunerii amplitudinilor luminii 
reflectate de cele două fețe ale unei lame de microscop obișnuite sau ale unui 
geam. O descriere completă a acestor franje necesită calcularea coeficientului 
de reflexie pentru incidență normală, ca și pentru incidență diferită de cea 
normală. Acest calcul se face ușor, dar nu îl vom prezenta aici. Vom considera 
numai franja centrală, adică cea corespunzătoare incidenţei normale și vom 
pune întrebarea: „Cît de monocromatică trebuie să fie sursa de lumină?“ 
Răspunsul poate fi obținut din relația (53). Presupunem L = 1 mm = 0,1 cm. 
Dacă este prezent un singur număr de undă &., atunci franja centrală este un 
maxim sau un minim după cum sin? &>L este 1,0 sau 0,0. Dacă este prezentă 
o bandă de numere de undă A&, atunci, dacă banda este prea largă, unele 
numere de undă vor da un maxim, iar altele un minim și franja va fi „ștearsă“. 
Cît de îngustă trebuie să fie banda de numere de undă pentru a obține o franjă 
centrală clară? (Putem presupune că franjele pentru incidență diferită de 
cea normală vor fi și ele clare, dacă franja centrală este clară.) Maximele suc- 
cesive date de relația (54) sînt separate printr-o creștere cu z a lui k&2L. Într-o 
primă aproximație putem spune că, dacă (Ak)L este mai mic decît z, obținem 
franje clare. Puteți arăta atunci că lărgimea benzii este (problema 5.25): 


A(A1) 2 3,3 cm, (55) 


Av = cÂ(A1) 2 1011 Hz 
adică, dacă luăm A x 5,5 X 105 cm (lumină verde) 
A x LO Â. 


Astfel, lărgimea benzii de numere de undă trebuie să fie mai mică de 3,3 cen- 
timetri la minus unu (acestea sînt unitățile folosite de obicei în spectroscopie). 
După cum vom învăţa în capitolul 6, „lărgimea naturală a liniei“ în cazul 
unui atom care emite spontan este de ordinul Av z 10”Hz. Cu greu se poate 
obține o lărgime mai mică decît aceasta (cu excepția laserului). Astfel, pentru 
a vedea franje de interferenţă într-un geam, putem folosi lumina dată de atomi 
care emit spontan. O lampă cu neon este foarte potrivită. (Vezi experiența 
5.10.) La fel de bună este și flacăra dată de un serveţel de hîrtie! (Vezi ex- 
periența 9.27.) 


PROBLEME ȘI EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


5.1. Reflexia pe sticlă. O placă plană de sticlă reflectă aproximativ 8%, din intensitatea 
luminii la incidența normală, 40%, din intensitate fiind reflectată de către fiecare față. O oglindă 
argintată obișnuită reflectă mai mult de 90%, în spectrul vizibil. Luaţi o oglindă şi o placă 
curată de sticlă (o lamă de microscop, de exemplu). Comparaţi reflexia pe oglindă și pe placă, 
ținîndu-le una lîngă alta, astfel încit să puteți observa ambele reflexii simultan. Priviţi în reflexie 
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o sursă extinsă de lumină, cum ar fi un bec mat, o bucată de hirtie albă, sau cerul. Comparați 
reflexia dată de placă cu cea dată de oglindă la incidență apropiată de cea-normală. Faceți acum 
același lucru pentru lumina ce cade aproape tangential. La incidență aproape tangențială, sursa, 
imaginea ei în oglindă și cea reflectată de placa de sticlă trebuie să aibă practic aceeași intensi- 
tate; adică, la incidență aproape tangenţială se obține o reflexie de aproape 100%. La incidență 
apropiată de cea normală, sticla trebuie să fie considerabil mai slab reflectătoare decit oglinda. 

Luaţi apoi patru lame de microscop curate. Puneţi-le una peste alta, astfel încit să formeze 
o serie de „trepte“, prima lamă formînd „baza“, cea de-a doua prima „treaptă“, iar ultimele două 
formînd a doua „treaptă“, de înălțime dublă. Astfel, puteți compara în același timp reflexia la 
incidență ăpropiată de cea normală pe o lamă, două lame și patru lame. Priviţi în reflexie o sursă 
extinsă de lumină (cerul), la incidență apropiată de cea normală. Neglijind complicațiile dato- 
rate reflexiilor interne, ar trebui să obţineţi o transmisie de aproximativ 0,92 prin fiecare lamă. 
Astfel, patru lame ar trebui să transmită (0,92)1 — 0,72 și să reflecte 1 — (0,92)1 a 0,28. 

Faceţi acum un teanc de douăsprezece lame curate ; ele ar trebui să reflecte 1— (0,92)!2 = 
=0;64. Comparaţi cu oglinda. Presupuneți că estimarea de mai sus este corectă (și lamele sînt 
curate). Cite lame ar fi echivalente cu o oglindă bună, dacă oglinda reflectă 93%, din intensitate? 
Încercați aceasta — comparați teancul de lame cu oglinda, la incidență apropiată de cea normală. 
Priviţi sursa și prin teancul de lame, pentru a observa lumina transmisă. (Conform estimării 
noastre, ar fi necesare 32 lame. Nu mai este nevoie să spunem că lamele trebuie să nu aibă am- 
prente.) 


5.2. Interferenţa în straturi subțiri. (Vezi paragraful 5.5.) Umpleți un vas cu apă fierbinte. 
Puneţi o picătură de ulei pe apă și așteptați ca uleiul să se împrăștie. (Folosiţi un ulei ușor; 
uleiul de salată, de exemplu, este prea greu — pata nu se întinde.) Priviţi cerul (sau o altă sursă 
extinsă de lumină) reflectat de stratul de ulei, pe măsură ce uleiul se împrăștie. (O bucată de 
pînză sau de hirtie neagră așezată sub vas realizează un fond negru și elimină reflexiile nedorite 
pe fundul vasului.) 'Observaţi că nu apare nici o franjă colorată pină cînd stratul nu a atins o 
suprafață de aproximativ 10 cm pe 10 cm. De ce? Observaţi franjele colorate care apar pe 
măsură ce uleiul continuă să se împrăștie. Cind pata devine suficient de subțire, nu veți mai 
obține franje; pata va fi „neagră“ acolo unde stratul de ulei este cel mai subțire. Aceasta este 
regiunea unde stratul are o grosime mai mică de un sfert de lungime de undă. Folosiţi acest fapt 
pentru a evalua aproximativ lungimea de undă a luminii. Consideraţi că regiunea ;neagră“ are 
(într-o estimare aproximativă) grosimea de aproximativ o optime din lungimea de undă ; evaluați 
aria stratului și folosiți-o împreună cu dimensiunile inițiale ale picăturii pentru a afla grosimea 
stratului, din care se obține apoi lungimea de undă. | 


5.3. Unde staționare în regim tranzitoriu într-un resort slab. Legaţi unul din capetele resor- 
tului de un stilp de telefon sau de un alt suport. Țineţi în mină celălalt capăt. Întindeți-l cît 
mai mult. Scuturați capătul lui de 3—4 ori, cît puteți de repede. În lungul resortului se propagă 
astfel un „pachet de unde“. După ce v-aţi distrat destul urmărind pachetele de unde care se duc 
și se întorc, încercați altceva. De data aceasta priviți cu atenţie o regiune din apropierea capă- 
tului fix al resortului. Urmărind pachetul de unde care ajunge la capăt; se reflectă şi se intoarce; 
trebuie să observați undele staționare în regim tranzitoriu în intervalul de timp în care pachetul 
de undă incident și cel reflectat se suprapun. (Poate e mai bine să fixați ambele capete ale resor- 
tului, astfel încît să puteți privi procesul aproape de capătul la care vă aflați.) Aceasta vă va aju- 
ta să vă convingeți ca o undă staționară poate fi întotdeauna privită ca o suprapunere a două 
unde progresi're care se propagă în sensuri opuse. 


5.4. Reflexia internă multiplă într-o lamă de microscop. Reprezentați grafic într-o figură 
o rază care vine din stînga și cade pe o lamă de sticlă înclinată la un unghi oarecare față de 
rază. Indicați prima rază transmisă, cea de-a doua rază, (adică cea transmisă după două re- 
flexii interne), cea de-a treia, ... Priviţi acum printr-o lamă de microscop o sursă de lumină punc- 
țiformă sau liniară. Țineţi lama aproape de ochi. Pornind de la incidență normală înclinați 
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treptat lama. Căutaţi “sursele virtuale“ datorate reflexiilor multiple. (Efectul este mai mare 
la o incidență aproape tangențială). Priviţi, de asemenea, lumina care nu este transmisă prin 
feţele lamei, ci iese prin suprafeţele laterale ale acesteia. Ea este lumina „captată în interior“, 
care părăsește în cele din urmă lama atunci cînd cade pe o suprafață laterală la o incidență 
apropiată de cea 'normală. 


5.5. Reflexii în liniile de transmisie. Presupuneți că o linie de transmisie coaxială avind 
o impedanță caracteristică de 50 0 este legată de o alta, cu impedanța caracteristică de 100 O. 
(a) Un puls de tensiune de + 10 V (valoarea maximă) trece din linia de 50 O în cea 
de 100 Q. Care este „înălțimea“ pulsului reflectat (în volți, inclusiv semnul)? Dar cea a pulsului 
transmis? A 
(5) Un puls de 10 volți trece din linia de 100 Q spre cea de 50 0. Care sînt înălțimile 
pulsurilor reflectat şi transmis? 


5.6. Adaptarea ireversibilă a impedanţelor. Consideraţi linia de transmisie din problema 

5.5. 

(a) Cum trebuie introdus un rezistor obişnuit pentru ca pulsul care trece din linia de 
50 9 în cea de 100 Q să fie transmis fără generarea unui puls reflectat? Aflaţi ciți ohmi 
are rezistența lui şi reprezentați într-o figură rezistorul, conductorul central și conductorul ex- 
terior pentru fiecare linie, în punctul în care se face conexiunea. (Nu vă faceți probleme cu 
„distribuirea“ rezistenței. Dacă lungimea de undă este mare în comparație cu diametrul ca- 
blului, nu e necesar ca rezistența să fie distribuită.) 

(b) Care este amplitudinea pulsului transmis? (Presupuneţi că pulsul incident are 
valoarea maximă de + 10 V.) 

(c) Presupuneţi acum că în lungul acestei linii se trimite „în sens greșit“, adică dinspre 


linia de 100 O spre cea de 50 0, un puls de + 10 V. Ce se întimplă? Aflaţi înălțimea pulsu- 
lui reflectat și cea a pulsului transmis. 

(d) Consideraţi apoi problema transmiterii unui puls dinspre linia de 100 Q spre cea 
de 50 0, fără reflexie. Care trebuie să fie valoarea rezistenței și cum trebuie conectată ea în 
locul unde se unesc cele două linii? Care este înălțimea pulsului transmis, dacă pulsul incident 
are o înălțime de +10 V? Ce se întimplă cînd un puls de +10 V vine dinspre linia de 
50 Q spre cea de 100 Q, adică în sens „greșit“? 


5.7. Un fascicul de lumină cu lungimea de undă A = 5000 A cade normal pe două discuri 
de plastic transparente, așezate unul după altul la o distanță mare in comparație cu lungimea 
de undă. Dacă indicele de refracție al discurilor este n = 1,5, ce fracțiune din lumina incidentă 
este transmisă? Neglijaţi absorbția, reflexiile interne multiple și efectele de interferență. 

s R: I,/1o = 0,85 


5.8. Comparați coeficienții de reflexie pentru amplitudinea și intensitatea luminii inci- 
dente normal pe suprafața netedă a unei ape (indicele de refracție n = 1,33), atunci cînd lumina 
trece din aer în apă și din apă în aer. 


5.9. Reflexii într-un strat subțire de aer. Presupuneți că aveți două plăci de sticlă, optic 
plane, care se ating de-a lungul unei margini şi sint separate una de alta printr-o foaie de hirtie 
la cealaltă margine, aflată la distanța L de locul unde plăcile se ating. Presupuneți că hirtia are 
grosimea unei pagini din această carte. (Cum o puteți măsura fără a folosi un micrometru?) 
Presupuneţi că franjele succesive în lumină verde se află la distanța de 1 mm una de alta, astfel 
încît le puteți vedea ușor, Care este lungimea L a „penei“ de aer? 
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EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


5.10. Franje Fabry-Perot într-un geam. Pentru această experiență aveţi nevoie de o 
sursă de lumină extinsă, aproape monocromatică. Orice lampă cu neon este potrivită pentru 
aceasta. Aprindeți lampa și priviți-o printr-o rețea de difracție (ţineţi rețeaua aproape de ochi). 
Puteţi vedea (în spectrul de ordinul întii care apare la un unghi de 15—20 grade față de linia 
portocalie centrală) cel puţin trei surse virtuale distincte: una galbenă, una portocalie și una ro- 
şie. (De fapt, fiecare sursă este formată din mai multe linii luminoase, respectiv galbene, por- 
tocalii şi roșii.) Faptul că sursele virtuale de lumină sînt net definite, arată că fiecare culoare 
individuală este o sursă de lumină monocromatică (în limita rezoluţiei). Fiecare corespunde unei 
anumite tranziții a atomilor de neon excitați. Iată în ce constă experiența. Procurați-vă o bucată 
de sticlă obișnuită; o lamă de microscop, o bucată de sticlă dintr-un geam, sau chiar geamul fe- 
restrei din cameră sint foarte potrivite. Ținind lampa cu neon aproape de nas, priviți pe dea- 
supra lămpii și observați imaginea ei formată prin reflexie în lama de sticlă. Dacă vedeți două 
reflexii, luați altă bucată de sticlă. (Geamurile capătă forma unei „pene“, după mai mulți ani 
de curgere viscoasă, lentă a sticlei.) Căutaţi „franjele“, adică „liniile de contur“ ale regiunilor 
alternativ luminoase și întunecoase din imaginea lămpii. După circa un minut de căutare, le 
veți găsi. Odată găsite, le veţi vedea ușor. (Sticla trebuie să se afle la o distanță de aproximativ 
60 cm.) Franjele se datorează interferenţei dintre razele de lumină reflectate de cele două feţe 
ale lamei de sticlă. Pentru a dovedi 'aceasta, lipiți o bucată de bandă adezivă transparentă pe 
una dintre fețe și ţineţi sticla mai întii cu această față și apoi cu cealaltă față spre dumneavoastră. 
Căutaţi franjele în zona acoperită de banda adezivă. Suprafața aderentă a benzii adezive este 
„aspră“ din punct de vedere optic, adică are neregularități mai mici decit lungimea de undă a 
luminii, situate la distanțe mai mici decit distanța dintre franje. În anumite zone de dimensiuni 
foarte mici, lumina trece din sticlă în bandă fără reflexie (indicele de refracție al benzii adezive este 
apropiat de cel al sticlei) și nu se reflectă pină cind nu întilneşte suprafața exterioară netedă 
a benzii. În alte zone de dimensiuni mici, suprafața aderentă a benzii nu atinge sticla, și se pro- 
duce o reflexie la suprafața de separare sticlă-aer (aerul dintre sticlă şi suprafața aderentă a benzii). 
Puteţi folosi acum observarea franjelor ca o metodă de a afla dacă o placă de plastic, o lamă de 
sticlă, sau o foaie de celofan sint „netede“ din punct de vedere optic la o scară de ordinul 
lărgimii franjei. Banda adezivă transparentă nu este; sticla este. 

Puteţi. folosi şi o lampă cu fluorescență obișnuită, deși nu este tot atit de bună ca o 
lampă cu neon; este insă probabil mai uşor de procurat. (Renumita „linie verde a mercu- 
rului“, aproape monocromatică, este cea care dă franjele.) 

lată acum o experiență pentru care este necesară o lampă cu neon. (Nu am reușit să o reali- 
zez cu o lampă fluorescentă.) Obser'aţi franjele formate de lumina lămpii cu neon pe fețele unui 
polaroid, privind printr-un alt polaroid (sau prin ochelari de soare cu polaroid). Testați am- 
bele fețe ale polaroidului țintă, „polaroizii avind axele paralele și apoi perpendiculare. Obser'ați 
dimensiunea franjelor. (Franje mai largi inseamnă un strat mai subțire.) Polaroidul este un 
„sandiş“ cu trei straturi, donă straturi exterioare transparente („piinea“) şi un strat central 


absorbant, „Şunca“. lată întrebarea: este „şnnca “netedă din punct de vedere optic pe ambele 
feţe? , 

lată o altă experiență (sau demonstrație) interesantă cu franje Fabry-Perot. Noaptea, 
fără o altă iluminare, luminați-vă fața cu o lampă cu neon. Priviţi-vă imaginea într-o bucată de 
sticlă ținută la o distanță de 40—60 cm. Faţa dumneavoastră este acum o „sursă extinsă de 
lumină monocromatică“. Căutaţi franjele circulare concentrice centrate pe imaginea fiecărui 


ochi. (Franjele sînt cercuri, numai dacă sticla este suficient de plană.) Efectul este straniu. 


5.11. Stroboscop cu neon. Dacă aveți un tub cu neon cum este cel din experienţa 5.10, 
puteți face cu el și alte lucruri interesante. Ţinind lampa la o distanță de 35 cm de ochi, priviți 
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într-o direcţie care să formeze un unghi de aproximativ 45" cu dreapta care unește ochiul cu 
tubul. Observați pilpiirea ! Uitaţi-vă acum direct la tub. Pilpiirea dispare! Se pare că evoluția, 
a dezvoltat vederea periferică astfel încit să fie sensibilă la schimbările foarte rapide ale intensi- 
tăţii luminii. Aceasta pare a fi o trăsătură utilă. (Puteţi încerca același lucru și cu o imagine 
TV. Comparaţi ceea ce vedeți atunci cînd o priviți direct sau cu coada ochiului.) Fiecare dintre 
cei doi electrozi ai tubului cu neon este conectat la sursă cu frecvența de 50 Hz. Dar ei sînt 
defazați cu 180”! Cînd unul este luminat, celălalt este întunecat. Astfel, acest tub poate fi folosit 
ca stroboscop pentru frecvențele de 50 sau 100 Hz, depinzind de modul în care luminaţi cu el 
un anumit obiect. Puteţi dovedi întii că potențialele celor doi electrozi sint în opoziţie de fază. 

Aşezaţi tubul astfel incit cei doi electrozi să se vadă din profil. Mișcaţi apoi transversal tubul cu 
o frecvență de 4 oscilații pe secundă (şi nai repede, dacă puteți) cu o amplitudine cît mai mare 

(10 sau 20 cm). Priviţi dungile portocz iii date de electrozi. Ele apar simultan, sau alternează? 
Folosind aceeași tehnică şi un ceas obişnuit puteți afla frecvența. Presupuneți că mişcarea, este 
sinusoidată. Măsurați frecvența și amplitudinea necesare pentru a face ca dungile să aibă 
aspectul unei „unde dreptunghiulare alternative“. Știind că frecvența pulsurilor luminoase 

trebuie să fie un multiplu întreg al frecvenței de 50 Hz, puteți determina ușor frecvența 
stroboscopică prin aceasta măsurătoare simplă. 

Observaţie. În loc să mișcați lampa, este mai ușor să priviți lampa reflectată într-o oglindă 
şi să mișcați oglinda. În acest fel puteți realiza ușor o „undă dreptunghiulară alternativă“ cu 
ajutorul unei lămpi cu neon. Aceeași tehnică poate fi aplicată pentru a examina variația în 
timp a iluminării unui ecran IV. Acoperiţi ecranul astfel încît să se vadă o singură dungă ver- 
ticală, Rotiţi oglinda în iurul unei axe verticale. „Dinţii de ferăstrău“ pe care îi veți vedea 
arată că la un moment dat este luminată numai o anumită parte a ecranului. Prin urmare, 
pentru ca televizorul să constituie un bun stroboscop, trebuie să folosiți o fantă orizontală. 


5.12. Continuitatea unei unde la suprafața de separare a două medii. La trecerea luminii 
(sau a unei alte radiații electromagnetice) dintr-un mediu 1 într-un mediu 2, am găsit că, dacă 
cele două medii au aceeași permeabilitate magnetică relativă și dacă „geometria“ este constantă 
(ca și în cazul unei linii de transmisie cu plăci paralele de secțiune constantă sau a unei plăci 
dielectrice plasate în spațiul liber), coeficienții de reflexie și de transmisie pentru intensitatea 
cîmpului electric E, și inducția magnetică By sint dați de relațiile: 


7 MI 
FI, În, Aa Meet: refera A 
Ru + Ra Ru + Ra 
X) 2 
Plat ant m 20, apa saibe di; 
Ra + ka Rt ka 


unde k = nujc, iar n este indicele de refracție. Arătaţi că în cazul lui E, expresiile coeficienți- 
lor de reflexie și de transmisie implică continuitatea lui E2 şi a lui 2E4/0z la suprafața de sepa- 
rare, adică faptul că ele au aceleași valori instantanee de o parte și de alta a discontinui- 
tății, (Prin cîmpul din partea stingă (mediul 1) înțelegem, desigur, suprapunerea undelor inci- 
dentă şi reflectată.] În mod asemănător, coeficienții de reflexie și de transmisie pentru inducția 
magnetică By implică continuitatea lui By la suprafața de separare, dar nu și a derivatei 28/62, 
care nu este continuă. Arătaţi că la trecerea din mediul | în mediul 2 2By/âz crește cu un 
factor (ha/k)? = (na/n4)2. Este important de menționat că trebuie considerat cimpul total, nu 
numai partea care se propagă într-o anumită direcție. 


5.13. Arătaţi că pentru undele dintr-o coardă, condiția la limită analogă condiției ca 
permeabilitatea magnetică să fie constantă (în dreptul discontinuității) din cazul luminii, este 
ca, densitatea de masă a coardei să fie constantă. Arătați că, în cazul luminii care trece printr-o 
snprafață de separare, creșterea constantei dielectrice este analogă tensiunii în coardă. Arătați 
că viteza transversală a coardei se comportă ca și inducția magnetică dintr-o undă luminoasă, 
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în sensul că ea este continuă, dar derivata ei în raport cu z creşte cu un factor (k>/k,)2 la trecerea 
din mediul 1 în mediul 2. Arătați că tensiunea transversală —7yây/âz se comportă analog 
cîmpului electric, atit ea, cit și derivata ei în raport cu z fiind continue la limită. (În toate cazu- 
rile ne referim la cîmpul total, nu la componentele care se propagă într-un anumit sens.) 


5.14. Presupuneți că aveți un cablu coaxial cu vid între conductoare și cu o impedanță 
caracteristică de 50 0 (de exemplu). Presupuneţi acum că unul din capetele acestui cablu este 
în contact cu un strat absorbant cu rezistența de 377 0 per pătrat. Conductorul interior și cel 
exterior al cablului sint astfel conectaţi printr-un strat nereflectător, avînd impedanța vidului. 
Măsurați rezistenţa în curent continuu dintre conductorul interior și cel exterior, conectind un 
ohmmetru obișnuit la celălalt capăt al cablului. Neglijați rezistența conductoarelor (bucata 
de cablu poate fi oricit de scurtă doriți). Rezistența se datorează în întregime stratului nere- 
flectător de la capăt. Ce va indica ohmmetrul? (a) Ghiciţi rezultatul. (b) Demonstraţi-l. 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


5.15. Lungimea efectivă a unui tub deschis la capete, pentru undele staționare: Luaţi un 
tub de carton. Folosiţi ca etalon pentru înălțimea sunetului un diapazon pentru sunetul do 
(523,3 Hz). Loviţi ușor tubul și ascultați. Scurtaţi tubul tăindu-l (dacă este necesar) astfel 
ca sunetul să fie puțin mai înalt (cu o frecvență mai mare de 523,3 Hz). Introduceţi apoi 
un tub ceva mai mic la unul din capete, pentru a avea o extensie ca la trombon. (De 
exemplu, tăiați mai întii tubul în lung și scoateţi o bucată de material astfel încît să obţineţi 
un tub mai subțire. Lipiţi apoi tăietura cu.bandă adezivă astfel ca tubul mai mic să nu aibă 
scăpări de aer în lungul lui.) Sunetul pe care îl veți auzi este cel mai jos sunet dat de tubul des- 
chis la capete. Lungimea tubului este egală cu o jumătate de lungime de undă. Viteza sunetului 
este de 332 m/s. Prin urmare v-aţi aștepta ca lungimea tubului să fie: 


3,32.x 104 


E = 31,7 cm. 
2 523,3 


v 
— = 
v 


În loc de aceasta, veți găsi că lungimea reală Lo este mai mică decit 31,7 cm cu aproximativ 
0,6 din diametrul tubului. Acest lucru poate fi interpretat ca un „efect de capăt“ care face ca 
tubul să pară mai lung la fiecare capăt cu aproximativ 0,6 din raza lui. Pentru a vă convinge că 
este într-adevăr un efect de capăt şi nu aţi luat o valoare greșită a vitezei sunetului, repetați 
experiența cu tuburi mai groase și mai subțiri. 


5.16. Rezonanța în tuburi de carton. Luaţi un tub cum este cel din experiența 5.15. Ţineţi 
diapazonul care vibrează în apropiere de unul din capetele tubului. Dacă extensia este acordată 
pentru 523,3 Hz, veţi auzi un sunet plăcut și intens. Dacă nu, variați lungimea extensiei și 
acordați pină obţineţi rezonanța. Întrebare: care este înălțimea sunetului pe care îl auziți 
atunci cînd excitați tubul cu diapazonul, dacă frecvența proprie a tubului diferă de cea a dia- 
pazonului ? (Găsiți răspunsul cu ajutorul cunoștințelor voastre despre oscilațiile forțate și verifi- 
cați-l apoi în practică.) 

“Iată un mod de a obține o rezonanţă clară. Ţineţi tubul vertical și cufundați capătul de jos 
intr-un vas cu apă suficient de adinc. Faceţi să vibreze diapazonul la capătul deschis. Ridicați 
și coboriți tubul şi diapazonul pină cind obţineţi rezonanța. Lungimea tubului, cu corecția de 
capăt, trebuie să fie 7/4. 

Iată o altă experiență de rezonanță. Umpleţi cam două treimi dintr-o sticlă, astfel ca atunci 
cînd suflați la gura sticlei să obţineţi un sunet ceva mai înalt decit sunetul do (523,3 Hz). Intro- 
duceți un pai în sticlă. Faceţi să vibreze diapazonul la gura sticlei. Pentru a obține rezonanța, 
sugeți apa din sticlă cu ajutorul paiului. 
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Producînd un sunet care urcă încet, ca de „sirenă“, puteți obține rezonanțe cu tuburi de 
carton, vase de sticlă, o încăpere, un tunel. Veţi auzi şi veți „simți“ rezonanţele intense. Varia- 
ţia impedanţei poate să vă determine chiar să vă opriți sau să schimbaţi înălțimea, sunetului. 


5.17. Este sistemul auditiv (timpan, nervi, creier) un detector de fază? Să aflăm! Unii 
afirmă că, în cazul sunetului de înaltă frecvenţă, direcția se detectează observind decalajul 
de timp între un maxim perceput de o ureche și unul perceput de cealaltă; adică, se detectează 
o diferență de fază între vibraţiile celor două timpane. Întrebarea dacă explicația este adevărată 
revine la aceasta: puteți sesiza diferența dintre situația în care „ambele timpane vibrează în 
fază“ și cea în care „timpanele vibrea ă în opoziție de fază“? 

Să considerăm mai întîi un tub de carton deschis la capete [acordat pentru sunetul do 
(523 Hz) pentru a da un sunet intens și plăcut]. Tubul are lungimea 7/2. Aceasta înseamnă 
că, atunci cînd aerul iese din tub prin capătul din dreapta, el iese simultan şi prin capătul din 
stinga ; adică, atunci cînd tubul se află la rezonanță, vitezele la cele două capete sint defazate cu 
180”. Cu alte cuvinte, aerul iese prin ambele capete în același timp și intră prin ambele capete în 
același timp. Luaţi acum două diapazoane pentru sunetul do (523 Hz), și loviţi-le unul de altul 
la distanțe egale de capetele brațelor. Aduceţi apoi cite un diapazon la fiecare capăt al tubului, 
și ascultați bătăile. La intensitare maximă, fiecare diapazon ajută ca aerul să se deplaseze unde 
trebuie pentru a produce rezonanța; adică, atunci cînd diapazonul de la un capăt împinge 
aerul în tub, diapazonul de ia celălalt capăt împinge și el aerul în tub. După o jumătate de 
perioadă (corespunzătoare lrecvenței de 523 Hz), fiecare diapazon „aspiră“ aerul prin capetele 
tubului. După o jumătate de perioadă a bătăilor, avem un minim al intensității sunetului emis 
de tub. (Minimul este zero, dacă loviți diapazoanele la distanțe egale de capetele lor.) Aceasta 
se întîmplă deoarece, atunci cînd unul dintre diapazoane împinge aerul în tub la un capăt, cel 
de-al doilea diapazon aspiră aerul la celălalt capăt, adică apare situația opusă celei necesare pen- 
tru menținerea rezonanței. Rezonanța este anulată. Cu alte cuvinte, mișcarea indusă de cele 
două diapazoane constă din suprapunerea a două vibrații de rezonanță, defazate cu 180”, ceea 
ce dă zero. 

Esențialul în cele de mai sus este că tubul poate „spune“ dacă diapazoanele vibrează în 
fază sau nu. În primul caz se obține un minim al bătăilor, în cel de-al doilea, un maxim. În ceea 
ce privește aparatul auditiv, întrebarea este: dacă ţineţi un diapazon lingă o ureche și pe celă- 
lalt lingă cealaltă ureche, veți auzi bătăi sau poate altceva care să aibă structura matematică 
a bătăilor? De pildă, senzația că sunetul vine cînd din partea stingă, cînd din partea dreaptă a 
camerei. Dacă direcția sunetului ar fi într-adevăr detectată prin diferența de fază, am avea sen- 
zația că sunetul vine din direcția unui timpan atunci cînd vibraţiile acestuia ar fi în avans, de 
exemplu cu 90” față de vibraţiile celuilalt. În experiența noastră această direcție ar trebui să 
se inverseze periodic cu frecvența bătăilor. Pentru a vedea dacă este așa, faceți experiența. 

Un alt mod de a formula întrebarea ar fi acesta: este capul nostru un detector de fază 
asemănător tubului de carton? 


5.18. Măsurarea fazei relative la cele două capete ale unui tub deschis. Presupuneți că un 
tub lung a fost introdus într-o cutie, capetele deschise ale tubului fiind scoase afară, de o parte și 
de alta a cutiei. Nu cunoașteţi lungimea părții din tub aflate în cutie. Adăugați la unul din 
capetele tubului o mică extensie ca la trombon și variați lungimea ei pină obţineţi o rezonanță 
la frecvența de 523,3 Hz dată de un diapazon. Aceasta înseamnă că lungimea totală poate fi 


1 5 F E 
— 2, sau A, sau — A etc. Cum puteţi afla dacă tubul are un număr par sau impar de semilun- 


gimi de undă? Ţineţi două diapazoane aflate în vibraţie la unul din capetele tubului și ascultați 
bătăile. Memorați:ritmul lor, astfel încît, dacă îndepărtați pentru un moment unul din diapazoane 
şi îl aduceţi apoi la loc (fără a perturba vibraţiile celor două diapazoane), momentul cînd credeți 
că ar trebui să se audă maximul bătăii să coincidă cu cel real. Repetaţi operația de citeva ori 
astfel încît să puteți sări o bătaie și, păstrînd ritmul lor în minute, să puteți reveni „în ritm“ 
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atunci cînd aduceți diapazonul înapoi. (Ajustați manșonul de cauciuc de pe unul din diapa- 
zoane pentru a obține o frecvență convenabilă a bătăilor. Dacă această procedură vi se pare 
complicată, puteți folosi un metronom.) Apoi, în loc de a readuce diapazonul (îndepărtat pentru 
wr moment) la același capăt al tubului, duceți-l la celătalt ca:ăt. Ascultaţi din nou bătăile. 
(În tot acest timp, ambele diapazoane au continuat să vihreze.) 7e-data aceasta bătăile se pio- 
duc „în ritm“ sau „în contratimp“ cu vechile bătăi? Ar trebui ca, în funcție de rezultatul experi- 
mental, să puteți decide dacă tubul are un număr par sau impai de semilungimi de undă. Găsiţi 
răspunsul la această întrebare ; repetați apoi experiența cu un tuh cu lungimea egală cu o jumă- 
tate de lungime de undă. (Folosind un tub cu lungimea egală cu o lungime de undă, veți obține 
efectul opus.) 


5.19. Armonicele unui diapazon. Diapazonul pentru sunetul do (523 Hz) emite numai 
un sunet cu frecvența de 523 Hz? Loviţi diapazonul de un obiect tare. Veţi auzi, pe lingă 
sunetul intens de 523 Hz, şi un sunet slab, mai înalt. Sunetul înalt se stinge în două sau 
trei secunde. E! reprezintă un mod superior de vibrație a diapazonului și este puternic atenuat, 
deoarece implică o deformare mai mare a brațelor. Ce se poate spune despre sunetul mai înalt 
cu o octavă, anume do (1046 Hz)? Acesta este mai greu de auzit din cauza prezenței sunetului 
fundamental, do (523 Hz). Pentru a-l identifica, folosiți un tub de rezonanță. Acordaţi tubul 
pentru sunetul do (1 046 Hz) lovindu-l uşor și ascultați un sunet mai înalt cu o octavă decit do 
(523 Hz). (Sau, pur și simplu tăiați-l conform „teoriei“, adică astfel! încît să aibă lungimea egală 
cu 1/2 minus raza R înmulțită cu 1,2.) 

Ţineţi diapazonul pentru sunetul do (523 Hz) la unul din capetele tubului acordat pentru 
sunetul do (1 046 Hz) şi ascultați. [Pentru control folosiți un tub acordat pe frecvența lui do 
(523 Hz). Mișcați diapazonul înainte şi inapoi între cele două tuburi acordate pentru sunetele 
do (523 Hz) şi do (1046 H2).] 


5.20. Unda sinusoidală generală. Scrieți unda progresivă (2, ?) = A cos (ot — k2) ca o 
suprapunere de două unde staționare. Scrieți unda staționară W(z, 4) = A cost cosâz ca o 
suprapunere de două unde progresive care se propagă în sensuri opuse. Consideraţi următoarea 
suprapunere de unde progresive: 


W(z, £) = A cos (ot — k2) + RA cos (ot + k2). 


Arătați că această undă sinusoidală poate fi scrisă ca o suprapenere de unde stațiemare dată de: 


W(z, î) = A(1+ R) cost coskz + A(l — RR) sin ot sin kz. 


Astfel, aceeași undă poate fi privită fie ca o orczzal de unde staționare, fie ca o suprapunere 
de unde progresive. 


5.21. Strat nereflectător. O lentilă de sticlă a fost acopeită en-un strat nereflectător avind 
o grosime de un sfert din lungimea de undă, în acel mediu, a luminii cu lungimea de undă în vid 
Indicele de refracție al stratului este A n; cel alsticlei este n. Luaţi indicele de refracție constant, 
independent de frecvență în spectrul vizibil de frecvențe. Notăm cu Ipeq. intensitatea luminii 
reflectate și cu JI, intensitatea luminii incidente, pentru lumina îa incidență normală. Arătaţi 
că intensitatea relativă a luminii reflectate depinde de lungimea de undă a luminii incidente con- 
form relaţiei: 


: Îren. — sa sint A „(2 n A , 
2 


Io 1+ /n A 


unde A] este lungimea de undă în vid a luminii incidelte. Luaţi n = 1,5 pentru sticlă. Presupu- 
neți că 34=5 500 Î (lumină verde). Atunci Jveyi. este zero pentru verde. Cît este Iei./1, pentru 
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lumina albastră cu lungimea de undă în vid de 4 500 A? Dar pentru lumina roșie cu lungimea 
de undă în vid de 6 500 A? 

R: intensitatea relativă a luminii roșii reflectate este de aproximativ 2 x 103; 
cea a luminii albastre este aproximativ de două ori mai mare decit cea a luminii roșii. (Răs- 
punsurile pe care le veți da trebuie să conțină două cifre semnificative.) 


5.22. Adaptarea impedanțelor prin metoda variației continue a indicelui de refracție. Pre- 
supuneți că doriți să adaptați impedanțele optice între două regiuni, una cu indicele de refracție 
n, cealaltă cu indicele de refracție n, şi dispuneți de o distanță L pentru a realiza tranziția nece- 
sară adaptării impedanțelor. Care este dependența optimă de z a indicelui de refracție între cele 
două regiuni? Este ea exponențială? De ce nu? 


R: lungimea de undă 1 = (c/V)/n trebuie să varieze liniar cu z, adică, dacă regiunea 
de tranziție se întinde de la z = 0 la z = IL, trebuie ca A(2) = 1, + (2/L) (Aa — 1). 


5.23. Cea mai frumoasă franjă obținută cu lumină albă. Priviţi franjele de interferență 
concentrice formate cu ajutorul a două lame de microscop presate una de cealaltă. Centrul fi- 
gurii este negru (adică nu reflectă cerul). Prima franjă este albă. Apoi franjele devin colorate. 
După aproximativ zece franje, ele se suprapun și devin din nou albe. Care franjă este (aproxi- 
mativ) cea mai monocromatică? Mai precis: definiți „cea mai frumoasă“ franjă ca fiind cea 
care nu este „nici roșie și nici albastră“, culoarea roșie avînd lungimea de undă 0,65 u,m (| um = 
= 10-€ m), cea albastră lungimea de undă 0,45 um și absența lor însemnind că au un minim 
de intensitate datorită interferenţei distructive. Evaluaţi ordinul franjei de interferență, lun- 
gimea de undă pentru care interferența în această franjă este constructivă şi indicaţi culoarea 
aproximativă a franjei. 


5.24. Interferenţa în straturi subțiri. Arătați că, pentru lumina monocromatică la incidență 
normală, intensitatea relativă a luminii reflectate de un strat de aer de grosime L, aflat între 
două lame de microscop, este dată, în aproximația reflexiei slabe de: 


I refl. 
Io 


2 4AR2, sin? hal. 


(Neglijați efectele de interferență datorate celor două suprafețe exterioare ale lamelor. Dacă 
lumina nu este monocromatică, franjele corespunzătoare vor fi șterse din cauza suprapunerii 
culorilor, după cum s-a arătat în experiența 5.10: „Franje Fabry-Perot într-un geam'“.) 


5.25. Franje Fabry-Perot într-o lamă de sticlă cu grosimea de | mm. Arătați că, pentru ca lu- 
mina să producă franje de interferență Fabry-Perot într-o lamă de sticlă cu grosimea de | mm și 
Îranjele să nu fie şterse, „lărgimea liniei“ (adică lărgimea benzii) trebuie să fie mai mică decit 
3 cm-l, 


5.26. Reflexia multiplă. În cele ce urmează trebuie să folosiți numere complexe. Presupuneți 
că Wine. este partea reală a lui Aei(0-k2), unde A este real. Astfel (ine. = A cos (ot — k2). 
În z = 0 impedanța suferă o modificare bruscă de la Z, la Z,. În z = L impedanţa se modifică 


din nou, de la Z; la Za. Fie Rs = (Za — Za)/(Za + Za) = — Raw Ras = (Za — Za)/(Za + Za). 
Presupuneți că în mediul 1 există o undă reflectată care este partea reală a lui RAei(or+Ez) 
unde R este un număr complex, care poate fi scris ca R = | R| e"iâ. 


(a) Arătați că, dacă neglijăm toate contribuțiile cu excepția reflexiei în z = 0 și a 
primei reflexii în 2 = L, obținem: 


R = Ra + Tabla în 
unde j 


Tess hole i Tu, LL Raul — Bus 
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(5) Sumind explicit seria infinită care corespunde unui număr infinit de reflexii multiple, 
arătați că soluția exactă pentru R este: 
Sa pi 
Pi (1— Rin) Ras e 21% 
£ ij tai RI Rau e 2iRaL 


unde primul termen, Ry, corespunde reflexiei pe prima discontinuitate din z = 0, iar restul se 
datorează uneia sau mai multor reflexii în z = L. Arătați că în aproximaţia reflexiei slabe acest 
rezultat se reduce la cel de la punctul (a). Arătați că rezultatul exact poate fi scris sub forma 


Pila Biata 2 e 


1 RioRaae” ele 


R = . 
Arătaţi că această expresie exactă a lui R se anulează pentru aceleași relații între Rap, Ryo Și 
kaL ca și expresia aproximativă a lui R, obținută în cazul coeficienţilor de reflexie mici în 
paragraful 5.4. Astfel, expresia, aproximativă prezice corect zerourile, dar este inexactă în ceea 
ce priveşte intensitatea maximelor. 


5.27. Metoda condiţiilor la limită pentru coeficienții de reflexie și de transmisie. Situaţia 
fizică este exact ca în problema 5.26. Metoda de rezolvare va fi însă diferită. În loc de a suma 
seria infinită a razelor multiplu-reflectate, abordăm problema astfel: fiecare „rază“ dintr-o 
suprapunere de raze multiplu-reflectate este continuă. Prin urmare, suprapunerea lor este și 
ea continuă. Acesta este principiul metodei. Nu vom suma efectele reflexiilor multiple. În loc 
de aceasta, scriem funcția W(z, £) în cele trei regiuni: 1 (z < 0), 2 (dela z = O0pînălaz = 1) și 
3 (z> L), ca partea reală a expresiilor complexe: 


Vale, P) = eilet— 2) 4 peitat-tân), 

Vela, 8) = De) + ta, 
şi 

Vaz, 2) = Ţeiltot ri hal LU, 


unde R (reflectat), 1, (înainte), 7, (inapoi) și T (transmis) sint numere complexe necunoscute, 
care trebuie determinate. (Pentru simplitate luăm amplitudinea -undei incidente egală cu uni- 
tatea.) Observaţi că termenul cu amplitudinea complexă 1, este suprapunerea tuturor razelor 
multiplu reflectate între z = 0 și 2 = L, cate se propagă înainte, la momentul /. La fel, termenul 
cu amplitudinea complexă 7, este suprapunerea tuturor razelor care se propagă înapoi. La cele 
două discontinuități, z = 0 şi z = L trebuie: să aplicaţi condiţiile la limită. de continuitate 
Presupuneţi că W(z, £) este continuă și 2W(z, 1)/âz este de asemenea continnă. (Aceasta înseamnă 
că tensiunea în coardă este constântă, în cazul undelor dintr-o coardă, sau că presiunea de echi- 
libru pg înmulțită cu factorul y este constantă, în cazul undelor sonore, sau că permeabilitatea 
magnetică yu, este constantă, pentru undele electromagnetice.) Aceste două condiții la limită 
în dreptul celor două discontinuități dau patru ecuații liniare pentru cele patru numere complexe 
T, 1, Ia şi R. Aceste ecuații sint suficiente pentru a determina în mod unic pe 7, Is» Le şi R- 
Justificați această afirmație. Determinați pe 7, 1, Ie şi R. Arătaţi că rezultatul obținut 
pentru R este identic cu cel obținut prin metoda reflexiei multiple, în problema 5.26. 


5,28. Rezonanţa în transmisie 
(a) Arătaţi că în cazul reflexiei date de două discontinuități (problemele 5.26 și 
5.27) fracțiunea din intensitate, mediată în timp, care nu este reflectată (și deci, conform 
legii conservării energiei, trebuie să fie transmisă) este dată de: 


1 — Ria — Rs + Ra Rs 
1+ 2 Rap Ras cos 2kL + RIRE, 


ia 
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(b) Arătați că dacă mediul 3 are aceeași impedanță cu mediul 1 acest rezultat 

devine: 
(1 — Rs)? 
1 — 2R3, cos 2haL + R$, 

(c) Arătați că pentru anumite valori ale lui &,L expresia de mai sus este egală cu |, 
adică, pentru acele valori toată energia este transmisă şi nimic nu se reflectă. 
Notaţi aceste „valori de rezonanță“ ale lui k&, prin ky. Arătați că valorile de rezonanță 
sint date de FL = m, 2x, 3x etc. 


1—|Rk= 


(d) Arătați că, pentru k, suficient de aproape de valoarea de rezonanță kg, fracțiunea 
din intensitate transmisă (mediată în timp) este dată de: 
L—|REa 1 Asealgz al decit Ries 1» vera = - 
: (1 — Ri) + Rîa (2L(ha — ho)P 
Arătați că aceasta este forma unei „curbe de rezonanță Breit-Wigner“, discutată în paragraful 
3.2, iar lărgimea ei măsurată la jumătate din înălțimea maximului intensității transmise, Ak,, 
este dată de: 
(Ax) L a (1 — Riz) a 
| Rua] 
cu condiția ca | Ra | să nu fie mult mai mic decit unu. (Arătați dă pentru | Ra | |, aproximația 
Breit-Wigner nu poate fi folosită, deoarece nu este valabilă nici măcar pînă în punctele care co- 
respund transmiterii unei puteri egale cu jumătate din valoarea maximă. În acest caz, trebuie 
folosit rezultatul exact.) Arătaţi că pentru | Ra | & |, cînd curba Breit-Wigner este valabilă 
pe intervale mari în comparație cu lărgimea rezonanței în jurul lui kg, lărgimea totală a rezonanței 
este dată de: 
(Ah) La 2(1 — | Raal). 


5.29. Presupuneți că, în loc de a lega coarda semiinfinită direct de mecanismul de antrena- 
re, o legați de emițător printr-un resort, după cum se arată în figură. 

Tensiunea în coardă este 7, densitatea liniară de masă a coardei este p, iar constanta 
elastică a resortului este HA. Lungimea resortului este aleasă astfel incit dacă deplasarea tijei de 
antrenare D(14 este zero şi resortul este relaxat, atunci (0, /) este zero. Mișcarea tijei este dată 
de D(t) = A cos wt. Presupuneţi că există o undă progresivă de forma W(z, !) = Bcos (ot — 
— kz + q). Formulați „condiţiile la limită“ în z = 0 şi aplicați-le apoi pentru a afla mărimile 
BIA și q. (Indicație : calculele sînt mai ușoare, dacă folosiți numere complexe.) 


R: teg = —o(Tp)iP?/K, B/A — [| + (02Tp/K2)]"142 — cos e. Observaţi că pentru 

K mare obținem Y(0, £) = D(4), după cum era de așteptat. De ce? 
5.30. Presupuneți că un punct a, aflat pe o coardă la za = 10 cm, oscilează „avind o 
mișcare armonică cu frec'rența de 10 Hz şi amplitudinea de 1 cm. Faza ei este astfel încit la / = 0 


. pe sit iu 
197RUE a rich E TA Ne Ie E 


— Die) 
—— Tijă de acţionare 


Problema 5.29 
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punctul de pe coardă trece prin poziția de echilibru, cu viteza dirijată în sus (deplasarea pozitivă 
este dirijată în sus). 

(a) Care sînt valoarea și direcția vitezei punctului a la î = 0,05 s? Presupuneți 
că parametrii coardei (densitatea liniară de masă și tensiunea) sînt astfel încit viteza 
undei este de 100 cm/s. 

(5) Care este lungimea de undă a undei progresive? Care este lungimea de undă a 
undei staționare? 

(c) Un alt punct, b, aflat la 2, = 15 cm, oscilează cu aceeași amplitudine ca a, 
cu o diferență de fază de 180” față de oscilaţiile din za. Puteţi spune dacă în acest caz avem 
o undă progresivă pură, o undă staționară pură, sau o suprapunere a celor două? 


(d) Unal treilea punct c, aflat la 12,5 cm oscilează și el cu aceeași amplitudine ca, 
punctul a dar defazat cu 180” față de acesta. Punctul b oscilează ca mai sus. Stabiliți dacă 
unda este progresivă sau staționară (sau o suprapunere a celor două). 


EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


5.31. Rezonanţe în baloanele pentru copii. Procurați-vră un balon umplut cu heliu. Ține- 
ţi-l lingă ureche și loviți-l ușor. Cîntaţi cu gura lipită de balon și căutați frecvențele de rezonan- 
ță. Umflaţi cu aer un alt balon pină la același diametru ca al balonului cu heliu. Loviţi-l. 
Evaluaţi raportul frecvențelor celor mai joase moduri de vibrație ale baloanelor cu heliu și cu 
aer (care se aud cînd loviți baloanele ușor). Ce valoare preziceți pentru raportul frecvențelor? 
Comparați intensitățile sunetelor la rezonanță date de balonul cu heliu, cu cele date de balonul 


cu aer. De ce apare o diferență? 


5.32. Terminarea fără reflexie a undelor de pe o coardă. 


(a) Presupuneţi că aveți un amortizor de masă nulă, cu două părți mobile, | și 
2, care se pot mișca una față de alta în lungul direcției x, perpendiculară pe direcția 
coardei, z. Frecarea este produsă de un fluid care încetinește mișcarea relativă a celor două 
părți mobile. Frecarea este astfel incit forța necesară pentru a menţine viteza relativă 4, — 
— Xa dintre cele două părți mobile este Za(ă, — 42), unde Za este impedanța amortizorului. 
Intrarea amortizorului (partea 1) este legată de capătul unei coarde de impedanță Z,, care 
se întinde de la z= —oco pină la z = 0. leșirea amortizorului (partea 2) este legată de o 
coardă de impedanță Z, care se întinde pină la z = +0. Arătați că o undă care vine din stinga 
simte în z = 0 o impedanță egală cu cea pe care ar simți-o dacă coarda din stinga ar fi conectată 
la o „sarcină“ formată dintr-o coardă care se întinde de la z = 0 pină la z = + 00 și are impedan- 


ţa Za dată de: 


ZaZ 1 1 1 
Ppea Dia E, adică, — Z— 

Za + Za ZINE23 Z 
Astfel, amortizorul și coarda 2 se comportă ca două impedanțe conectate „în paralel“, acționate 
de unda incidentă. 

1: 

(5) Arătaţi că dacă coarda Z, se întinde numai pină la z= 3 3, unde 2, este 
lungimea de undă în mediul 2 (presupunînd că avem o undă armonică de o singură frecvență), 
şi că se termină acolo printr-un amortizor de impedanță nulă (fără frecare), unda inci- 
dentă în z=—0 este total absorbită. Arătați că pentru sistemul de ieșire al a- 
mortizoiului, aflat în z=— 0, este indiferent dacă este legat de o coardă de impe- 


danță infinită, sau de o coardă sfert de undă,  „scurtcircuitată” în z= a Aa 


printr-un amortizor fără frecare. În fiecare din aceste cazuri sistemul de ieşire rămine în 


repaus. 
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5.33. Proprietăţile acustice ale încăperilor. Proprietăţile acustice a! - încăperilor sînt deter- 
minate în esență de „timpul de reverberație“ ca funcție de frecvență. Să presupunem că în- 
căperea vibrează în regim staționar cu o frecvență dată. Apoi forța externă (care poate fi un 
tub de orgă acționat electric) este brusc înlăturată. Energia sonoră înmagazinată va scădea 


aproximativ exponențial, cu constanta de timp 7 dată de: 
1 1 Pi dE pierdută a 
dt 


Li Etnmeg. 
Cel puţin acesta este modul în care se comportă un oscilator armonic unidimensional, și putem 
presupune că şi încăperea se comportă la fel. Să notăm cu pg densitatea energiei sonore şi cu V 
volumul camerei. Care este energia înmagazinată ? Pentru o undă plană progresivă, densitatea 
fluxului de energie este egală cu densitatea de energie înmulțită cu viteza sunetului, v = 332 m/s. 
Undele sonore din încăpere nu sint unde progresive, dar pot fi considerate suprapuneri de unde 
progresive care se propagă în toate direcțiile. Putem considera că în fiecare din cele șase direcții, 
adică în lungul axelor +, y și z pozitive și negative se propagă aproximativ cite o şesime din 


energie. 
Fluxul de energie care se propagă în direcția + și întilnește o fereastră deschisă, iese pe 


fereastră și se pierde. Se spune că o fereastră deschisă are un coeficient de absorbție a = 1,0. 
Pereții (incluzind podeaua și tavanul) au o arie totală A, care poate fi considerată ca suma ariilor 
A, Aa etc., cu coeficienții de absorbție a, a, etc. Deduceţi următoarea expresie aproximativă 
pentru constanta de timp 7: 


6V 
ră (Ama) 2 —s 
v 


unde suma se face peste toate suprafețele din încăpere. Vezi tabelul coeficienţilor de absorbție 
(tabelul 5.1). 

În 1895, Wallace Sabine a fost rugat „să facă ce'ra“ pentru a îmbunătăți proprietățile acustice 
ale sălii de conferințe din Fogg Art Museum de la Harvard, care tocmai fusese terminată. Esti- 
mați cît de proastă era acustica (adică durata sunetului rezidual), folosind următoarea infor- 
mație (din W.C. Sabine, Collected Papers on Acoustics, p. 30, Dover, 1964): V = 2740m3; 
forma aproximativ cubică, pereți și taran tencuiți, podea de lemn. Consideraţi că „durata sune- 
tului rezidual“ este de patru ori mai mare decit 7. În experiențele lui Sabine calitatea sunetului 
a fost apreciată de ascultători plasați în sală. Rezultatul lui experimental pentru durata sune- 
tului rezidual a fost de 5,61 s (durată pe care a redus-o la 0,75 s folosind diverse materiale ab- 
sorbante). 


Tabelul 5.i 
Coeficienţii de absorbție, a;, pentru v = 512 Hz 
Fereastră deschisă 1,00 
Covoare 0,20 
| Linoleum 0,12 
Pislă cu grosimea de 2,54 cm 0,78 ET 
Public, per persoană (considerind că fiecare persoană are o 
arie efectivă de 1 m?) E Ea ci 0,44 " 
Lemn RR ăi 0,061 
_Tencuială ge" pi să IP | 0,033 ui? sedii 
Sticlă 0,027 | 


Sursa: Wallace C. Sabine, Collected Papers on Acoustics, p. 223f. (Dover Publications, 
New York, 1964.) O lucrare clasică. 
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6.1. 
6.2. 


6.3. 


Capitolul 6 


Modulaţii, pulsuri și pachete de unde 


Introducere 


Viteza de grup 
Modulațiile poartă semnale .... 
O oscilație modulată în ampli- 
tudine obținută din suprapunerea 
a două oscilații armonice ...... 
O undă progresivă modulată în 
amplitudine obținută din supra- 
punerea a două unde progresive 
sinusoidale 
Viteza cu care se propagă modu- 
lația 
Viteza de grup 
Exemplul 1. Unde radio modulate 

în amplitudine (MA)........ 
Benzi laterale 
Lărgimea de bandă 
„Muzica“ se propagă cu viteza 
de grup 
Exemplul 2. Radiația electromag- 

netică în vid 
Exemplul 3. Alte unde nedispersive 
Exemplul 4, Undeeleciromagnetice 

în 1onosferă 
Exemplul 5. Unde pe suprafata 

apei 
Talia 6.1. Unde pe apă adincă. . 
Pulsuri 
Diagrama fazorilor ............ 
Cum se construiește un puls . 
Durata unui puls 
Produsul dintre lărgimea de ban- 
dă și intervalul de timp 
Lovirea tare a unui pian 
Oscilație armonică de durată 
limitată 
Exemplul 6. Lărgimea benzii de te- 

leviziune 
Exemplul 7, Telecomunicații cu 

vadiație vizibilă 
Soluția exactă pentru un puls y(£) 
produs de un spectru „drept- 
unghiular“ de frecvențe 


... ....... 


... . .. ....... 


6.4. 


6.5. 


Integrala Fourier 
Spectrul Fourieral frecvenţelor . . 
Pachet de unde progresive .... 
Produsul dintre lungimea pache- 
tului și lărgimea de bandă a numă- 
rului de undă 
Împrăștierea în timp a pachetului 
de unde 
Pachete de unde pe apă 
Analiza Fourjer a pulsurilor .. 
Un puls de. durată limitată .... 
Trecerea de la suma Fourier la 
integrala Fourier 
Integrala Fourier . 
Aplicație. Spectru de frecvenţe 
dreptunghiular ..... cc... 
Aplicație. Puls dreptunghiular în 
timp 
Folosirea unui pian pentru a ana- 
liza Fourier o bătaie din pal- 
Re: ap sic ad cela oaia Baleare 
Funcția delta de timp 
Aplicație. Oscilatorul armonic a- 
mortizat — lărgimea naturală a 
00 Sina fo a A eta 3 3 9 
Comparație între dezexcitarea 
spontană și oscilația forțată 
Curba Lorentz — legătura cu 
curba de rezonanță ............ 
Măsurarea frecvenței proprii şi a 
lărgimii liniei 
Analiza Fourier a pachetului de 
unde progresive 
Unde progresive în medii disper- 
sive omogene 
Unde nedispersive (cazul special) 
Unde nedispersive şi ecuaţia cla- 
SICĂ'8, UDElOr sue sean ata a 
Undele care iși păstrează forma 
satisfac ecuaţia clasică a undelor 


Probleme și experiențe pentru 
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6.1. INFRODUCERE 


Pînă acum ne-am ocupat în special de studiul undelor şi al oscilaţiilor 
care au o dependență armonică de timp de forma cos (wo! + ș) cu o singură 
frecvență w. O excepție a constituit-o, în paragraful 1.5, studiul bătăilor. 
Am văzut, acolo, că suprapunerea a două oscilaţii cu frecvenţe apropiate, dar 
nu identice, conduce la fenomenul foarte interesant al bătăilor. Capitolul 6 
constituie o extindere a studiului privind bătăile. Vom studia bătăile atît 
în spaţiu cît și în timp precum și bătăile ce rezultă din suprapunerea mai 
multor frecvențe ca și cele care rezultă numai din două, componente Vom mai 
studia cum se propagă bătăile (sau, mai general, „modulaţiile“ în cazula mai 
mult de două frecvențe) sub forma undelor progresive. Va rezulta că modu- 
lațiile, numite grupuri de unde sau pachete de unde, transportă energie în decursul 
propagării și se propagă cu viteza de grup. 

Pentru dumneavoastră, cea mai bună cale de a vă familiariza cu pachetele 
de unde este de a arunca pietricele în băltoace și de a urmări creșterea pache- 
telor de unde circulare. (Foarte bine se pot folosi și picături de apă ce cad în 
farfurii cu apă.) Este evident că aceste pachete de unde circulare, ce cresc în 
diametru, poartă energie — atunci cînd vine pachetul, el poate face să salte un 
dop de plută mai depărtat. Dacă vă uitaţi mai îndeaproape, veţi vedea că 
micile unde ce conțin pachetul de unde nu-și menţin constante poziţiile rela- 
tive la pachet. În cazul pachetelor de unde pe apă, cu lungimi de undă ale 
micilor unde componente mai mari de cîțiva centimetri, micile unde elementa- 
re se propagă aproape de două ori mai repede decît pachetul. S-au „născut“ 
la coada pachetului, se duc spre partea frontală și se pierd undeva departe. 
Undele elementare se propagă cu viteza de fază. Pachetul de unde, ca un 
întreg, se deplasează cu viteza de grup. 

Îndemnăm pe cititor să umple cu apă un lighean sau o cadă și să producă 
cîteva pachete de unde. (La început, nu veți fi în stare să vedeți mișcarea re- 
lativă a undelor elementare și a pachetului de unde. Acest lucru se poate vedea 
cel mai ușor aruncînd pietre sau picături de apă în băltoace mari, unde puteți 
urmări evoluția undei pentru un număr mai mare de secunde. Timpul ar fi 
prea scurt, într-un lighean mic.) 


6.2. VITEZA DE GRUP 


În capitolul 4, am dat peste cîteva exemple care ne-au arătat că viteza 
de fază a unor unde progresive sinusoidale nu reprezintă neapărat viteza cu 
care se transportă energia sau informația. Am văzut, de exemplu, că viteza 
de fază a luminii în ionosferă este mai mare decît c. Dacă s-ar putea propaga 
semnale cu o viteză mai mare decît c, teoria relativităţii ar fi greșită. 
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Modulaţiile poartă semnale. Un semnal nu poate fi trimis prin intermediul 
unei unde progresive armonice cu o singură frecvență. Aceasta deoarece o 
undă progresivă armonică se duce și se tot duce, fiecare ciclu semănînd cu 
precedentul. O astfel de undă nu poartă nici o informaţie, cu excepția faptului 
că există, dacă se poate spune așa. Dacă am vrea să transmitem un mesaj, 
ar trebui să modulăm unda, adică, s-o modificăm, cumva, într-o manieră 
care să permită decodificarea la „recepţionerul“ îndepărtat. Putem schimba 
amplitudinea ; acest lucru se numește modulație în amphitudine. Puteţi modula, 
de exemplu, amplitudinea astfel încît să transmiteți o serie de puncte și de 
linii din codul Morse, fiecare aranjare a punctelor și a liniilor reprezentînd o 
literă a alfabetului. Altminteri, putem varia frecvența sau constanta de fază 
într-o manieră ce poate fi decodificată ; aceste modalități se numesc, respec- 
tiv, modulație în frecvență și modulație în fază. În oricare din aceste cazuri, 
forța care produce unda nu este o forță armonică simplă. 

Pentru a descoperi cum se propagă semnalele, trebuie să studiem undele 
progresive emise în mediu de către un generator plasat în 2 =0 a cărui 
deplasare D() nu se exprimă printr-o funcție a cărei dependenţă de timp este 
armonică simplă D(/) = A cost ci printr-o funcţie a cărei dependență de 
timp este mai complicată D(/) = /(?). Va rezulta că o clasă largă de funcții 
/(7) se pot exprima ca superpoziții (sume) liniare de funcţii armonice de forma 
A(w) cos [ot + ș(0)], unde amplitudinea A(w) și constanta de fază e(w) sînt 
diferite pentru fiecare frecvență « prezentă şi sînt determinate de funcția 
(4) ce trebuie exprimată ca o superpoziție. Vom vedea, mai tîrziu, cum se 
determină amplitudinile A(w) şi constantele de fază o(«) prin metodele analizei 
Fourier. Deocamdată, să considerăm o superpoziție ce conține numai doi 
termeni. Acest exemplu va fi suficient, pentru a obține cîteva rezultate foarte 
interesante care ne vor duce în cele din urmă la înțelegerea propagării unui 
puls sau a unui grup de unde într-un mediu dispersiv (un mediu în care viteza 
de fază depinde de lungimea de undă). 


O oscilație modulată în amplitudine obținută din suprapunerea a două 
oscilații armonice. Să presupunem că, în 2 = 0, un generator acționează o 
coardă întinsă de la z = 0 pină la +oo. Oscilaţia emițătorului constă din su- 
prapunerea a două mișcări armonice cu pulsaţiile & şi wz. Nu vom omite 
nici un rezultat interesant, dacă vom presupune că amplitudinile și constantele 
de fază sînt aceleași. Vom considera, deci, că deplasarea terminalului oscilant 
al generatorului este de forma: 


D(1) = A cos oat + A cos oz. (1) 
Din studiul anterior privind bătăile [vezi paragraful 1.5, ecuaţiile (1.80) pînă 


la (1.85)], știm că suprapunerea dată de relația (1) se poate scrie sub forma 
unei oscilații modulată în amplitudine, 


D(0).— Amoa (£) cos ont, (2) 
unde 
Anale 2.4 00 apt (3) 
cu 
Omoa = : (o — 02), Om = - (o + 02). (4) 
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Dacă «, şi w au valori comparabile, frecvența de modulație o, este mică 
în comparaţie cu frecvența medie o,,. Atunci, egalitatea (2) poate fi gîndită 
ca o oscilație aproape armonică cu frecvența w,, și cu o amplitudine ce este a- 
proape constantă ; adică este modulată în amplitudine cu frecvența de modu- 
lație relativ joasă „pa. O formă mai generală a oscilației modulate în ampli- 
tudine ar fi dată chiar de egalitatea (2) dar cu A„sa(?) obţinută prin suprapu- 
nerea mai multor termeni diferiți dar similari ca formă cu relația (3), fiecare 
termen avînd propriile sale: frecvență de modulație, amplitudine și constantă 
de fază. De exemplu, în cazul emisiei radio modulate în amplitudine, v,, ar fi 
„frecvența purtătoarei“ care este de ordinul a 1 000 kHz. Frecvenţele de mo- 
dulație ar fi frecvențele audio în domeniul 20 Hz pînă la 20 kHz. 


O undă progresivă modulată în amplitudine obţinută din suprapunerea 
a două unde progresive sinusoidale. Să examinăm undele progresive ra- 
diate de un generator a cărui ieşire oscilează cu dependența de timp dată 
de relaţiile (1) sau (2). Mediul este cuplat cu generatorul, astfel încît, în 
2 = 0, y(z,) este dată de: 


V(0, ) = D(() = A cos ot + A cos coat. (5) 


Deoarece undele satisfac principiul superpoziţiei, cele două contribuţii la 
oscilația generatorului date de suprapunerea liniară din egalitatea (5) vor 
da două unde progresive „independente“. Unda progresivă (2, 1) va fi astfel 
suprapunerea celor două unde progresive sinusoidale y,(z, 7) și wa(z, £) care 
ar apărea dacă numai una sau cealaltă dintre oscilaţiile generatorului 
A cos copt sau A cos eogt, ar fi singură prezentă. Știm că Vu(z, 4) se obține din 
Wa(0, £) dacă înlocuim w;/ prin copt — haz. Aceasta explică tocmai faptul că 
viteza de fază este w,/h,. Similar, Va(2, £) se obţine înlocuind wzt prin of — 
— haz. Operînd ambele înlocuiri în relația (5), obținem unda progresivă 


(2, d: 
V(2, î) = A cos oul — kr2) + A cos (ozt — h22). (6) 


Trebuie să punem, de asemenea, of — khz în loc de coat și wat — ka? în loc de 
oa în relaţiile (2), (3) și (4), pentru a afla forma undei progresive analogă 
oscilației aproape armonice modulată în amplitudine dată de (2), (3) şi (4). 
În acest fel, obținem unda progresivă aproape sinusoidală, modulată în am pli- 
tudine: 


Y(z, 3) =: Amoa (3, 1) cos (Ol pi Rm), (7) 


unde (după cum puteți vedea ușor) 


Amoa (2, î) = 2A COS (omoat — Fmoa?), (8) 
cu 
relee e ar ARE pa (i — d (9) 
ma > (0 2), cu E lui 
i, 1 
Oa = FI (6 + 2), Ru = 7 (fa + Ro). (10) 
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De notat că, ot — ku se obţine acolo unde am avut wf, înlocuind cot cu 
at — haz Şi coat cu at — haz. În mod similar, coat — Fmoa? se obține acolo 
unde am avut comoat, făcînd aceleași înlocuiri. 


Viteza cu care se propagă modulația. Punem, acum, o întrebare foarte 
interesantă: cu ce viteză se propagă modulațiile? Să considerăm că cop] este 
mic față de w,. Atunci ieșirea generatorului de la 2 = 0 are forma oscilaţiilor 
modulate în amplitudine (arătată în figura 1.13, paragraful 1.5). Întrebarea 
este cu ce viteză se propagă o creastă a undei de modulație date [adică zona 
unde Apoa(z, ) = + 1]. Răspunsul se obţine analizînd relația (8); observăm 
că, pentru a urmări o valoare constantă dată (cum ar fi o creastă) a ampli- 
tudinii de modulație A„oa(z, $), trebuie să menţinem o valoare constantă 
pentru argumentul Său coppat — Amoa?. Astfel, cînd £ creşte cu di, z trebuie să 
crească cu dz, așa încît creșterea totală a lui comoat — hmoaz, Și anume 
Omoa dt — Rmoadz, Să rămînă zero: 


Opal — huma dz = 0. (11) 


Pentru a satisface această condiţie, trebuie să ne deplasăm cu viteza de modu- 
lație, 


dz Omod _ 01 02, 


d/ k mod Ra Ti Ra 


(12) 


Însă «w şi k sînt legate prin relația de dispersie: 
w = o(k). (13) 


Această relație de dispersie dă pe w, cînd îl specificăm pe ku, și pe owa cînd îl 
specificăm pe ks: 


o = (hi), oa = o(l). (14) 
Atunci viteza de modulație dată de relația (12) se poate exprima [folosind 
dezvoltarea în serie Taylor a lui o(k) pentru & = 4] 
a, — 0th) — ol) _ de ia 
Ri — ha dk 


unde derivatele funcției o(£) sînt calculate pentru numărul de undă mediu &,. 


Viteza de grup. În multe dintre aplicațiile interesante ale relației (12), 
6 Şi o diferă de valoarea lor medie numai printr-o mică fracțiune. În acest 
caz, în relația (15), putem neglija toți termenii cu excepţia primului. Mări- 
mea dw/dk, evaluată pentru o valoare medie convenabilă a lui F&, se numește 
viteza de grup: 


viteza de grup = 1, = Al 


E 


Vedem, astfel, că un „semnal“ constînd din creasta amplitudinii de modulație 


: ) 4 y, (a) N do 
se propagă nu cu viteza medie de fază v,,= —”-, ci cu viteza de grup v, = —- 
dk 


m 
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În figura 6.1 este prezentată propagarea undei progresive (2, /) dată 
de relația (7) sau (6), specificînd că frecvența medie este de 8 ori frecvența 
de modulație, iar viteza de grup do/dk (evaluată la frecvența medie) este 
jumătate din viteza de fază w,/&m. i 

lată, pe scurt, o deducere a vitezei de modulație. Diferența de fază între 
undele 1 și 2 pentru suprapunerea din relația (6) este dată de: 


pi(z, î) — ga(z, î) = (coat — Riz + pa) — (oo — Roz + g2) = 
= (0 — wat — (fa — Roz + (Pa — 92). 


Pentru anumite valori ale diferenței de fază qu(2, ?) — ga(2, ), cele două com- 

- ponente sînt în fază, producînd o interferență constructivă și o valoare maximă 
a amplitudinii de modulație. Pentru alte valori ale diferenței de fază qu(z, î) — 
— ga(z, î), ele sînt în antifază, provocînd interferență distructivă și zerouri 
ale amplitudinii de modulație. Astfel, pentru a ne deplasa cu viteza de modu- 
laţie, trebuie să avem o viteză ce corespunde menținerii unei diferențe de fază 
constante qu(2, î) — qo(z, 4). Calculăm diferenţiala totală a expresiei de mai 
sus și o egalăm cu zero: 


(o — 62) d? — (fa Ie ka) dz = 0. 
Viteza de modulație este dz/dţ; obținem relația (12). 


Exemplul 1. Unde radio modulate în amplitudine (MA) 


Exemplul simplu pe care l-am considerat a constat dintr-o undă progre- 
sivă care poate fi privită fie ca o undă progresivă aproape armonică, modu- 
lată în amplitudine cu o amplitudine variind încet și cu o frecvență armonică 
mare ,, fie ca o suprapunere a două unde progresive perfect armonice cu 
două frecvențe armonice diferite rapide o, și oz. Amplitudinea modulației 
Amoa(?, t) era, desigur, „aproape constantă“ numai în raport cu durate de 
ordinul unei perioade a oscilaţiilor rapide cu frecvența unghiulară w,. De 
fapt, Amca(2, î) varia sinusoidal îi timp (la un z dat) cu frecvența de modulație 
Oa ȘI sinusoidal în spațiu (la u i moment de timp fixat) cu numărul de undă de 
modulație hoa.- În exemplul r »stru, am plecat cu suprapunerea a două unde 
progresive perfect armonice și am văzut că ea este echivalentă cu o undă 
progresivă modulată în amplitudine, avînd o singură frecvență de modulație 
Omoa. Am fi putut tot așa de bine pleca cu oscilația modulată în amplitudine 
dată de relația (2) și am fi descoperit că ea constă dintr-o suprapunere a două 
oscilații perfect armonice. În. descrierea semnalului de ieșire al unui generator 
radio cu modulație în amplitudine (MA), trebuie să luăm în considerare nu numai 
o singură frecvență de modulație, ci o întreagă plajă de frecvențe de mo- 
dulaţie. Curentul din anten;. este comandat de o tensiune de forma unei osci- 
lații aproape armonice cu frecvența medie «w,, care se numește frecvența 
purtătoarei. (În radiodifuziunea MA comercială, fiecărei stații i se atribuie 
o singură frecvență purtătoare, situată în domeniul cuprins între 500 și 1600 
kHz). Tensiunea de comandă aplicată antenei emițătorului ru are o amplitu- 
dine constantă. Ea are o amplitudine modulată ce poate “i exprimată ca o 
serie Fourier: 


Amoa(?) = Ao + ÎI A(comsa) COS [eomaat + p(eomoa)], (17) 
Omod 


unde diferența Aua(?) — Av este astfel potrivită încît să fie proporțională 
cu variaţia de presiune dintr-o undă sonoră, care constituie informaţia ce 
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RE SE ma 


Pe d 


t= Tm 


Fig. 6.1. Viteza de grup. Săgețile urmăresc bătăile care se propagă cu viteza de grup vw. Cercu- 
tile albe urmăresc crestele undelor individuale care se propagă cu viteza medie de fază vw. 
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18 — Curs de fizică — c. 416 


trebuie transmisă. (Un microfon transformă variația instantanee de presiune 
din aer într-un puls de tensiune electrică.) Constanta Ag din amplitudinea ten- 
siunii de comandă dă o contribuție care este prezentă fie că cineva vorbeşte 
sau cîntă în fața microfonului, fie că nu. Ceilalți termeni se datoresc undelor 
sonore culese de microfon. Frecvenţele de modulație din ecuația (17) sînt 
astfel frecvențele undelor sonore. Ele sînt situate în domeniul audio și anume 
între 20 și 20 000 Hz și se numesc frecvenţe „audio“. Frecvenţele audio sînt 
mici în comparaţie cu frecvența purtătoarei. Tensiunea de comandă U(4) 
este dată de o oscilație aproape armonică cu frecvența w,,: 


U(4) = Amca(1) cos aut = 
= Ao Cos Ol il 2) A (Gea) Cos [oo meat îl P(6m0a)] cos mb. (18) 


Această expresie poate fi scrisă ca o suprapunere a unor oscilaţii perfect armo- 
mice, 


U(4) — Ao cos opt + 


+3 2 Aoma) COS [(om + omoa)t -+ g(eomoa)] + (19) 


+z : A (mos) COS [(00 — coma) £ — g(omca)]. 


Benzi laterale. Tensiunea modulată în amplitudine U(7) este astfel o 
suprapunere a unor oscilații armonice constînd dintr-un singur termen cu 
frecvența o, numit oscilația purtătoarei, o sumă a multor oscilații armonice 
cu frecvențele ok Omca, numite banda laterală superioară și o sumă a multor 
„oscilații armonice cu frecvențele o,„— oa, numite banda laterală inferioară. 
Pentru a radia unde progresive care să poarie toată informația sunetelor 
din domeniul de frecvențe de la 0 la 20 kHz, tensiunea U(/) va consta dintr-o 
suprapunere de componente armonice cu pulsaţiile « într-un domeniu de 
frecvenţe ce se întinde de la cea mai mică frecvenţă a benzii laterale inferioare, 
pînă la cea mai mare frecvență a benzii laterale superioare. Frecvenţele ra- 
diate ocupă, astfel, o bandă de frecvențe: 


Om — Omoa (Max) < o < op + omoa(max), (20) 
adică, 
Va — Vmod (Max) £v S vam F Vmoa (Max). (21) 
Lărgimea de bandă. Frecvența maximă minus frecvența minimă se nu- 
mește lărgimea de bandă: 
lărgimea de bandă = Av = v(max) — v(min) = 2vpoa(max). (22) 


Astfel, pentru a transmite purtătoarea și cele două benzi laterale datorate 
modulaţiilor în amplitudine în întreg domeniul audio, domeniul de frecvențe 
necesită o lărgime de bandă de două ori mai mare decît 20 kHz, adică 40 kHz. 
(De fapt, staţiile comerciale de radio MA au dreptul să emită într-o lărgime de 
bandă de 10 kHz. Ele pot astfel, să poarte informaţia audio numai în domeniul 
cuprins între 0 și 5 kHz. Acest lucru satisface complet nevoile vorbirii și este 
destul de bun şi pentru muzică; nota cea mai înaltă a pianului are frecvența 
în jurul a 4,2 kHz.) 
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„Muzica“ se propagă cu viteza de grup. Tensiunea de comandă U(7) 
din relaţiile (18) sau (19) conduce la emisia de unde progresive electromagne- 
tice. Aceste unde se pot considera ca suprapunerea componentelor armonice 
dintr-o anumită bandă de frecvență Aw centrată pe e. Altfel spus, ele pot fi 
considerate ca o singură undă progresivă aproape armonică, avînd o frecvență 
„rapidă“ de oscilație w,, egală cu frecvența purtătoarei, și o amplitudine Asa (2, ?) 
lent variabilă, „aproape constantă“, consiînd din suprapunerea unor ter- 
meni ca aceia din relația (8). (În acel exemplu, în care am considerat doar 
două componente armonice, banda laterală superioară constă dintr-o singură 
frecvență 1 = om F Omea; banda laterală inferioară constă dintr-o singură 
frecvență oz = 0 — Omca-) Modulaţiile se propagă prin mediu (aer, ionosferă,...) 
cu frecvența de modulație. În cazul unei stații de radio MA cu (de exemplu) 
frecvența purtătoarei de 1 000 kHz și o bandă laterală de 10 kHz, banda de 
frecvenţe se întinde de la 995 kHz la 1005 kHz. Deoarece banda de frecvențe 
este mică în comparație cu frecvența medie, ne așteptăm ca termenii superiori 
din dezvoltarea în serie Taylor, neglijați în expresia (15), să fie într-adevăr 
neglijabili, iar viteza de grup dată de relația (16) să fie pe deplin potrivită 
cu descrierea propagării modulațiilor. 

Modulaţia în frecvență, modulaţia în fază, și celelalte subiecte înrudite 
sînt discutate în problemele de la 6.27 la 6.32. (Există și o altă tehnică im- 
portantă de modulație numită modulația în cod de pulsuri.*) 

Să considerăm acum cîteva exemple privind viteza de grup. În cazurile 
ce-privesc undele progresive electromagnetice, nu ne vom limita la frecvențe 
radio MA (v— 10% Hz), dar vom include, de asemenea, radiația vizibilă 
(v = 1015 Hz), microundele (v — 101% Hz) și alte frecvențe. 


Exemplul 2. Radiația electromagnetică în vid 


Relația de dispersie este dată de - 


| o = cR. (23) 
Vitezele de fază și de grup sînt date de: 
(3) do 5 
Vp =— =, UV =——=c. 24 
pe = (24) 


Astfel, vitezele de fază și de grup sînt amîndouă egale cu c pentru lumina (sau 
altă radiație electromagnetică) în vid. Modulaţiile se propagă cu viteza c. 


Exemplul 3. Alte unde nedispersive 


Undele luminoase în vid sînt nedispersive, adică viteza de fază nu depinde de 
frecvență (ori de numărul de undă). Ori de cîte ori sîntem în acest caz, viteza 
de grup este egală cu viteza de fază deoarece avem, în general, 


n spaitău | (25) 
do dy 

IZ —— k —— d . 26 

Pi ear pestii te tag (26) 


* ].S. Mayo, „Pulse-Code Modulation“ (Modulaţia în cod de pulsuri). Scientific American 
p. 102 (martie 1968). ' 
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Vitezele de grup și de fază sînt, astfel, egale dacă dv,/dk este zero. Alte exem- 
ple de unde nedispersive sînt undele sonore pentru care avem: 


şei jet p, (27) 
Po 
și undele transversale pe o coardă continuă, în cazul cărora: 
a= a (28) 
Po 


Exemplul 4. Unde electromagnetice în ionosferă 
Relația de dispersie pentru undele sinusoidale este: 


2 = 02 + c2k2 (29) 


pentru frecvențe ce depășesc frecvența de tăiere, v, = 20 MHz. Derivînd 
relația (29) în raport cu 4 obținem: 


ou AP săi;dcăg (30) 
dk 
adică, 
o) (do 
(*) [2] = Vo = ca. (31) 
Astfel viteza de fază și viteza de grup sînt date de: 
z 
w =V+ ze 2.€, 


(32) 


Observăm că, deşi viteza de fază este întotdeauna mai mare decît c, viteza 
de grup este întotdeauna mai mică decit c. Astfel, un semnal nu se poate 
transmite cu o viteză mai mare decît c. 


Exemplul 5. Unde pe suprafața apei 

„La echilibru, snprafața apei este plană și orizontală. Dacă apare o undă, 
sînt două tipuri de forțe care tind să aplatizeze crestele undei și să restabilească 
echilibrul: una este gravitația, cealaltă este tensiunea superficială. Pentru 
lungimi de undă mai mari decît cîțiva centimetri, domină gravitația. Pentru 

lungimi de undă milimaetrice, domină tensiunea superficială. 
Din cauza gradului mare de incompresibilitate al apei, apa în exces care 
apare în creasta unei unde trebuie să provină din regiunile înconjurătoare 
ai coborîte. Picăturile individuale de apă dintr-o undă execută o mișcare 
ce este o combinație a unei mișcări longitudinale (înainte și înapoi) și o mișcare 
transversală (în sus și în jos). Dacă lungimea de undă este mică în comparație 
cu adîncimea apei, avem ceea ce se numesc unde în apa adîncă. Atunci pică- 
turile individuale de apă din unda progresivă se mișcă pe traiectorii circulare. 
Un plutitor (ori o picătură de la suprafață) suferă o mișcare circulară uniformă 
cu raza egală cu amplitudinea undei armonice și cu perioada egală cu aceea 
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a undei. Pe creasta undei progresive, plutitorul ajunge la viteza maximă 
în sensul propagării; într-o adîncitură ajunge la cea mai mare viteză în sens 
invers propagării. Picăturile de apă de sub suprafață se mișcă pe cercuri mai 
mici; se constată că raza de girație descrește exponențial cu adîncimea. Miş- 
carea este neglijabil de mică, la cîteva lungimi de undă sub suprafața apei. 
(Aceste proprietăţi ale undelor pe suprafața apei vor fi deduse în paragraful 7.3.) 

Relaţia de dispersie pentru undele pe apă adincă este dată aproxi- 
mativ de: 


o? = gk+ E BR, (33) 
- 
unde p = 1000 kg/m și 7 = 72 x 105 N/m (tensiunea superficială) pentru 
apă; g = 9,80 m/s?. 

Vă lăsăm să arătați, că atunci cînd g și (7/p)k? sînt egale astfel încît gra- 
vitaţia și tensiunea superficială contribuie în mod egal la forța de revenire pe 
unitatea de deplasare și pe unitatea de masă (adică la w?), vitezele de fază 
și de grup sînt egale. Puteţi arăta că acest lucru se întîmplă la lungimea de 
undă A = 1,70 cm. Vitezele de fază și de grup sînt amîndouă egale cu 23 cm/s. 
Pentru lungimi de undă mult mai mici decît 1,7 cm, tensiunea superficială 
domină ; viteza de grup este, atunci, de 1,5 ori mai mare decît viteza de fază. 
Pentru lungimi de undă mult mai mari decît 1,7 cm domină gravitația ; viteza 
de grup este, atunci, jumătate din viteza de fază. (Vezi problema 6.19.) 

În tabelul 6.1 se dau parametrii undei pentru lungimi de undă de la 1 mm 
(așa cum pot fi excitate de un diapazon într-un vas de polistiren expandat plin 
cu apă) pînă la 64 m (unde foarte lungi pe oceane). 


Aplicaţie 
lată un exemplu ce folosește tabelul 6.1. $ă presupunem că vă aflați 


la plajă. Cineva se întreabă care ar fi lungimea de undă a undelor din largul 
mării la -patruzeci, cincizeci de km de coastă. Îi spuneți că puteți afla foarte 


Tabelul 6.1 
Unde pe apa adincă 

LR v LI vg w 
cm Hz cm/s cm/s v 
0, 10 675 67,5 101,4 1,50 
0,25 172 43,0 63,7 1,48 
0,50 62,5 31,2 44,4 1,42 
1,0 24,7 24,7 30,7 1,24 
1,7 13,6 23,1 23, 1,00 
2 11,6 23,2 21,4 0,92 
4 6,80 27,2 17,8 0,65 
8 4,52 36,2 19,6 0,54 
16 3,14 50,3 25,8 0,51 
32 222, je: 35,8 0,50 
100 1,25 125 62,5 0,50 
200 0,884 177 88,5 0,50 
400 0,625 250 125 0,50 
800 0,442 354 177 0,50 
1600 0,313 500 250 .0,50 
3 200 0,221 708 354 0,50 
6 400 0,156 1000 500 0,50 
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repede lungimea de undă. Luaţi ceasul și determinaţi numărul valurilor ce se 
sparg pe plajă într-un anumit interval de timp. Găsiţi în medie 12 valuri pe 
minut, adică unul la 5 secunde; v = 0,2 Hz. Vremea a fost stabilă cîteva 
zile, încît presupuneţi că undele sînt într-o stare staționară (neglijînd vînturile 
locale ce nu afectează marile valuri oceanice). Frecvența în larg este 0,2 Hz, 
la fel ca pe plajă. (Desigur, lungimea de undă este diferită, deoarece undele 
ce se sparg pe plaja dumneavoastră nu sînt unde de apă adîncă. Lungimea de 
undă depinde de adîncimea apei în zona plajei dumneavoastră. Frecvența nu 
depinde.) În concordanță cu tabelul, lungimea de undă a undelor din largul 
mării ar trebui să fie de aproximativ 40 m. 

Ce distanță au parcurs, în ultima oră, crestele valurilor ce se sparg acum 
pe plaja dumneavoastră? Dacă în cea mai mare parte a timpului ele s-au 
propagat în apă adîncă, în acord cu tabelul 6.1, viteza de fază a fost de aproape 
8 m/s, adică, 29 km/h. Astfel, undele trebuie să parcurgă aproape 30 km în 
ultima oră, și, cum vremea a rămas neschimbată mai multe ore, puteţi fi 
sigur că aprecierea dumneavoastră privind lungimea de undă în largul mării 
este bună. Dacă nu sînteți pe plajă ci la un seismograf aflat la 20—30 km 
de plajă, puteți răspunde la aceeași întrebare? 


6.3. PULSURI 


Dorim să luăm în considerare o situație în care, în z = 0, generatorul 
descrie o mișcare ce se obține din suprapunerea mai multor oscilații armonice, 
toate cu amplitudini egale și cu frecvențe foarte apropiate situate într-o bandă 
îngustă, între cea mai joasă, wa, și cea mai înaltă, cz. Am considerat, deja, 
situația cînd aveam doar două frecvențe. În acest caz, obțineam modulații 
ce se propagau cu viteza de grup. 


Diagrama fazorilor. Pregătindu-ne pentru cazul mult mai complicat în 
care apar mai multe componente armonice cu frecvențe diferind ușor între ele, 
să reexaminăm cazul a numai două frecvenţe utilizînd diagrama fazorială. 
Oscilația armonică: 


V(?) = A cosot (34) 
reprezintă partea reală a oscilației armonice complexe: 
We(d) = Aeiai (35) 


unde indicele c înseamnă complex. O reprezentare grafică a lui V.(?) este dată 
de un vector în planul complex de mărime A și care se roteşte în sens antiorar 
cu frecvența w. [Proiecția acestui fazor pe axa orizontală (adică, axa reală) 
ne dă mișcarea armonică descrisă de relația (34).] În loc să vizualizăm acest 
fazor pe tot parcursul unui ciclu, să ne imaginăm că facem „instantanee 
stroboscopice“. Atunci, dacă stroboscopul are aceeași frecvență «a și fazorul, 
acesta va părea că stă pe loc, adică fiecare instantaneu va prinde vectorul 


în aceeași poziție (vezi fig. 6.2, a). Dacă pulsația w a fazorului este ușor mai 
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Fig. 6.3. Bătăile apar în superpoziția W(7) = Aeiost + Aeiost. Instantaneele stroboscopice au 
fost luate cu og = wm Și acoperă exact o bătaie cu perioada Ty . [În acest exemplu, frecvența 


1 
bătăilor este 1/4 din frecvența medie; adică og — y = Zom-] 


mare decît cea a stroboscopului, w,, vectorul va părea că se roteşte ușor îna- 


inte (în sens antiorar) cu pulsația dată de diferența wo — w, (vezi fig. 6.2, 3); 
dacă, în shimb, w — w,este negativă, vectorul va părea că se rotește în sens 
„retrograd“ (orar) (vezi fig. 6.2, c). Indicele s vine de la inițiala cuvîntului 
stroboscop. 

Să considerăm, acum, suprapunerea a două unde armonice avînd aceeași 
amplitudine dar frecvențe ușor diferite, 


V(î) = A cos cat + A cos cot. (36) 


Vom realiza instantanee stroboscopice ale fazorilor Aeio: și Aei«! cu frecvenţa: 


a ale : (tn: A (37) 


Astfel (luînd oz — o pozitivă) w2 — o, este pozitivă și o — 4, este negativă. 
Să ne amintim că y(4) se poate scrie [ca în ecuaţia (2), paragraful 6.2] ca produsul 
dintre o amplitudine ușor variabilă înmulțită cu o oscilație rapidă de frecvență 
4. Frecvența stroboscopului w,, va face ca oscilația rapidă să „stea pe loc“ 
și numai A(4) se va modifica între două instantanee. Obţinem, astfel, instan- 
taneele prezentate în figura 6.3. 


Cum se construiește un puls. Să considerăm situația cînd y() se obține 
prin suprapunerea a foarte multe oscilații, toate de amplitudine egală A, 
constantă de fază zero și distribuite uniform în banda de frecvență dintre 
4 Și wa. Oscilaţiile ocupă o lărgime de bandă Ace = oz — o. Diagrama vec- 
torială stroboscopică corespunzătoare este arătată în figura 6.4. 

La t = 0 amplitudinea A(?) pentru superpoziţia y este NA. La timpul 
!, foarte puțin înainte de 2x/Aw care reprezintă perioada unei bătăi între 
frecvențele extreme «> și «, amplitudinea totală A(:) este zero deoarece con- 
tribuțiile componentelor sînt uniform distribuite în fază. (Cînd N — oo, 
această primă anulare are loc exact la ? = 2x/Acw.) Pentru un interval de timp 
mare, după / = 2x/Avw, contribuţiile vectorilor vor fi încă larg distribuite în 
fază, deși nu chiar uniform, astfel încît amplitudinea totală A(/) rămîne mică 
pentru o durată mare de timp. Vectorii își recapătă aceeași fază [și A(?) revine 
la valoarea inițială NA), numai cînd bătăile între componentele învecinate în 
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frecvență ajung din nou la maxim. Deoarece componentele vecine au separări 
în frecvență egale cu Aw/(N — 1), perioada. bătăilor între frecvențele vecine 
este de (N — 1) ori mai mare decît perioada bătăilor corespunzătoare separării 
în frecvență Aw. Astfel, dacă N — co, amplitudinea totală rămîne mică 
pentru totdeauna, nu mai revine niciodată la valoarea inițială. Avem, atunci, 
ceea ce se cheamă un puls, adică o funcție de timp care este semnificativ diferită 
de zero riumai pentru un interval de timp limitat. 


Durata unui puls. Să notăm durata unui puls, adică intervalul de timp 
în care W(?) este semnificativ, prin simbolul Af. Acest interval este aproxi- 
mativ intervalul de timp de la / = 0, cînd toate componentele cu frecvențele 
cuprinse între 4, și cz sînt în fază, pînă în timpul î,, cînd toate componentele 
sînt distribuite uniform în fază peste tot intervalul de 27 radiani: 


AL = t, (38) 
unde 
(oa per 07) ti -— 2r. (39) 
Lărgimea de bandă: Au = wg — co și intervalul de timp At satisfac, astfel, 
relația 
AGA z 2x (40) 


adică, 
| Avarz1. | (41) 


Relaţia (41) reprezintă un exemplu specific al relației generale (și foarte 
importante) dintre durata Aa unui puls V(£) și lărgimea de bandă Av a spec- 
trului de frecvențe a componentelor armonice care se suprapun pentru a forma 
pulsul. Această relație are largi aplicaţii în toată fizica, oriunde sînt prezente 
fenomene care au forma unui puls în timp sau într-o altă variabilă. Relaţia 
generală este independentă de forma specifică a lui W(4), atît timp cît y(7) 
prezintă caracteristica definitorie a unui puls, și anume aceea ca (7) să fie 
senşibil diferit de zero numai într-un singur interval de timp de durată A/. 


2 F 2 pron + fă 
= a 
(Că (DER 
= | | Mi, 
1 a NT 
t=0 122 
V=NA VA 


Fig. 6.4. Înstantanee stroboscopice pentru A oscilații (aici A = 9) distribuite unilorm în inter- 
valul de frecvență Ac = cp —6y. Frecvența stroboscopului este com. Oscilaţia care are = m 
pare că stă pe loc. 
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Produsul dintre lărgimea de bandă și intervalul de timp. Relaţia generală 
ce are loc între lărgimea benzii de frecvență Av și durata de timp At ce descriu 
un puls este dată de: 


amara. | (42) 


Semnul inegalității în relaţia (42) rezultă din faptul că dacă suprapunem un 
număr de oscilații armonice ce ocupă o bandă de frecvență Av obținem un 
puls cu durata Af  1/Av numai dacă alegem convenabil constantele de fază. 
În exemplul din figura 6.4, toate componentele armonice au aceleași constante 
de fază. Dacă constantele lor de fază n-ar fi toate egale, n-ar exista nici un 
moment de timp în care toate componentele să fie exact în fază (cum sînt ele, 
în exemplul nostru, la £ = 0) adică, nici un moment de timp la care suprapu- 
nerea W(7) să aibă valoarea maximă posibilă. Atunci intervalul de timp în 
care V(4) este semnificativ nonzero (adică, nu mult mai mică decît valoarea 
sa maximă) ar trebui ales mai mare. În limita în care fazele sînt alese complet 
întîimplător, durata At devine arbitrar de mare. Dar, în acest caz extrem, 
nu mai putem recunoaște un puls. 

Lovirea tare a unui pian. Să presupunem că aţi găsit o metodă pentru a 
lovi toate clapele unui pian dintr-o dată. Lărgimea de bandă a sunetului 
rezultant este în jur de 4 000 Hz (domeniul de frecvență al pianului). Astfel, 
dacă toate coardele ar fi excitate exact în fază la £ = 0, veţi obține un sunet 

l 


care ar fi foarte tare pentru un interval de timp A/ dat de A/ 2 ri e a 0,2 


milisecunde și care, după aceea, ar fi relativ slab. Dacă metoda dumneavoas- 
tră de a lovi deodată toate clapele pianului presupune folosirea mîinilor sau 
a vreunei scînduri ori a altui obiect, vă va fi imposibil să excitați fiecare coardă 
în același moment de timp, măsurat cu o precizie care să fie o parte mică 
din perioada pulsului, adică o mică parte din 10“? s. Constantele de fază au, 
în schimb, un caracter mai degrabă întîmplător. Sunetul nu mai prezintă 
caracteristica unui puls, ci sună ca un zgcmot continuu. 


Oscilaţie armonică de durată limitată. lată o altă ilustrare a relației (41). 
Să presupunem că pornim un oscilator care ajunge rapid (în cîteva perioade) 
la amplitudinea constantă A, oscilează cu oscilația armonică A cos oof 
pentru n perioade, apoi este oprit și oscilația se stinge în cîteva perioade, ca în 
figura 6.5. Deoarece oscilația nu are loc tot timpul, ea nu reprezintă o oscilație 
armonică pură de frecvență oo. Cu siguranță că frecvențe (unghiulară) w = o, 
domină dar, în acord cu ceea ce am afirmat, ea nu poate fi singura frecvență 
prezentă. Trebuie să existe o bandă de frecvențe centrată pe w 2 wo. lată 
o cale simplă pentru o estimare a lărgimii de bandă Aw. Folosind definiția 
frecvenței ca număr de perioade pe secundă, vom număra pur și simplu numă- 
rul de perioade în intervalul de timp At în care oscilatorul este deschis și-l 
vom împărți la A/. Numărînd, astfel, n perioade găsim: 


, 


v(dominantă) = 7 , (43) 


care trebuie să fie egală cu vp = 75), ca în figura 6.5. Cu toate acestea, uitîn- 
du-ne la figura 6.5, vedem că nu-l putem specifica pe n în mod exact. Există 
o incertitudine de ordinul a + vi perioade la fiecare capăt al pulsului, acolo 


unde ar trebui să decidcm „Să număr una în plus sau a încetat deja?“ Puteţi 
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Fig. 6.5. Oscilație armonică de durată limitată. 


spune „N-are prea mare importanță, mai ales dacă n este mare — eroarea 
este mică în comparaţie cu n“. Da, dar exact de această eroare ne ocupăm. 
În concordanţă cu relația (43), o lărgime a benzii de incertitudine de aproximativ 
1 în numărul n de perioade conduce la o /ărgime de bandă în frecvența rela- 
Hivă Av/v dată de: 


ET (44) 
von" 
Înmulțind relațiile (43) şi (44) găsim Av = 1/A!. 


Exemplul 6. Lărgimea benzii de televiziune 
Imaginea de pe ecranul televizorului constă dintr-o rețea dreptunghiulară 
de puncte albe și negre. Un anumit punct este „alb“, dacă ecranul fosfo- 


rescent TV a fost lovit recent (pînă în 3 ) în acel loc de un fascicul de elec- 


troni. Distanţa dintre puncte este de aproximativ lmm. Un ecran tipic 
de 50 cm X 50 cm are astfel 500 de linii cu 500 de puncte pe linie, sau 25 x 


X 10% puncte. Fiecare punct se reînnoiește la fiecare, da s. (Una din două 


linii orizontale este sărită atunci cînd fasciculul de electroni parcurge o dată 
tot ecranul. Liniile sărite sînt reînnoite la următoarea traversare. Astfel, o 
anumită zonă din ecran ce cuprinde multe linii orizontale are o frecvență 
de licărire de 60 Hz. Aceasta este frecvența „stroboscopică TV“.) Astfel, 
frecvența cu care instrucțiunile „aprinde, stinge“ trebuie date fasciculului . 
de electroni este în jur de 30 x 25 X 10* sau 8 X 10€ ori pe secundă. Ten- 
siunile din antenele emițătorului și ale receptorului trebuie să aibă aproximativ 
107 mici pulsuri pe secundă. Nici un puls nu trebuie să depășească un timp 
mai mare de At — 107 s pentru a se împiedica suprapunerea lor. Atunci 
lărgimea de bandă necesară este de Av = 1/At 107 Hz — 10 MHz. Frec- 
vențele undelor purtătoare utilizate în televiziune se întind în domeniul situat 
între 55 și 210 MHz. În urma discuţiei noastre privind radioul MA, v-aţi putea 
imagina că cei 10 MHz se vor împrăștia în cîte o bandă laterală superioară și 
una inferioară a „frecvențelor de modulație“. În realitate, printr-o tehnică 
ingenioasă, unda purtătoare și una din benzile laterale sînt „suprimate“. 
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Sînt oprite de un filtru și nu sînt aplicate antenei de emisie. (Dar sînt rege- 
„nerate în aparatul de recepţie din informațiile conținute în singura bandă 
laterală. transmisă.) Această tehnică, numită transmisia cu o singură bandă 
laterală, înjumătățește lărgimea de bandă necesară la aproximativ 5 MHz. 
Astfel, între 55 și 210 MHz există „un spațiu de frecvență disponibil“ pentru 
aproximativ 30 de posturi de televiziune, fiecare utilizînd o lărgime de bandă 
de 5 MHz. Dacă ar fi mai multe posturi decît acestea, ne-ar fi imposibil să 
acordăm televizorul pentru a prinde o singură stație. 


Exemplul 7. Telecomunicaţii cu radiaţie vizibilă 

Laserul este un dispozitiv ce-ne-va oferi posibilitatea de a avea, în cele 
din urmă, tot atîta control asupra. frecven ţelor luminii pe cît avem în 
domeniul frecvențelor radio sau al microundelor. Multă lume muncește din 
greu pentru a dezvolta tehnici de.modulare a luminii într-o manieră analogă 
celei în care emițătorul modulează unda purtătoare de radio sau de TV. Spe- 
răm că pentru cea mai mare parte a spectrului vizibil *, se va găsi o tehnică 
de modulare potrivită. Atunci, putem determina cîte canale de televiziune 
pot intra în acest „spațiu de frecvență“ pe care îl constituie domeniul frec- 
» vențelor luminoase. Lumina trebuie folosită ca o undă purtătoare. Lărgimea 
de bandă necesară este de .10 MHz. pe canal. Lumina are lungimea de undă 


între 6 500 A (roșu) şi 4500Ă (albastru) adică, frecvenţe între v = == 


= 3 X. 10%/6,5 X 10? 2 4,6 x 10% MHz șiv = 3 x 10%/4,5 X 107 = 6,6x 101 Hz = 
= 6,6 x 10*MHz. Astfel banda totală permisă este de la 4,6 la 6,6 x 
x 10% MHz, adică, o lărgime de bandă de 2 x 10% MHz. Aceasta va permite 
2 X 107 canale separate de televiziune, ficare avînd o lărgime de bandă 
de 10 MHz. (Am putea cere ca măcar unul la un milion din aceste canale 
să fie folosit pentru programe de televiziune școlară.) 


Soluţia exactă pentru un puls (4) produs de un spectru „dreptunghiular“ 
de frecvenţe. Vom găsi acum o expresie explicită a pulsului (7) format prin 
suprapunerea a N componente armonice diferite avînd amplitudini egale A, 
constante de fază egale (zero) și frecvențe distribuite uniform între frecvența 
cea mai joasă, w,, și frecvența cea mai înaltă, w2. Aceasta este tocmai superpo- 
ziția ilustrată în „instantaneele stroboscopice“ din figura 6.4. Ea este dată de:. 


V(î) = A cos ot + A cos (op + 30)? + A cos (0 + 230)ţ/ +... 


(45) 
„.. PF A Cos coof, 
unde 3w este distanța în frecvență între contribuțiile vecine, adică 
Seen aaa ANRC. di) (46) 


N d Nei 


Relaţia (45) îl exprimă pe y() ca o suprapunere limară a mai multor com- 
Bonente armonice exacte. Vrem să găsim acum o altă expresie pentru (4) 
sub forma unei oscilații aproape armonice cu 0 singură frecvență „rapidă“ 
de oscilație, o, dată de: 


(01 + 02), (47) 


* După apariția acestei cărți, asemenea tehnici au fost puse la punct. (N.T.) 
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se 


și avînd o amplitudine A(?) care este „aproape constantă“ față de perioada 
oscilației rapide. Avînd experiența suprapunerii a numai două oscilații armo- 
nice (paragraful 5.2), sperăm să găsim o expresie de forma: 


Y(£) = A() cos out. (48) 


Într-adevăr, vom găsi o astfel de expresie. Se va vedea că, dacă lărgimea 
de bandă Aw este mică în comparaţie cu &,, A(7) variază lent în comparație 
cu perioada oscilaţiilor rapide. (Cu toate acestea, răspunsul nostru va fi 
exact, chiar și fără această condiţie.) Il vom scrie pe W(4) ca o oscilație aproape 
armonică, modulată în amplitudine. Vom găsi că ea are forma unut puls, 
cum am arătat calitativ în discuţia care a urmat după figura 6.4. Din expresia 
exactă, vom putea deduce ce înțelegem prin afirmația că produsul dintre lăr- 
gimea de bandă și durata în timp este aproximativ unu. 

Pentru a simplifica calculele, vom folosi numerele complexe. Suprapune- 
rea din relația (45) reprezintă o constantă A înmulțită cu partea reală a unei 
funcții complexe f/(£), unde: 


(3) = git + giloi+ 80) —- gilou+280)t + sti + il +A) = eiot S, (49) 


unde, [înlocuind a = e'%! și folosind Aw = (N — 1) 30] suma S$ este seria 
geometrică: 


S=lphaţa+... +a 


Atunci 
AS = 0 a FAT 4- ay, 
(a—1)S=a—1 
e | 7 dt = glil2(iN3at) r g(1/2)iN3ar) — e—(1/2)(iN3t) 
S = E TE 2% pisat — 1 ii  p(u/2)tidat) | glil2)(i3at) — g—(1/2)ti8at) | 
m a 
sin N dot sin N dot 
= e(t2)i(N—18ot —————— == gl1/2)(iAat) E 
= Emi | ae | 
sin 3 dot sin 3 dwt 
Astfel: 
s- il 
do i (i ) sa] ; sin N dot sin N dot 
AD) = ci S$ = e ai ——————— = eiomt———————— 
sia: jet din 
2 ez 


În cele din urmă, V(?) reprezintă constanta A înmulțită cu partea reală a lui 


A5: 


sin > N 5ot- 
(4) = A cos Ol 
sin > dot 
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adică, 


(7) = A(1) cos opt, (50) 
unde 
DA 
sin ZN dot 
A(7) = 4 (51) 
5 să 
sin > dat 


Relația (51) este exactă. Să verificăm dacă ea trece în forma cunoscută 
corespunzătoare a bătăilor atunci cînd există doar doi termeni: punînd 


N = 2 în relaţia (51) și folosind relația sin 2x = 2 sin x cos x, cu + = = dot, 
obținem: 


N ==2 2 (= [24 cos doi] COS ot = 2A cos (0 — 3) £ : COS opt. 


Aceasta este aceeași expresie cu cea găsită în paragraful 1.5 în cazul bătăilor. 

O formă mai convenabilă pentru relația (51) se obține exprimînd constanta 
A în funcție de A(0), care este valoarea lui A(7) la momentul £ = 0, Analizind 
relația (51), observăm că trebuie să manifestăm prudenţă în evaluarea lui 
A(î) la £ = 0, deoarece atit numărătorul cît și numitorul relației (51) se anu- 
lează în acest punct. Putem rezolva ușor problema, dezvoltînd și numărătorul 


și numitorul în serie Taylor, la / = 0. Punînd 6= ri dt, avem: 


l 
ă NO — — (NP +... 
sin NO _ 6 : (52) 


sin 0 | a3 
0-——9 se: 
+ 


Pentru 6 suficient de mic, putem neglija toți termenii cu excepția primului 
termen de la numărător și primului termen de la numitor. Găsim că: 


Jim ea! = Ne (53) 
s-o sin 5] 
Atunci relația (51) dă: 
A(0) = NA, A PA (54) 
N 
adică 
sin2-N dot 
A(2) = A(0) (55) 


N sin gust 
2 
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Să trecem acum la cazul interesant cînd N este mare. Cînd N devine 
suficient de mare, distanța în frecvență 3w dintre componentele armonice 
vecine va deveni atît de mică încît nu va putea fi decelată de nici un dispo- 
zitiv experimental pe care l-am avea în minte. (Ne ocupăm de fizică, nu de 
matematică, trebuie să avem deci în minte înto/deauna un dispozitiv experi- 
mental.) Putem considera componentele de frecvență ca avînd o distribuție 
esențialmente continuă. Un N atît de mare a primit porecla de „infinit“. 
Pentru un N uriaș, putem neglija diferența dintre N și N — 1. Atunci: 


N = uriaș: No 2 (N — 1)ăo = Au. (56) 


Putem face pe N să tindă către „infinit“ și do va tinde către „zero“. Produsul 


lor va da întotdeauna lărgimea de bandă Aw. În termenul sin E dot de la 


numitorul relației (55), presupunem că 3«w tinde către zero dar / nu tinde către 
infinit (experienţa trebuie să aibă cîndva un sfîrşit). Putem neglija toți ter- 
menii, cu excepția primului termen, din dezvoltarea în serie Taylor a lui 


sin = dot. Obţinem: 


sin = Not sin = Awt sin 3 Acwt 
A(1) = A(0) i — = A(0) iti SRI = A(0) i > (57) 
N sin> dwt N ) dot E Acwt 
și 
V(î) = A(9) cos opt. (58) 


Să ne întoarcem acum la y(/) exprimat ca o suprapunere (o sumă) de 
funcții, relația (45), și să,o scriem într-o formă care să corespundă situației 
du '— 0. Folosim relaţiile (54) și (56) pentru a scrie: 

Pl ee 0 ară (59) 
N Ao 


Suprapunerea (45) se poate exprima ca: 
A(0) a 
W(4) = aa N Gal + do cos (op + 30); +... + Şocoswzf]. (60) 


w 


Dar, în limita de — 0, expresia din paranteză este tocmai integrala din 
cos o! înmulțit cu do (înlocuim litera ă prin d) luată de la w = o, pînă la 
w = ua. Relaţia (60) devine: 


4) = = E cos ai de. (61) 


4 


Integrala Fourier. Relaţia (61) este un exemplu de su/rapunere continuă 
de armonice sau integrală Fourier. Se arată că orice funcție W(?) neperiodică 
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(rezonabilă) se poaie exprima ca o suprapunere continuă Fourier de forma 
generală: 


Y(£) zf A(0) sin ot duo „| B(o)cesot do. (62) 
AD „0 
Funcţiile continue A(w) şi B(w) se numesc coeficienții Fourier ai lui V(7), 
prin analogie cu același nume dat constantelor dintr-o serie Fourier formată 
cu frecvențe discrete. 

Prin compararea relaţiilor (61) și (62), se vede că funcția V(7) dată prin 
relațiile (57) și (58) are coeficienții Fourier: 


A(0) = 0, pentru toate w; 
B(w) = 0, pentru e în afara domeniului de frecvențe cuprins între 


o ȘI oz; 
B(o) = O pentru & între o, și wa. (63) 
w 


Spectrul Fourier al frecvențelor. O reprezentare grafică a coeficienţilor 
Fourier în funcție de « se numește spectru de frecvențe al suprapunerii continue 
Fourier. Spectrul dat de expresia (63) este cel mai simplu posibil. El este 
„plat“ [adică, B(w) este constant] într-o bandă de frecvență oarecare, limitată 
de lărgimea Aw, și zero în rest. Un astfel de spectru se numește cîteodată 
spectru dreptunghiular, din cauza formei reprezentării grafice. [Trebuie, în 
general, să avem două reprezentări, una pentru A(w) și una pentru B(w).) 

În figura 6.6 sînt reprezentate grafic pulsul W(7) și coeficientul Fourier 
B(o). De notat că A(ț) prezintă primul său zero (pentru / pozitiv) la un mo- 


ment î, care satisface condiția 4 = Ta Acesta ne spune cît de mult timp 
w 


este necesar pentru ca componentele cu diferite frecvențe să se distribuie 
uniform în fază pe un interval de 2x radiani, după cum s-a putut constata 
din „instantaneele stroboscopice“ din figura 6.4. Ca interval de timp A/, 
în care amplitudinea A(?) a lui y(£) este relativ mare, putem lua intervalul 
dintre două zerouri ale lui A(?), și anume cel situat între /= —t șit= +. 
Acesta este totuși prea mare. Este mult mai rezonabil să-l luăm pe A? ca acel 
interval în afara căruia y(?) „nu-și mai revine“ (nu-și mai reface amplitudinea 
pierdută). O alegere convenabilă (pentru acest caz particular) este de a 
lua, pentru întreaga lărgime Af, jumătate din intervalul de timp dintre 
cele două zerouri situate la £— +4. Putem, astfel, defini durata acestui 
puls ca fiind: 


Aw (64) 
AvA/ =ul. 


Formula (64) are semnul „egal“ și nu „aproximativ egal“, deoarece am detinit 
precis ce înțelegem prin durata acestui puls. După definiția noastră, A(7) ia 
marginile intervalului At este dat de: 


SI 
SIN = 
A (:) AM ee 2440). (65) 
2 = TE 


2 
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Fig. 6.6. Analiza Fourier a unei funcții aperiodice. (a) Pulsul 4(/) corespunde relațiilor (57) şi 
(58). (5) Spectrul continuu de frecvențe ale coeficienţilor Fourier dat de relația (63). (Deoarece 
(1) este o funcție pară de ?, coeficientul Fourier A(c) este zero pentru orice w; *el nu este 


"reprezentat grafic.) 
19 — Curs de fizică — c. 416 
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Astfel, la începutul și la sfîrșitul intervalului A/ ri id că A(?) are 2/x 
din valoarea sa maximă. 

Un oscilator „aproape armonic“ cu elongația W(/) = A(4) cost acu- 
mulează o energic proporțională cu A2(4). Energia este maximă la "centrul 
pulsului (la £ = 0) și este mai mică în raportul (2/x)2-=— 0,406 la începutul 
și la sfîrșitul intervalului A/. Definiţia pe care am dat-o duratei A corespunde 
intervalului în care oscilatorul are 40%, sau mai mult din energia înmagazi- 
nată maximă. 

În paragraful 6.4 vom studia și alte exemple de pulsuri cu suprapunerile 
lor Fourier, continue, corespunzătoare. 


Pachet de unde progresive. Să presupunem că la z = 0 generatorul gene- 
rează o mișcare de forma unui puls similar cu cel din figura 6.6. Deoarece 
emițătorul radiază în mediu unde pentru o durată limitată de timp și deoa- 
rece undele se propagă dinspre emițător în afară, ele vor forma un puls de 
unde cu o extindere limitată în spațiu. Un astfel de puls se numește pachet 
de unde sau grup de unde. Pachetul de unde se propagă cu viteza de grup. 
Deoarece k'și w sînt legate prin relația de dispersie k(w), existența unei benzi 
Aw a frecvențelor emise de generator implică o bandă corespunzătorare AA 
a numerelor de undă (şi a lungimilor de undă corespunzătoare) în pachetul 
de unde. Legat de frecvența dominantă wp, va exista un vector dominant 
Ro = k(6o) [adică, ko se obține înlocuind pe w = oo în funcția k(w)]. Banda 
Ak este centrată pe k și se obține prin diferențierea relației de dispersie și în- 
locuirea w = o: 


At = [a] Aria a SL (66) 
dw 0 Yg 


unde am folosit v, = (dew/dk)o. [Indicele zero înseamnă că derivata este eva- 
luată la centrul benzii. Vom neglija, de asemenea, termenii superiori din 
dezvoltarea în serie Taylor a relației de dispersie pentru care relația (66) poate 
fi considerată primu) termen.) 

Produsul dintre lungimea pachetului și lărgimea de bandă a numărului de 
undă. Un pachet de lungime Az propagîndu-se cu viteza de grup 7, trece de 
un punct z într-un interval de timp Af dat de: 

Az 2 VA. (67) 


Făcînd produsul relaţiilor (66) și (67), obţinem: 


Ak Az x AA. (68) 


Deoarece AwAfț.> 2x rezultă Ak Az > 2x, adică, folosind numărul de undă 


o = kj2x = N!, obținem: 
D 


Această relaţie este complet analoagă relației generale AvA/. > 1, dar se aplică 
dependenţei. spațiale a pulsului în locul celei temporale. 
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“Un alt mod simplu pentru obținerea relației (69) este de a considera 
„banda de nedeternainare“ a numărului de perioade conținute în Az. Astfel, 
s (în perioade pe unitatea de lungime) este dat de: 


perioade 4 L 


în ze a E 


Az 


(70) 


astfel încît banda numerelor de undă Ac este aproximativ 1/Az. Această 
deducere reprezintă analogul spaţial al obținerii lui AvAt = 1 din relația (44). 


Împrăștierea în timp a pachetului de unde. Vom atrage atenția, în final, 
că lungimea Az a pachetului nu rămîne constantă cînd pachetul se propagă 
într-un mediu dispersiv; pe măsură ce se propagă, pachetul se împrăștie. 
Acest lucru se întîmplă deoarece viteza de grup 7, = do/dk depinde de k 
(sau de w). Banda AF conţine o bandă a vitezelor de grup Av, dată aproximativ 
prin: 


2 
aa, = (Se a =(3p) AR. (71) 
dă ] di], 


Un pachet ce pleacă la / = 0 cu lărgimea (Az), va avea la timpul o lărgime 
(Az), dată aproximativ prin: i 


(Az), 2 (Az)e + (Av. (72) 


Timpul At de care are nevoie un pachet pentru a trece de un z fixat va 
crește în mod corespunzător. [Relaţia (68) are loc la orice moment de 
timp și, desigur, Aw și Ak sînt constanţi.] 

Din cauza împrăștierii pachetului, relațiile AcAz= 1 și AvAt | nu pot 
avea loc decît la /=— 0. Pentru ca ieșirea generatorului să satisfacă relația 
AvAt 4 1, trebuie ca toate componentele armonice să aibă faza corectă la 
t=— 0. Totuși, îndată ce am lăsat pachetul să se propage prin mediu o 
distanță suficientă, nu putem avea întreaga bandă AF în fază într-un punct 
ulterior, deoarece anumite părți ale pachetului ajung mai devreme iar altele 
mai tîrziu datorită variaţiei vitezei de grup. Astfel, fazele componentelor cu 
diferite frecvenţe diferă unele de altele într-un punct ulterior, spre deosebire 
de situația la 7 =-0. Avem, atunci AcAz 2 AvA? > |. 


Desigur, dacă mediul este „nedispersiv“, pachetul de unde nu se va îm- 
prăștia și relația AoAz z AvAt 1 se va menține. 


Pachete de unde pe apă. Aruncînd o piatră într-o baltă putem obține 
un frumos pachet de unde circular. Cu oarecare practică, puteți urmări un 
pachet cu ochii dumneavoastră și puteți observa undele elementare individuale 
cum cresc în spatele pachetului, trec prin el și se „pierd“ în fața lui. (Viteza 
de fază este mai mare decît viteza de grup, pentru undele pe apă cu lungimea 
de undă mai mare de 1,7 cm, după cum este cazul în mod obișnuit cu undele 
produse de o piatră de dimensiuni moderate. În figura 6.7 este reprezentat un 
palet de unde cu viteza de fază de două ori mai mare decît viteza de grup.) 

ndemnăm pe cititor să urmărească undele pe apă într-o chiuvetă, cadă și 
într-un bazin. Deoarece ele se mișcă destul de rapid (vezi tabelul 5.1, paragraful 
5.2), este nevoie de oarecare practică dar efortul va fi amplu răsplătit. (Vezi 
experiențe. pentru acasă.) 
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> 


Fig. 6.7. Pachetul de 
unde cu viteza de fază 
de două ori mai mare 
decit viteza de grup. 
Săgeata se deplasează 
cu viteza de fază urmă- 
rind un punct de fază 
constantă pentru lungi- 
mea de undă dominan- 


“tă. Semnul în cruce se 


deplasează cu viteza de 
grup împreună cu pa- 
chetul. 


64. ANALIZA FOURIER A PULSURILOR 


În paragraful 6.3 ne-am întîlnit cu primul exemplu privind dezvoltarea 
unei func i de timp y(?) într-o suprrpoziție continuă Fourier (integrală 
Fourier). În acest paragraf, vă vcm ară'a cum se găsește spectrul continuu de 
frecvențe al oricărui puls (rezonabil) și vă vom da diferite exemple de interes 
general în multe ramuri ale fizicii. 


Un puls de durată limitată. Să presupunem că V(£) are forma unui iii 
de durată limitată, ca în figura 6.8. Presupunem că V(7) este zero la un moment 
de timp f (și la toate momentele dinaintea acestuia). Vcm presupune, de 
ascmenea, că V(4) este zero la momentul de timp ulterior 4 + 7, (și la toate 
mcmentele ulterioare acestuia). Presupunem, astfel, că există un interval 
oarecare finit de timp 7, în interiorul căruia au loc oscilațiile lui y(), ca 
în figura 6.8. Intervalul de timp cu durata 7, este arbitrar, exceptînd faptul 
că (1) trebuie să fie zero pentru toate momentele de timp din afara inter- 
valului. Vcm face, în cele din urmă, ca 7, să fie mare (dar nu infinit). 
(Atunci 1/7, = vw va deveni „unitatea noastră de frecvență“ o unitate ce 
poate fi aleasă oricît de mică dorim.) . 

Am învăţat, în paragraful 2.3, cum să analizăm Fourier o funcție periodică 
F(1) definită pentru orice £ și avînd perioada T,, astfel încît F(/+ 71) = F(4). 
Am învăţat, de asemenea, să analizăm Fourier o funcție definită numai într-un 
interval limitat de timp. Am analizat-o Fourier, construind o funcţie perio- 
dică definită pentru orice £ și care coincide cu funcția care ne interesează în 
intervalul în care este definită funcția. Am fost atunci în stare să folosim 
formulele obținute pentru funcțiile periodice. Acesta este procedeul pe care 
îl vom urma acum. Vom construi o funcție periodică F(î) cu perioada Ti, 
unde 7, este intervalul de timp din figura 6.8, făcînd ca F(?) să fie pur și 
simplu o „repetiție“ a pulsului W(£) în fiecare interval similar de mărime 7”. 
Acest lucru se vede în figura 6.9. 


Fig. 6.8. Un puls y(!). Pentru momente de titnp anterioare lui e sau posterioare lui fa + 74 
funcția y(2) este zero. 
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Fig. 6.9. Funcţia periodică F(?) cu iti T, construită prin „repetarea“ iti y(?) la inter- 
vale de timp succesive de durată 7,. 


Seria Fourier pentru' o funcție periodică F(?) este dată de relaţiile de la 
(2.49) pină la (2.52), paragraful 2.3. Scriem încă o dată aici acele rezultate 
de care vom avea nevoie: 


F() = Bo + SS 4, sin nout +  B, COS not, (73) 
n=l n=1 
cu 
27 
= 20 ==: 74 
O TEVI F, (74) 
Atunci 
1 to+Ti ţ 
B --j FU) d, (75) 
i Ti d 
2 fie+Ti 
A E F(4) cos nost di, (76) 
Ta Jn 
2 (t+Ti A 
A, = FĂ F(?) sin nout di, (77) 
i : Ti ta ai 
unde 1 = 1,2,3,. 


Vom adapta, acum, relațiile (73)—(77) la problema noastră, care constă în 
a exprima pulsul W(£) ca o suprapunere de oscilații armonice. 

Vom nota, în primul rînd, că termenul constant Bo din relația (73) trebuie 
să lipsească (adică, Bo este zero). Aceasta pentru că am presupus că y(?) 
este zero pentru momente de timp suficient de depărtate de , în ambele sen- 
suri. Nu există o „elongaţie constantă“ sau o'tensiune constantă sau orice 
altceva în y(4). [Aceasta nu-'înseamnă că nu putem afla (de exemplu) ten- 
siunea continuă de pe plăcile verticale ale unui osciloscop, dacă ne interesează. 
Ceea ce vrem să spunem este că pe no nu ne interesează aceasta. Marea putere 
a principiului superpoziției constă în aceea că putem să ne debarasăm de 
părțile „care nu ne interesează“ ale oricărei suprapuneri, argumentînd 
astfel: „lucrul acesta l-am înțeles deja; întotdeauna putem să-l adăugăm la 
sfîrșit“.] 
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Trecerea de la suma Fourier la integrala Fourier. Să considerăm, acum, 
primii cîțiva termeni din suma infinită (73). Aceşti termeni dau contribuţiile 
As sin ot + B1Cos af, Az sin 2ooyt + Ba cos 2oojt etc. Acești cîțiva primi ter- 
meni sînt neglijabil de mici. Acest lucru se vede clar în figura 6.8. Observăm 
că nu există nici o componentă a lui V(?) care să varieze atît de încet ca o 
oscilație cu perioada 7,. Funcţia F(?) construită artificial are într-adevăr o 
componentă cu perioada T,. Dar, decarece T, este arbitrară (cu excepţia 
proprietăților deja menţionate) putem s-o dublăm, adică, s-o înlocuim cu un 
T, de două ori mai mare. S-o dublăm apoi pe aceasta din urmă etc. Observăm 
că, deoarece T, poate fi făcută oricît de mare dorim, frecvența unghiulară 
o = 2m|T, poate, în mod corespunzător, fi făcută oricît de mică. Astfel, 
constantele A, și B, introduse artificial deși nu sînt în mod strict zero, sînt 
(ca și Bo) în mod strict neinteresante. Constantele A3 și B> sînt practic zero 
(pentru T, suficient de mare). De fapt, putem lua T, atît de mare încît 
primele cîteva constante A, şi B, să fie neglijabile, unde „primele cîteva“ 
poate însemna, de exemplu, primele zece mii, sau cam așa. Să considerăm 
acum un 4 suficient de mare astfel încît A, și B, să nu fie complet neglija- 
bile. Considerăm doi termeni succesivi în relația (73) denumiți prin » și 


nl: 
F(0) =... + Ag Sin not + Ana Sin (nos + opt + ... (78) 


Dacă 7, este suficient de mare, putem presupune că w, este atît de mic și 
n atît de mare (primii n termeni fiind depășiți — ei au coeficienți neglija- 
bili) încît Au diferă infinitezimal de puțin de A,. Îl putem considera pe 
na ca o variabilă continuă w şi pe A, ca o funcţie continuă de vw: 


O = No. (79) 
Fie 3w creşterea lui « cînd n crește cu 3n trecînd de la n la n + 3n: 


do = 001 dn, n = cae (80) 
Qi 


Fie, acum, n suficient de mic astfel încît toți coeficienții A, din banda n 
pînă la n + n să fie sensibil egali unul cu celălalt. Atunci, în relația (78), 
putem grupa toți termenii ce corespund benzii 3%, considerînd că toți au 
aceeași frecvență « (valoarea medie a lui « în banda 3n). Deoarece toți 
termenii sînt egali (într-o bandă) și deoarece există 3n termeni, putem scrie 
seria infinită sub forma [folosind relațiile (79) şi (80)]: 


F(f) =... + dn A, sin not + ... 


„.$F 50 An sin of +... 


LOJI 


=... + de A(o)sinof +... 


=( at) sin otdo + .... (31) 


„0 


Pentru a ajunge la ultima relaţie este suficient să recunoaștem că suma peste 
benzi succesive de lărgime 3w poate fi scrisă ca o integrală cu 3 înlocuit” 
prin simbolul mai comod dw. Partea care lipseşte (...) reprezintă ceilalți ter- 
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meni din (73) care apăreau în suma 5 B, cos nout. Și această sumă devine o 
integrală. Obținem, astfel, expresia: 


F() = e Ale) sincot de + (- Bto)eos est d, (82) 
Ai) eee Lada et a, 
1 
Bo) = B(moy) = Pe. (83) 
O 


Notaţi că am făcut ca variabila continuă « să ia valori începînd cu zero. 

Putem face acest lucru, deoarece știm că A, și B, sînt zero în vecinătatea 

lui n = 0 astfel încît A(w) și B() trebuie să fie zero în vecinătatea lui w = 0. 
În acord cu relaţiile (83) și (77), A(w) este dat de 


2 te+Ti A 

A(o) = aa F(1) sin ot dt, 
Oil 1 Ji 

adică, deoarece 1, = 2r, 

d ahepaa 


TE 


V(0) sin atde, 


unde am folosit faptul că integrala pe o perioadă a funcției periodice F(7) 
construite artificial este egală cu integrala pulsului neperiodic (7) pentru 
orice f. 


Integrala Fourier. Vom renunța, în cele din urmă, la funcția periodică 
F(î) dată de relația (82) și vom scrie integrala Fourier, 


Ale) sin at de + e Bţai)- cae cat-âuo, (84) 


„0 


» de dgiaee ai (85) 


V(£) cos ot dt. (86) 


Acum, putem aplica aceste formule în cazul unor exemple interesante. 


Aplicaţie. Spectru de frecvențe dreptunghiular 
Să presupunem că A(w) este zero pentru orice « și, de asemenea, că B(w) 
este o constantă pentru valorile lui « în intervalul de la ce, la wz și zero 
pentru orice alte valori ale lui w. Să alegem, în acest interval, valoarea 
constantă B astfel încît „aria“ suprafeţei limitată de graficul lui B() în funcție 
de « să fie unu, adică, 


PNI (0 = —_ pentru ast iei tepe ude + „Bica 30 in, rest... (87) 
Lî] 
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[Notaţi că întrucît B(w) a fost ales astfel încît să aibă dimensiunile inversului 
unei frecvențe, V(?) va rezulta fără dimensiuni.) lată soluția pentru y(7): 


5 = ( Alea) site mpdeai | te e Tin ppt ete 


„+0 
ca : dă a 
=o+| RAT PIZ ci cae E 
DL Av t Pee 
A dna ; A SE 
(4) = sin af — Sin 0 — Sin opt — Sin ot (88) 
Aa (02 — ot 


Numărătorul relației (88) reprezintă un tip de suprapunere pe care l-am mai 
întîlnit, care ne dă modulaţii cu frecvența de modulație zi (02 — 0). Numi- 
torul conține un factor / care face ca (7) să aibă cea mai mare valoare la 
=0. 
Să scriem relația (88) ca o oscilație aproape armonică cu frecvența medie 
«o și cu amplitudinea lent variabilă:. 


ae = 3 (esta) » 2 As 2 (os — o); 


aa = cot 2 Aa ; ca = ae — 2 Ac. (89) 
2 1 : 1 A | 
sin (e - i ao)! — sin (e a, ao)! sin i Act 
Vl a ——? Cos col. (90) 


Astfel, V(7) reprezintă o oscilație rapidă cu amplitudinea lent variabilă A(7): 
V(î) = A(?) cos coof, 


sin - Act 
= (91) 


Rezultatul, relația (91), este identic cu cel obţinut în paragraful 6.3, unde 
am studiat suprapunerea a N oscilații armonice avînd N frecvenţe discrete 
diferite distribuite uniform între e și oz. Cînd trecem la limită N — oo, ob- 
ținem relația (91). [Vezi relaţiile (57) și (58), paragraful 6.3.] Pulsul (7) şi 
coeficientul său Fourier B() sînt reprezentate grafic în figura 6.6. 


Aplicaţie. Puls dreptunghiular în timp 


Să presupunem că y(/) este zero la orice moment de timp cu excepția 
unui interval cu durata A? centrat pe 4 și cuprins între î, și fa. În acest 
interval, V(2) este constant; ne alegem constanta în așa fel încît integrala din 
W(£) pe intervalul At să fie unu: 

1 
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Să găsim coeficienții Fourier A(o) și B(w). 

i Notaţi că, dacă 4, este egal cu zero, atunci (7?) este o funcție pară de 4 
și astfel A (6) trebuie să fie zero (deoarece sin wt este o funcție impară). Pentru 
un 4, arbitrar, avem nevoie atît de A(w) cît și de B(w), adică, avem atît funcția 
impară sin ot cît și funcția pară cos of. Cu un truc potrivit, putem reduce 
efortul la jumătate. Să înlocuim, pur și simplu, £ prin ţ—f în rezultatele 
noastre generale. Atunci, deoarece y(/) este o funcție pară de —4, avem: 


4) = 'ă Bla) cos (i — hide, (93) 
cu 
Bo) =f pcosote= măr. (94) 


Vă lăsăm pe dumneavoastră să calculați această integrală simplă (problema 
6.20); veţi găsi: 
i sin d Alto 
Ba) = 2. (95) 
T 


Pulsul dreptunghiular definit prin relația (92) și coeficientul său Fourier 
B(w) sînt reprezentați grafic în figura 6.10. Notaţi că dacă definim Aw ca 
fiind intervalul cuprins între frecvența minimă, care este zero, și-primul zero 
al coeficientului Fourier B(w), obținem: 


AoAt = 2x, AvAl=|. (96) 


Folosirea unui pian pentru a analiza Fourier o bătaie din palme. 


lată o aplicație a spectrului Fourier reprezentat grafic în figura 6.10. 
Să presupunem că doriți să cunoașteți durata aproximativă a sunetului pu- 
ternic obținut cînd bateți din palme. Să presupunem că nu se întîmplă să 
aveți nici un microfon, amplificator audio sau osciloscop dar aveți, în schimb, 
un pian. Apăsaţi pe pedala de surdină astfel încît să vibreze toate coardele, 
ţineţi mîinile lîngă placa sonoră și bateți din ele. Pianul analizează Fourier 
bătaia din palme și păstrează această analiză atît timp cît vibrează coardele. 
"Dacă veți putea estima tonul cel mai înalt la care intensitatea sonoră provenită 
de la coarde este suficient de mare, atunci acea frecvenţă trebuie să fie apro- 
ximativ v 4 1/Af. În cele ce urm=ază, acest exemplu ne va oferi încă o posi- 
bilitate pentru a înțelege analiza Fourier. 

Într-o anumită aproximaţie, toate coardele sînt împinse în aceeași di- 
recție de o undă de presiune a aerului cu durata Af. Ele încep să vibreze cu 
frecvența lor naturală. Acele coarde care au frecvența mică față de 1/A/ nu 
reușesc să treacă printr-o fracțiune apreciabilă a unei perioade naturale de 
oscilație înainte ca forța să înceteze. Aceste coarde sînt accelerate în întreg 
intervalul Af. Coarda a cărei pericadă este exact A/ este accelerată de unda 


: : A arde l = FE care de 
de presiune pentru prima semiperioadă cu durata 2 Al și este încetinită pentru 


următoarea semiperioadă. Ea sfîrșeşte cu o decelerație tot atît de mare ca 
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Fig. 6.10. Pulsul dreptunghiular (7) şi coeficientul său Fourier B(c). 


şi accelerația și nu va vibra deloc după încetarea forței. Astfel coardele cu 
frecvențele naturale cuprinse între zero și o valoare un pic mai mică decît 
1/At sînt excitate cu amplitudini pozitive. Coarda cu frecvența 1/A? are am- 
plitudinea zero: la această frecvență se obține, de asemenea, prima valoare 
zero a coeficientului Fourier B(w) dat de relația (95). Coardele cu frecvența 
între 1/Ar și 2/At efectuează în timpul A!/ între una și două perioade com- 
plete. Prima perioadă este pierdută în sensul că nici un impuls net nu este 
primit de la pulsul de presiune. Coarda cu frecvenţa 2/A/ trece prin două peri- 
oade complete și nu culege nici un impuls. Astfel B(4) are cel de-al doilea 
zero la frevența 2/At. Coarda cu frecvența 1,5/At se ccmportă destul de bine; 
primul ciclu este pierdut dar forța o împinge în aceeași direcție pentru în- 
treaga primă jumătate a celui de-al dcilea ciclu. Apoi forța încetează. Această 
coardă culege de la puls o „valcare de 1/3“ în sensul că pulsul are loc timp 
de trei scmiperioade ale cscilațici sale naturale dintre care două dau contri- - 
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buţii contrare. Prin contrast, coarda cu frecvența : (1/A4) trece doar printr-o 


semiperioadă în timpul At și amplitudinea finală de vibrație ar trebui să 


fie de trei ori mai mare decît a coardei care are v= 24 1/A5. Într-adevăr, 


vedem din relația (95) că B(w) este de trei ori mai mare pentru oA/= 
decît pentru oA/ = 3r. i 

Acest exemplu ne arată cum putem folosi un pian sau alt aparat similar 
ca un instrument de analiză Fourier. (Am neglijat faptul că cuplajul dintre 
aer și coarde poate să nu fie uniform.) Reţineţi că ar fi foarte dificil de studiat 
faza prin analiza Fourier cu ajutorul pianului. Dar pe urechea dumneavoastră 
n-o interesează faza. Aceasta reprezintă o situație obișnuită: de cele mai 
multe ori, nu sîntem interesați în cunoașterea separată a lui A(w) și B(o). 
Este suficient, atunci, să știm intensitatea Fourier, J(), ce poate fi definită 
prin: 


I(o) = 420) + Bo). (97) 


Funcţia delta de timp. Dacă durata At a unui puls dreptunghiular este 
mult mai scurtă decît perioada oscilației cu frecvența cea mai mare pe care 
o putem detecta (adică, cu cea mai mică perioadă), coeficientul Fourier 
B(w) este constant pe întregul spectru de frecvențe măsurat. Acest lucru 
se vede clar din figura 6.10. Dacă îl facem pe A? să tindă către zero atunci 
primul zero al lui B(6) se deplasează către + oo, și orice frecvenţă finită are 


B(o) = FA independent de frecvență. Pulsul definit de relația (92) se numește 
T 


funcție delta temporală, cînd At este suficient de mic. De exemplu, deoarece 
nota cea mai înaltă a pianului are v2 5 000 Hz, orice sunet mai scurt de o mili- 
secundă ar excita aproape la fel toate coardele. Pianul folosit ca analizor 
nu va putea detecta un astfel de sunet de un altul de 10 ori mai intens în 
amplitudine dar de 10 ori mai scurt ca durată; coardele vor avea aceeași 
mișcare finală în ambele cazuri. 


Aplicaţie. Oscilatorul armonic amortizat — lărgimea naturală a liniei 


Dorim să găsim spectrul de frecvență, „forma liniei“, pentru radiația 
luminoasă emisă de un atom dintr-o stare al cărei timp mediu de viață este 
de 7 = 10%. Dacă dorim numai lărgimea benzii, terminăm repede: lăr- 
gimea de bandă Av trebuie să fie de ordinula 10% Hz, deoarece durata pulsului 
este în jurul a 10-*s. Dorim totuși ceva mai mult decît aceasta. Dorim să 
aflăm în detaliu forma spectrului admațînd că dezexcitarea are dependența 
temporală de forma celei a unui oscilalor armonic. Vom considera, atunci, 
că (7) este zero pentru orice timp mai mic decît / = 0, că la/=0a apărut 
brusc excitarea și că, după aceea, este descrisă de o oscilație armonică amor- 
„tizată: 

W(£) = e (21! cos coat. (98) 


(Pentru a simplifica scrierea, în cele ce urmează, vom lua constanta amplitu- 
dinii unu.) Constanta de amortizare este inversa timpului mediu de dezexcitare: 


T=-—- (99) 


T 
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Constanta elastică este legată de masa M și de frecvența proprie neamor- 
tizată op prin [vezi relația (3.5), paragraful 3.2]: 


Frecvența &, a oscilației amortizate aproape armonice este legată de wo și 
de T prin relația: | 


at = 0j— 272: (101) 


Să dezvoltăm expresia (98) într-o suprapunere Fourier continuă: 


+ = Ă Atu) sinat de + ( B(o) cos ai da. (102) 
1] 0 
Atunci: 
2rA(0) = | V(7)sin ot d? = e— (427: 2 cos at sin ot dt = 
Se S (103) 
2 gti [si (ca 4-4) ++ sin(0 — os)fjăi, 
«0 
27 B(0) = A Y(7jcos ot di= ( e— (4/27: 2 cosaot cosot di = 
SE : (104) 
i e—tBr: [cos (co + ci) + cos (o — cos). 
: | 
În orice tabel de integrale definite găsim că: 
O raesi brd = ——— 
( e-a sin bxdx rap 
za i (105) 
| e“ cos buda = ————: 
gi) îă +a 
Expresiile (103) și (104) ne dau: 
27A(0) = pt ia (106) 
37 37 
Ș. dia icvăhinteteă sbcadip: (107) 


1.9 rit 
(o + oo) + & r) (o — o) + (7) 
Putem folosi expresia (101), pentru a-l elimina pe w? în favoarea lui 43. După 
cîteva calcule algebrice, obținem: 
2o(0? — 03) + ol? 


(ui — 09: + Tai sac 


2mA4 (0) = 
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T(o? + 03) 


(3 45 op af T2w2 î 


w? 4 
I(0) = [2nA(0)? + [2rB(o)? = - 40” + T 


(02 — 022 + T?u2 


27 B(o) = 


(109) 


(110) 


Comparaţie între dezexcitarea spontană și oscilația forțată. Este inte- 
resant să comparăm aceste componente Fourier ale. oscilatorului armonic 
amortizat ce se dezexcită spontan cu amplitudinile și intensitățile ce se obțin 
cînd același sistem este supus unei stări staționare de oscilație forțată cu 
frecvența w. Vom recopia aici rezultatele relațiilor (3.17) și (3.32) pînă la (3.35) 
din paragraful 3.2: 


2 
Po race. iată «ae ai A e (111) 
M (02 —o022+ To? 
F Di . 
A De | [RENI PNI e 5-0 SE CURA 112 
(0) = 1 fai adi ai mei 
Ri Fă | 
A P = [4,(0)P+ [4 (o)? = 7: (a 033 Dia? , (113) 
Big 200 -E3 /o=ib ve Dot, 4 (114) 
2 M (08 —o022+ T?o? 
] 
— (0% + os) 
Elo) =! FR 2 & (115) 


2 M (08 — 02 


Se vede că amplitudinea Fourier B() pentru dezexcitarea spontană este 
proporțională cu energia acumulată E(w) în cazul oscilației forțate. De ase- 
menea, se vede că A(w) pentru dezexcitarea spontană are o contribuție pro- 
porțională cu wA„() din cazul oscilației forțate iar altă contribuție propor- 
ţională cu Aa,(0). Pentru o amortizare rezonabil de mică, contribuția propor- 
țională cu Aa,() este neglijabilă exceptînd cazul cînd w este foarte apropiată 
de frecvența de rezonanță w; astfel A(w) este în principal proporțional cu 
OAa(0). Intensitatea Fourier I() are o contribuție proporțională cu puterea 
absorbită P() în cazul oscilației forțate și altă contribuție care este neglija- 
bilă pentru o amortizare rezonabil de mică, adică, pentru [2 <& w?. Astfel, 
I() din dezexcitarea spontană este în mod esențial proporțională cu pu- 
terea P() din oscilația forțată. 


Curba Lorentz — legătura cu curba de rezonanță. În cazul în care amor- 
tizarea este slabă iar e nu este prea depărtat de wo, amplitudinea Fourier 
B() şi intensitatea Fourier I(6) sînt fiecare proporționale cu L(w) dat de: 


(116) 
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numit „curbă Lorentz“. T, constanta de amortizare, care este egală cu întreaga 
lărgime în frecvență a curbei Lorentz la jumătate din înălțimea ei, se numește 
lărgimea liniei Aw a spectrului de frecvență corespunzător descom- 
punerii Fourier ce descrie dezexcitarea spontană: 


(A6)., =. (117) 


„Curba Lorentz, relația (116), are exact aceeași expresie ca și curba de răspuns 

rezonant Breit-Wigner, R(), ce ne dă (pentru amortizări slabe) dependența 
de frecvență a mărimilor Aa(0), | A !?, E() „și P(o) pentru oscilaţii forțate 
[relația (3.36), paragraful 3.2): 


R(o) = | Pele 


tori) (118) 


"Întreaga lărgime de rezonanță la semiînălțime este dată de: 
(Ao a, = T. (119) 


Ajungem la rezultatul remarcabil că, pentru un oscilator armonic slab amor- 
tizat, spectrul Fourier pentru dezexcitările spontane are aceeași dependență de 
frecvenţă că și răspunsul vezonant Pentru oscilaţii forțate. Putem rezuma, 
toate acestea, scriind egalitățile 


(120) 


Măsurarea frecvenței proprii și a lărgimii liniei. Legătura strînsă dintre 
componentele Fourier ale dezexcitării spontane și răspunsul la rezonanță 
în cazul oscilăției forțate prezintă consecințe experimentale importante. Să 
presupunem că am vrea să studiem: (4) modul cel mai grav al unei coarde 
de pian și (5) prima stare excitată a unui atom. Vom prezenta trei metode 
pe care le-am putea utiliza. 

1. Dependenţa de timp a oscilației hbere. Excitaţi brusc sistemul la / = 0, 
fie folosind un ciocan, fie o ciocnire cu un alt atom. Faceţi apoi fotografii 
foarte rapide ale mișcării oscilatorului care se dezexcită amortizat și repre- 
zentați grafic deplasarea în funcție de timp. Acest lucru se poate face pentru 
coarda de pian. Nu se poate face pentru atom, nici măcar în principiu, după 
cum veți învăţa în volumul IV. (Fizica cuantică.) 

2. Răspunsul rezonant la oscilația forțată. Aduceţi sistemul într-o stare 
staționară de oscilație cu ajutorul unei forțe armonice Fo cos of. Variaţi frec- 
vența forței. Măsuraţi puterea absorbită P(w) ca funcție de frecvență. 

Acest lucru se poate face cu coarda de pian. Se poate face, de. asemenea, 
cu atomi aflați în anumite stări excitate introducîndu-i într-un flux constant 
de radiaţie electromagnetică și observînd puterea absorbită P ca funcție 
de w, pentru a-i obține pe oo și pe I. 

3. Analiza Fourier a spectrului de emisie. Excitaţi brusc sistemul. Faceţi o 
analiză Fourier a radiației emise. Acest lucru se poate face cu coarda de pian. 


303 


Fig. 6.11. Uscilatur armonic uşor amortizat. (a) Pulsul W(£) = e—(1/2)4/* cos copt cu a = 8r T, 
adică r=4T,. (b) oeficienţii Fourier din suprapunerea continuă de termeni armonici 


fELAtu) sin at + Blu) cos arde. 
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De asemenea, acest lucru se poate face cu atomi aflaţi în anumite stări exci- 
tate privind spectrul de frecvenţe al luminii emise. Cea mai uşor de măsurat 
este intensitatea radiației emise ca funcție de frecvență. Aceasta, la rîndul ei, 
este proporțională cu intensitatea Fourier I(). Determinarea lui I(w) ne 
dă frecvența modului, o, și lărgimea T. 

În figura 6.11, sînt reprezentate grafic oscilația armonică amortizată și 
coeficienții Fourier A(w) și B(w). Pentru ca relația AwAt — 2x dintre lărgimea 
de bandă şi intervalul de timp să reprezinte o egalitate exactă, putem defini 
intervalul de timp At ca fiind de 2x ori timpul de viață mediu +. Atunci 
relația (120) ne dă AoAt = 2r. 


6.5. ANALIZA FOURIER A PACHETULUI DE UNDE PROGRESIVE 


Să presupunem că la z = 0, un generator pund în mișcare un sistem 
deschis, unidimensional, omogen și continuu într-o ăsemenea manieră încît 
funcția de undă (2,/) pentru undele progresive are la = 0 dependența de 
timp dată de o funcție cunoscută de timp f(4): 


(0, 2) = (0). (121) 


Orice funcţie rezonabilă /(7) se poate scrie ca o superpozițid de oscilații armo- 
nice. Dacă /(?) nu este o funcție periodică de timp, suprapunerea este con- 
tinuă (în frecvență) și este dată de o integrală Fourier: 


1 = Y [4(e) sine + B() cos cf) de. (122) 


Unde progresive în medii dispersive omogene. Fiecare compânentă ar- 
monică a dezvoltării (122) dă naștere la propria sa undă armonică progresivă, 
cu numărul său de undă & dat de relația de dispersie: 


k= k(o). 123) 
Fiecare componentă se propagă cu propria sa viteză de fază: 
LO] 
d baie aie 124 
reia Lai (124) 


Unda progresivă totală, ţ(z,/), este tocmai suprapunerea tuturor acestor unde 
progresive armonice. Aceasta înseamnă că din (0,4) îl obținem pe y(2,), 
înlocuind în fiecare din termenii armonici ai integralei (122) pe ot prin ot — 
— hz = at — k(o)z: 


(0,5) = În [A(0) sin at + B(e) cos ar]de, (125) 


V2 =[ 


(A(0) sin [ot — k(0)z] + B(o) cos [ot — k(0)z]) de. (126) 
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În cazul general al undelor dispersive, viteza de fază v, depinde de frec- 
venţa w. Atunci forma lui V(z,?) pentru un ț fixat nu rămîne constantă în 
timp. 

Unde nedispersive (cazul special). În cazul special în care viteza de fază 
v, nu depinde de frecvenţă funcția de undă y(2,/) are aceeași formă pentru 
orice moment / fixat. Din relația (126), putem obține acest rezultat, în felul 
următor: fie v viteza de fază comună a tuturor undelor armonice: 


(127) 
- Atunci expresia (126) devine: 


y(2) = [ E fosă ( ă - + B(aj cos ( ii :)] > (134) 


v 


Lar v este constant (prin ipoteză), independent de frecvența e. Vedem că 
fiecare dintre termenii dezvoltării (128) este obţinut din suprapunerea (125) 
reprezentînd pe 4(0,£) înlocuind în aceasta din urmă pe / prin  — (2/0). Avem, 
astfel, pentru unde nedispersive, 


(2 = 00,0), rar: (129) 
y 

De notat, că pentru unde nedispersive nici n-ar fi fost nevoie să scriem o 
dezvoltare Fourier în afară de cazul că așa am fi vrut. Deoarece (0) este 
dată, putem obține imediat pe y(2,) din relația (129) fără a fi nevoie de 
etapele intermediare ale analizei Fourier. Expresia (129) spune că, într-un 
mediu nedispersiv, o undă progresivă se propagă fără să-și modifice forma. 
Adică, elongaţia (sau cîmpul electric sau orice altceva ar fi) într-un punct 
2 are aceeași formă la timpul / ca și elongația în punctul z = 0 la momentul 
anterior /—(2/v). 

Iată un exemplu de undă nedispersivă în care nu folosim nici analiza 
Fourier nici funcţiile armonice. Să presupunem că avem unde nedispersive 
(de exemplu, unde sonore în domeniul audio sau lumină în vid). Să consi- 
derăm că la z = 0 elongaţia satisface relația: 


(0, 5) = qe-upere. (130) 


Expresia (130) are forma expresiei unui puls gaussian. El este maxim 

la £ = 0 și devine foarte mic pentru momente de timp mult anterioare lui 

1 = 0 sau mult după / = 0 (în unități 7). Am putea face o analiză Fourier a 

expresiei (130) dar n-avem. nevoie deoarece mediul, prin ipoteză, este nedis- 
persiv. Putem scrie imediat forma undei progresive: 
(25) = (0,1) = Ae-tdePr* = 

— Ae— (2-a, (131) 

Unde -nedispersive și ecuaţia clasică a undelor. Fiecare undă progresivă 

armonică de forma: 


V(z,?) = A cos[ot — k(0)z] (132) 
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satisface (după cum se poate vedea ușor) ecuația diferențială : 


a it MESE of 1 RE Pe a | (133) 
a£2 R2 272 = 02 


Pentru cazul special al undelor nedispersive, 1, = v, o viteză constantă, in- 
dependentă de w. În acest caz, fiecare termen din dezvoltarea sub forma unor 
unde armonice progresive [ca expresia (128)] satisface aceeași ecuaţie dife- 
rențială, și anume: 


. 


y(e a Wed) | re 


ae 022 


unde V(z,4) reprezintă oricare din undele armonice progresive din dezvoltare. 
Dar, întrucît fiecare termen satisface ecuaţia (134), tot aceeași ecuaţie va fi 
satisfăcută de întreaga dezvoltare, adică funcția de undă totală satisface și 
ea ecuația (134). Această ecuaţie cu derivate parțiale se numește ecuația 
"clasică a undelor pentru unde nedispersive sau, mai simplu, ecuaţia clasică a 
undelor. 


Undele care își păstrează forma satisfac ecuaţia clasică a undelor. Ne-am 
folosit în expresia (132) de undele armonice progresive pentru a obține ecua- 
ţia (134). Nu era necesar. Orice undă progresivă ce își păstrează forma în 
timpul propagării trebuie să satisfacă ecuaţia (134). Să presupunem, astfel, 
că (0,1) = f(£) este dată iar unda se propagă fără să-și modifice forma, adică, 


Ve) fi), v=t= Pr (135) 


Se poate vedea ușor că y(z,!) aşa cum este dat de expresia (135) satisface 
ecuaţia clasică a undelor. (Problema 6.26.) Similar, orice undă progresivă ne- 
dispersivă propagîndu-se în sensul —z satisface, de asemenea, ecuaţia clasică 
a undelor, după cum puteți vedea înlocuind în demonstrație pe v cu —7. 
La fel, orice suprapunere de unde progresive nedispersive, propagîndu-se în 
ambele sensuri, satisface ecuația clasică a undelor deoarece toți termenii din 
suprapunere o satisfac. 
O undă staționară armonică de forma: 


V(2,) = A cos k(z — 20) cos o(t — d). 


satisface ecuația (133), după cum puteți vedea ușor. Dacă mediul este nedis- 
persiv, toate undele staționare armonice satisfac ecuaţia clasică a undelor 
(134). Aceasta rezultă din relația (135) cu v, = v pentru toate frecvențele. 
(Pentru o undă staționară, v, înseamnă w/, chiar dacă utilizarea conceptului 
de viteză de fază în descrierea undei staționare nu este cea mai adecvată.) 
Mai rezultă și din faptul că o undă staționară poate fi privită ca rezultînd din 
suprapunerea unor unde progresive ce se propagă în sensuri opuse. De fapt, 
prima. întîlnire cu ecuația clasică a undelor s-a petrecut atunci cînd am stu- 
diat, în paragraful 2.2, undele staționare pe o coardă cu distribuție continuă 
de masă. . 
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PROBLEME ŞI EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


6.1. Arătați că suma a două unde armonice progresive A,cos(ot —kz+q,) şi 
Aş cos (ot — kz + qa) care se propagă în sensul + z și au aceeași frecvență « este ea însăşi o undă ar- 
monicăprogresivă avînd aceeași formă. Adică, suma se poate scrie sub forma A cos (ut — kz + q). 
Aflaţi relația care leagă pe A și e de 4,43, 9, şi Pa. (Indicaţie : folosirea numerelor complexe 
sau a fazorilor, vă va ajuta enorm.) 


6.2. Să considerăm radiația electromagnetică într-un mediu cu permitivitatea electrică 
relativă €,(w). Să presupunem că permeabilitatea magnetică relativă up este 1. Atunci n(4) == 
= [ep(0)]!/2. În concordanță cu teoria relativității, nici un semnal nu se poate propaga cu viteză 
mai mare decit c = 3,0 x 10% m/s. Cum limitează acest fapt dependența posibilă a lui e(c) 
de w? Presupuneţi că £,(«) este pozitiv pentru orice w. 


R: o(dnjdo) + (n — 130. 


EXPERIENŢĂ PENTRU ACASĂ 


6.3. Faceţi o determinare aproximativă a lărgimii benzii de emisie în aparatul dumnea- 
voastră de radio cu modulare în amplitudine, rotind butonul de acord și notind valorile extreme 
la recepţia unei anumite stații. Cum apare rezultatul dumneavoastră, în comparaţie cu faptul 
că este necesar ca Av a 40 kHz pentru a acoperi ambele benzi laterale în reproducerea sonoră 
de foarte înaltă fidelitate? i 


6.4. Tubele pot cînta foarte jos; de exemplu, do, la 32,7 Hz (cel mai grav sunet do al pia- 
nului, numit do,). Flautele pot cînta foarte sus, în mod normal nota lor cea mai înaltă fiind do, 
la 2 093 Hz (cu o octavă, sub cea mai înaltă notă a pianului). Fiecare notă de pe scara egal 
temperată diferă de vecina ei printr-un factor de, aproximativ 1,06. Flautele pot cînta foarte 
repede, tubele nu pot cînta așa de repede. Din cauza cîntăreților la tubă? Sau a tubelor? Ar 
putea fi reproiectată o tubă astfel încît un cîntăreț la tubă să poată cînta tot atit de repede ca 
un flautist? Ce rezultat ați obține prin calcul, pentru cea mai mare viteză cu care un cîntăreț 
poate cînta rezonabil la tubă notele din jurul lui do 32,7 Hz? Dar pentru flautiști cîntînd în 
jurul lui do 2 093 Hz? Hotăriţi-vă întîi asupra unui criteriu muzical rezonabil, apoi treceţi la 
fizică. 


R: 2 note/s, pentru tubă; 120 note/s, pentru flaut (oho!). 
6.5. Un om şi-a dus aparatul de radio cu modulație în amplitudine la un atelier de reparaţii, 
plingîndu-se că acordul nu era destul de fin. El voia ca o anumită stație să fie foarte bine defi- 


nită pe scală! I l-au reglat după dorință. După aceea a venit cu el înapoi. Cu ce nemulțumire 
de data aceasta? 
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6.6. (a) Un mod de a măsura viteza sunetului în aer este de a bate din palme și de a măsura 
timpul scurs între bătaie și ecoul venit de la un reflector cunoscut. Altă cale este de a măsura 
lungimea unui tub ce rezonează la o frecvență cunoscută (şi de a face corecții pentru efectele de 
la capete). Aceste metode determină viteza de fază sau viteza de grup? 

(5) O modalitate de a măsura viteza luminii este de a trimite prin aer de la virful Wilson 
la virful Palomar un fascicul de lumină, întrerupt periodic, de a-l reflecta înapoi pe o oglindă 
şi de a măsura timpul scurs. Altă cale este de a măsura lungimea unei cavități rezonante ce 
oscilează pe un mod cunoscut la o frecvență cunoscută. Aceste metode determină viteza de fază 
sau viteza de grup? 


6.7. Arătaţi că pentru lumina de indice n(A), avem: 


pa 1 dn(A) 
mei =" 75710 


Ug 19 [A dA 
unde ? este lungimea de undă a luminii în vid. 


6.8. Viteza luminii în vid este, în tabele, c = 2,997925 x 1085 m/s. Ea este cunoscută destul 
de bine. Să presupunem că măsurați viteza luminii prin reflexia unui fascicul îfitrerupt periodic 
între vîrfurile Wilson şi Palomar măsurînd timpul dus-întors. Neglijaţi, la început, faptul că 
parcursul este în aer și nu în vid. Estimați corecția ce ar trebui adăugată sau scăzută din valoa- 
rea măsurată de dumneavoastră pentru a obține viteza în vid, presupunind că lumina se propagă 
în aer cu viteza de fază. Repetaţi calculul cotecției presupunind că lumina se propagă în aer 
cu viteza de grup. (Pentru indicele de refracție al aerului folosiți n = 1 + 0,3 x 10-3.) Cînd esti- 
mați corecția folosind viteza de grup, utilizați rezultatul problemei 6.7. Presupuneți, de aseme- 
nea, că „o moleculă de aer“ este identică cu „o moleculă de sticlă“. Atunci, dacă ar fi tot atîtea 
molecule de aer pe unitatea de volum în aer la temperatură și presiune normală cîte molecule de 
sticlă sînt în sticlă, l-ați obține pe dn/d? direct din tabelul 4.2, paragraful 4.3. Dar nu este așa. 
Pentru aer, N x 2,7 x 1012 molecule/cm?, pentru sticlă, Na 2,6 x 1022 molecule/cm?. Folo- 
sind tabelul 4.2 şi o corecție convenabilă a densităţii găsiți dn/dA pentru aer (pentru o valoare 
medie a frecvenţei luminii). Contează, în cele din urmă, pe care dintre corecții o folosiți (presupu- 
nînd că ţineţi la o precizie de felul celei prezente mai sus) ? Ce corecție ar trebui să folosiți? 


6.9. Arătați că pentru un oscilator armonic amortizat timpul mediu de viață r este dat de: 
1 dE pierdută 
Eacumulată dt 


i 
ie 

6.10. Presupuneți că vă loviți uşor capul cu un tub de carton. Pentru un timp scurt veți 
auzi nota modului cel mai grav. Consideraţi că oscilația este dată de o mișcare armonică amor- 
tizată. Există deci un anumit timp de viață 7. Să presupunem că luați un tub de lungime dublă; 
frecvența modului cel mai grav este înjumătățită. Dar, să considerăm că excitați tubul într-un 
mod oarecare astfel incit să vibreze cu frecvența originală (care acum reprezintă al doilea mod 
al tubului mai lung). Excitația este bruscă iar aerul oscilează apoi liber și suferă o amortizare. 

(4) Consideraţi că întreaga pierdere de energie se datorește radiației pe la capetele tubului.. 
Comparați noul timp mediu de viață cu primul: 

(2) Consideraţi că diametrul tubului este atit de mic încît pierderea de energie pe la capetele 
tubului este neglijabilă în comparație cu pierderea prin frecare cu pereții tubului şi prin radiație 

-pe suprafețele laterale. Comparați, din nou, noul timp de viață cu vechiul timp. 

(c) Să presupunem că măsurați lungimile la rezonanță ale noului și vechiului tub, excitindu-l 
pe fiecare cu același diapazon (care oscilează pe frecvența modului fundamental al tubului ori- 
ginal mai scurt) şi variind lungimea tubului cu un „trombon“ de hirtie. Comparați „lungimile 
lărgimilor de rezonanță“ AL în cele două cazuri menționate. Fiţi atenți cînd faceți legătura din- 
tre AL și lărgimea în frecvență. Folosiţi rezultatele problemei 6.9. 


309 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


6.11. Pachete de unde pe apă. Cea mai bună cale pentru a înțelege diferențele dintre 
vitezele de fază și de grup este de a studia pachete de unde pe apă. Pentru a obține pachete 
de unde circulare divergente cu lungimea de undă de 3—4 cm sau mai mare, aruncați o 
piatră mare într-o baltă sau într-un bazin. Pentru a obține unde drepte (analogul bidimensio- 
al al undelor plane tridimensionale) cu lungimi de undă de cițiva centimetri, lăsați un băț să 
plutească la marginea unei căzi sau a unui lighean mare. Daţi bățului, cu mina, două lovituri 
rapide, verticale. Ar trebui să observați că, după citeva încercări, pentru aceste pachete, viteza 
de fază este mai mare decit viteza de grup. (Vezi tabelul 6.1, paragraful 6.2.) Veţi vedea 
mici unde elementare ce cresc de la zero la marginea posterioară a pachetului, se propagă prin 
pachet și dispar în fața lui. (Aveţi nevoie de oarecare experiență; undele se propagă'destul de 

repede.) Altă metodă bună este de a pune o scindură la capătul unei căzi și de a bate în scîndură. 

Pentru a produce unde cu lungimi milimetrice (unde de tensiune superficială), folosiți o 
pipetă plină cu apă. Lăsaţi întîi picătura să cadă de la 'o înălțime de numai cîțiva milimetri. În 
acest mod, se obțin lungimi de undă dominante de numai cițiva milimetri. Pentru a vedea că 
aceste unde se datoresc, realmente, tensiunii superficiale, dizolvați o cantitate de săpun în apă 
și repetați experiența. Ar trebui să observați o micșorare a vitezei de grup, atunci cînd adăugaţi 
săpunul. (Pentru a vedea că undele cu lungimi de undă mai mari nu se datoresc tensiunii super- 
ficiale puteți reface experiența și cu acestea.) Pentru a micșora lungimea de undă cari 
a grupului, lăsați picătura de apă să cadă de la o înălțime mai mare. 

lată o metodă de a vedea (fără a face o măsurătoare dificilă) că undele milimetrice 
au o viteză de grup mai mare decit undele cu lungimea în jur de lcm. Generaţi un pachet 
ce are atit unde milimetrice cît și centimetrice, lăsînd să cadă o picătură de la înălțimea de 30 — 
40 cm într-un vas umplut pină la buză. (Şi o ceașcă de cafea e bună.) Lăsați picătura să cadă 
lîngă centrul vasului circular. Observaţi că după reflexia pe buza vasului pachetul se adună 
într-un focar ce este în punctul conjugat punctului în care a căzut picătura. (Prin două puncte 
conjugate înțelegem punctele așezate pe o linie ce trece prin centrul cercului și se află la distanțe 
egale de centrul cercului de o parte şi alta a lui.) Cînd grupul trece prin focarul conjugat, acolo se 
formează o undă staționară tranzitorie. Aveţi astfel posibilitatea de a aprecia timpul mediu 
de sosire” a pachetului. Observaţi dacă timpii de sosire ai contribuţiilor la pachet cu lungimi 
de undă mici sînt diferiți de cei ai contribuţiilor cu lungimi de undă mari. Este dificil de măsurat 
dar puteți vedea efectul destul de ușor. 

O experiență pe care încă n-am încercat-o este de a găsi un curent liniștit de apă ce curge 
cu o viteză egală cu viteza de grup corespunzătoare unor lungimi de undă rezonabile. Ar tre- 
bui să generăm pachete de unde care să se propage în amonte cu o viteză apropiată de viteza de 
curgere astfel încît pachetul să rămînă aproape în repaus în sistemul dumneavoastră de refe- 
tință (presupunînd că rămineți pe loc şi nu plutiți în voia curentului). Cu siguranță că acesta 
ar fi cel mai plăcut mijloc de studiu al pachetelor de unde. | 


6.12. Pachete de unde în apă puţin adîncă — unde de maree. În problema 2.31 ați obținut 
legea de dispersie pentru undele staționare în dinte de ferăstrău cc se propăgau pe apa puțin 
adincă ajungînd la rezultatul ve 4 |, 1gh. Tot în apă puțin adincă, pentru unde sinusoidale însă, 
se obține rezultatul vw = Nek. Deci undele în apă puțin adincă nu sînt dispersive. “(Viteza de 
fază nu depinde de lungimea de undă.) În locul undelor staționare, rom considera acum pachete 
de unde progresive în apă puțin adincă. Deoarece undele sînt nedispersive o singură undă „soli- 
tară“ sau „undă de viitură“ (undă de maree) se va propaga (aproape) fără să-și modifice forma. 
Astfel de unde, numite tsunami, pot fi excitate de cutremurele submarine din largul oceanului. 
Adincimea medie a apei în largul oceanului este în jur de 5 km: h = 5 x 10 m. Undele de maree 
cu lungimea orizontală mult mai mare de 5 km sint astfel unde în „apă puțin adincă“. Undele 
tsunami se propagă în largul oceanului cu o viteză: 


v = Veh = V9,8 x 5 X 105 = 220 m/s = 790 km/h, 
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care este numai cu puțin mai mică decit viteza unui avion cu reacție obișnuit. În cît timp 
se propagă o astfel de undă din Alaska pînă în Hawaii? 

În 1883 vulcanul Krakatoa a erupt creînd cea mai mare explozie din lume. (Krakatoa 
este plasat în strimtoarea Sunda între Sumatra și Java. În orice enciclopedie, găsiți referiri 
la erupția lui.) S-au creat atunci uriașe unde de maree, ca și unde atmosferice. S-a descoperit, 
recent, că există in aer unde progresive care se propagă cu viteza de 220 m/s. (Amintiţi-vă 
că la 0*C viteza sunetelor obişnuite este de 332 m/s. De obicei temperatura aerului este mai scă- 
zută astfel încit viteza este mai mică decit această valoare.) Existenţa acestor unde de aer ex-- 
plică, probabil, cum au putut să apară undele de maree de la Krakatoa în zone adinci din inte- 
riorul uscatului care ar fi trebuit să blocheze undele de apă. Se pare că undele de maree, sar 
peste masele de uscat, cuplindu-se cu undele de aer care au aceeași viteză (şi același timp de 
excitare). Vezi articolul lui F. Press și D. Harkrider, „Unde în aer și pe mare nospaa de explo- 
zia din Krakatoa“; Science 154, 1325 (Dec. 9, 1966). 

În această experiență, generați-vă propriile dumneavoastră unde de maree în apă puțin 
adîncă, în felul următor:-luaţi o tavă dreptunghiulară de vreo jumătate de metru lungime. Um- 
pleți-o cu apă pînă la o înălțime cuprinsă între 1/2 și lcm. Loviţi brusc tava (sau ridicați-o 
de o margine și dați-i brusc drumul). Veţi creea donă pachete de unde progresive, unul la un 
capăt și altul la celălalt, propagîndu-se în sensuri opuse. Urmăriţi pachetul cel mai mare. Deter- 
minați viteza, măsurînd timpul care este necesar undelor pentru a parcurge cît mai multe lun- 
gimi de tavă (probabil cam patru). Un cronometru vă va fi de ajutor. Altfel, puteți să numărați 
tare cînd pachetul loveşte pereții, memorizați „tempoul muzical“ şi în final măsurați tempoul 
cu un ceas obișnuit. Cît de bune sînt rezultatele dumneavoastră în acord cu v = V he? Pe măsură 
ce adîncimea apei crește, veți ajunge în punctul în care undele nu mai sînt unde de apă puțin 
adincă. Atunci legea de dispersie trece gradat în legea de dispersie valabilă pentru unde gravi- 
taționale de apă adincă w? = gh, adică, 


(Vom demonstra această relație în capitolul 7.) Pachetul de unde se va împrăștia și nu-și 
va mai menține forma. Pentru apa nu prea adincă (în general, cu înălțimea mai mică de 1 cm), 
forma, se menţine destul de bine pe o distanță de 1—2m. 

În cele din urmă, creați în cada dumneavoastră o undă de maree, împingind brusc cu o 
scîndură un întreg capăt al căzii cu apă. Măsurind timpii de oscilație în sus şi în jos determinaţi 


viteza. Este ea Veh? Atenţie la valuri! 


6.13. Trilurile muzicale şi lărgimea de bandă. Pentru această experiență este nevoie de 
un pian. Cintaţi alternativ două note alăturate (separate printr-un semiton). Alegeţi, 1 
început, două note inalte. Cintaţi-le rar, pe urmă cit de. repede puteți. Apreciați freczența 
trilului. Vă mai puteți da seama uşor de cele două note ale trilului? Cintaţi, acum, două note 
alăturate, grase, la inceput foarte rar, pe urmă din ce in ce mai repede. Există o viteză. la care 
cele două note sînt indiscernabile? Apreciați frecvenţa (trilului) la care cele două note nu mai 
pot fi recunoscute separat. Faceţi, apoi, cîteva socoteli şi decideți cit de bune sint urechea și 
creierui dumneavoastră, pentru a recunoaște două maxime sepârate intr-o analiză Fourier chiar 
şi atunci cînd lărgimile (în frecvență) ale maximelor (la semiînălțime) nu sint mici în comparație 
cu distanța (în frecvență) dintre maxime. 


6.14. Viteza de grup la frecvența de tăiere. Arătați că pentru un sistem de pendule cuplate, 
viteza de grup este zero la ambele frecvențe de tăiere, de sus şi de jos (frecvențele maxime și 
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minime ale undelor sinusoidalc). Care este viteza de fază la aceste două frecvențe? Trasaţi 
o diagramă a relației de dispersie, adică reprezentați grafic pe « în funcție de £. Arătaţi cum s-ar 
putea citi dintr-odată, într-o astfel de diagramă, vitezele de grup și de fază. 


6.15. Analiza Fourier a unei funcții exponenţiale. Fie o funcție f(:) care este zero pentru ? 
negativ şi egală cu exp (—4/27) pentru ! > 0. Găsiţi coeficienții Fourier în dezvoltarea: 
% 
fie | [A (o)sin ot + B(0) cos ot]do. 
o 


6.16. Undă sinusoidală întreruptă cu o singură oscilație. Fie /(1) egală cu zero cu excepția 

intervalului de la 1 =, la? = î, de durată At =, —t, și centrată în 4, = A (în + 22). Să consi- 
2 

derăm că în acest interval /(4) efectuează exact o oscilație sinusoidală cu frecvența tg, plecînd şi 


2 

terminînd cu valoarea zero la î, şi la fe (acica, 2% Ea spre =) Găsiţi coeficienții Fourier 
bal) 

A(w) şi B(w) în dezvoltarea continuă: 


10 = pa (6) sin c(t —t0) + B(e) cos o(t — î4)] de. 
0 


Trasaţi graficele coeficienţilor Fourier în funcție de c şi a lui f(£) în funcţie de 7. 

6.17. Coardă cu distribuţie discontinuă de masă. Găsiţi o formulă pentru viteza de grup 
a unei unde progresive de-a lungul unei coarde cu distribuție discontinuă de masă. Reprezentaţi 
grafic relația de dispersie pentru o distribuție discontinuă de masă pentru & cuprins între zero și 
valoarea maximă. Reprezentaţi viteza de grup în funcție de k și viteza de fază în funcție de k 
pentru valori ale lui 4 de la k = 0 la kmaz. 

6.18. Vitezele de fază și de grup în cazul propagării luminii prin sticlă. Consideraţi că 
legea de dispersie este dată de o singură rezonanță și neglijați amortizarea ; adică, fie 


2 . 2 
SENR izutt Îl 2 = Ne 3 
oa — 02 i 0908 


unde N este numărul de electroni din unitatea de volum, aflați în rezonanță. 

(a) Reprezentați pătratul indicelui de refracție, n?, în funcție de w, pentru 0 < w < ooi 
Elementele importante sint valoarea și panta pentru «e = 0, pentru o puțin mai mic decit « Ș- 
puțin mai mare decit «g, pentru e = Noi + «2, și la infinit. Cum interpretați regiunea în care 
n? este negativ? Dar regiunea din vecinătatea lui 9? 

(b) Deduceţi următoarea formulă pentru pătratul vitezei de grup: 

2 
PT: 
i ian 

7 So Siegna, - 

taca] 
lu — a 


Reprezentaţi (vg/c)? în funcție de w. Arătaţi că (vg/c)? este întotdeauna mai mic decit unu, după 
cum cere teoria relativității. Arătaţi că v? este negativ în aceeași zonă de frecvență în care n? 
este negativ. Pentru ce frecvență viteza de grup are valoarea cea mai mare? Care este viteza de 


grup la această frecvență? ! 
6.19. Vitezele de fază și de grup pentru undele de apă adîncă. Legea de dispersie este 
TR i 
- 
unde g = 9,8 m/s?, T = 72 X 103 kg/s? și p = 1000 kg/m?. 


02 = gk + 
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Dedhceţi formulele pentru viteza de grup şi viteza de fază. Arătaţi că viteza de grup este egală 
cu viteza de fază cînd gk este egal cu Tk?/p și acest lucru are loc pentru lungimea de undă de 
1,7 cm și viteza de 23,1 cms. Arătaţi că pentru unde de tensiune superficială, adică unde cu 
lungimi foarte mici în comparație cu 1,7 cm viteza de grup este de 1,5 ori mai mare decit viteza 
de fază. Arătaţi că pentru unde gravifice, adică, unde cu lungimi mai mari decit 1,7 cm, viteza 
de grup este jumătate din viteza de fază. Extindeți tabelul 6.1, paragraful 6.2, incluzind cazurile 
cu lungimile de undă de 128 m și de 256 m. Exprimaţi viteza undelor atit în km/h cît și în cm/s 
(Pentru a observa frecvențe atit de joase, cum ar fi patru sau cinci oscilații pe minut, mergeţi 
pe plaja unui golf apărat, la ocean, într-o zi cînd nu este briză puternică. Atunci singurele unde 
sint cele ce vin de departe din largul mării.) 


6.20. Analiza Fourier a unui singur puls dreptunghiular în timp. Consideraţi un puls drept- 
unghiular (W(7) care este zero pentru orice ? în afara intervalului cuprins între , și 4. În inte- 
riorul intervalului, W(2) are valoarea constantă 1/A/, unde A = 1, — î. Fie î, momentul de timp 
din centrul intervalului. Arătaţi că se poate face următoarea analiză Fourier a lui V(£): 


(2) = ţ A (o) sin o(t — îo)de + e B(o) cos o(t — te)de, 
i o 


cu soluția: 
Zetull 
a pr pi 
A(o) =0, B(o)=— tera . 
bed ea 
2 


Reprezentaţi pe B(w) în funcție de w. În limita în care AL tinde către zero, j(£) se numește o 
„funcție delta“ de timp, scrisă g(? — te). Cum arată B() pentru această funcție delta? 


6.21. Analiza Fourier a unei oscilații armonice trunchiate. Fie (1) zero în afara interva- 
lului cuprins între 4, şi î», care are durata î, — 1, = At și este centrat pe = (în +2) = to. Fie 
W(t) egal cu cos ep (£ — 29) în interiorul acestui interval. 

(a) Arătaţi că se poate face următoarea analiză Fourier a lui (4): 


ge) = Ş. Bio) cos c(t — 4) da, 
o 


1 1 
sin [te + 0)— x] sin [te — 0) — a] 
2 2 
Bo) = —————————_ 7. 
op+ o Op —o0o 
(b) Arătați că dacă Af este mult mai scurt decît perioada oricărei frecvențe pe care o măsu- 
răm sau de care ne interesăm, atunci xB(w) are valoarea constantă A. 
(c) Arătaţi că dacă At conține multe oscilații, adică, dacă wgAt > 1, atunci, pentru -w 
suficient de apropiat de wp, B(w) este dat practic numai de al doilea termen: 


1 
i — 0) — A 
sin [te (3)) = ] 


op —v 


rB(o) 2 » log — ol &lo + ol. 


(d) Reprezentaţi grafic funcțiile V(£) şi B(0) din cazul (c). 

Această problemă ne ajută să înțelegem lărgirea prin ciocnire a liniilor spectrale. Un atom 
neperturbat emițînd lumină aproape monocromatică are un timp mediu de viață în jur de 108 s 
şi astfel spectrul Fourier al radiației sale are o lărgime de bandă Av în jur de 10% Hz. Dacă atomii 


313 


sînt într-un tub de descărcare în gaz (considerat ca sursă de lumină), se observă că lărgimea de 
bandă a luminii emise (numită în optică, „lărgimea liniei“) este mai degrabă în jur de 10% Hz în 
loc de 10% Hz. Unul din motivele acestei „lărgiri a liniei“ constă în faptul că atomii nu radiază 
liber şi neperturbat ; ei se ciocnesc. O ciocnire are ca rezultat o modificare bruscă a amplitudinii 
Sau a constantei de fază sau a amindurora. Această situație este similară cu cea ilustrată de osci- 
latorul armonic trunchiat. Un atom dat se poate afla, cea mai mare parte din timp, într-o stare 
neexcitată. Din cind în cînd, atomul este excitat sub forma unei mișcări oscilatorii a electro- 
nilor optici (de valență) (discutăm clasic; o imagine mai corectă are nevoie de mecanica cuantică). 
Atomul începe să oscileze cu o oscilație armonică amortizată cu timpul mediu de viață de ordinul 
a 10-% s. Cu toate acestea, intr-un timp At în jur de 10 s (într-o sursă tipică cu descărcare în 
gaz), el suferă o ciocnire care întrerupe oscilația într-o manieră întimplătoare. Dacă luăm în 
“considerare lumina de la mai multe astfel de surse, lărgimea de bandă Av va fi dată de Av 4 
2 (UA) 2 100 Hz. Ă 


6.22. Analiza Fourier a unui puls dreptunghiular cu repetiție în timp aproape periodică. 
Un singur puls dreptunghiular cu durata în timp At dă un spectru continuu de frecvențe ale 
cărui contribuții mai importante sînt între zero și Vmaz = AV, cu Av x 1/At. (Vezi problema 6.20.) 
Un puls dreptunghiular de perioadă At, repetat periodic la intervale de timp 7, (cu Ti > A?), 


: i A : : 1 
ne dă un spectru discret de frecvenţe constind din armonice (multiplii întregi) ale lui v, = —» 
1 


cu contribuțiile cele mai importante între zero și Vmaz = AV, cu Av x 1/At. (Vezi problema 2.30.) 
Să considerăm acum un puls dreptunghiular cu repetiție „aproape periodică“ de durată /A, 
repetat la intervale de timp 7,, pentru un timp total Tiung, unde Tiung este lung în comparație 
cu perioada Tj. Dacă Tiung ar fi infinit, am avea exact unda dreptunghiulară repetată periodic, 
după cum s-a amintit. În acest caz, fiecare dintre armonicele discrete vor fi infinit de înguste. - 


(a) Arătaţi că, pentru o valoare finită a lui Trung, analiza Fourier a acestui puls dreptunghiu- 
lar repetat aproape periodic ne dă o suprapunere de armonice aproape discrete cu frecvența 
fundamentală v, = 1/7, fiecare armonică constind, de fapt, dintr-un continuum de frecvențe 
ce se întind pe o bandă îngustă de frecvenţe cu lărgimea 3v & 1/Tiung: Cele mai importante armo- 
nice se află între zero și vmaz & I/Af. Nu-i nevoie să faceţi nici o integrală.. Folosiţi argumente 
calitative. 

(b) Reprezentaţi calitativ pe V(£) şi coeficienții Fourier A(w) și B(), așa cum v-aţi aștepta 
să arate ei, fără să vă preocupați neapărat de deosebirea dintre A(0) şi B(w). 


6.23. Calarea unui laser pe modul său de lucru pentru a obține pulsuri înguste de lumină 
vizibilă. (Rezolvaţi întîi problema 6.22). Un laser constă (vorbind în general) dintr-o zonă de 
lungime L prevăzută cu oglinzi la ambele capete care reflectă lumina înainte și înapoi. În anu- 
mite condiții, cînd zona conține atomi excitați într-unymod convenabil, radiația fiecărui atom 
îi stimulează pe ceilalți atomi excitați să radieze cu relații de fază care duc la interferență con- 
structivă între toți atomii radianți pentru radiația de-a lungul axei laserului (dus și întors, între 
oglinzi). Atunci toți atomii oscilează in fază și sistemul de atomi plus radiație oscilează într-un 
mod normal. Frec'rențele modurilor normale posibile ale oscilaţiilor libere sint armonicele unei 
frecvențe fundamentale V,. Perioada 7, = 1/V, este tocmai timpul necesar luminii să se propage 
dus și întors intre oglinzi. Astfel T, = 2L/(c/n), unde n este indicele de refracție. Atunci v, = 
= 1/7, şi modurile posibile au frecvențele v = mvy,, unde m = 1,2, 3 etc. Dacă n-ar exista 
oglinzi, atomii excitați ar radia independent lumina lor obișnuită. Pentru un laser cu gazcu 
heliu-neon, aceasta ar fi lumina roşie a neonului cu lungimea de undă de 6 328 Â. În acest caz, 
timpul mediu de -iață, 7, pentru un singur atom ar fi în jur de 10% s, dind o lărgime de bandă de 
frecvență „Av în jur de 10? Hz. Dacă am avea, în schimb, un mod normal pentru întreg sistemul 
(de atomi plus radiaţie), timpul de amortizare pentru modul întregului sistem este mult mai 
mare decit timpul de dezexcitare spontană + a unui singur atom. Amortizarea modului este provo- 
cată de pierderile de lumină prin oglinzile de la capete, sau de lumina neparalelă cu axa ce iese 
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prin părțile laterale sau de alți factori. Timpul de amortizare Trung pote fi de sute sau de mii de 
ori mai mare decît timpul mediu de viață. Acest lucru înseamnă că fiecare mod are o lărgime 
în frecvență 3V 2 1/Tiung care este de sute sau de mii de ori mai îngustă decit lărgimea naturală 
Av. Lărgimea naturală a liniei Av joacă, totuși, un rol important. Deoarece avem nevoie, inițial, 
de atomi ce se dezexcită spontan pentru a excita tot sistemul într-un anumit mod, modurile care 
vor fi excitate apreciabil vor fi acelea pentru care frecvența lor my, se găseşte undeva în banda 
Av a atomilor ce se dezexcită liber. În cazul radiației vizibile și cu lungimi de undă L de ordinul 
unui metru este ușor de văzut că numărul de armonice m este un întreg foarte mare. 


(a) Care este ordinul de mărime al întregului m? 


(5) Schițați forma spectrului de frecvență pentru modurile importante ale laserului. Cu 
alte cuvinte, puneţi sub formă grafică, ceea ce s-a spus pină acum. Notaţi cu Y, separarea dintre 
frecvențele „adiacente“ ate modurilor, lărgimea în frecvență a fiecărui mod cu 8Y şi lărgimea 
în frecvență a modurilor care se excită cel mai ușor cu AV. 

Să continuăm: cînd excităm orice sistem complicat și apoi îl lăsăm să oscileze, el va oscila 
cu o suprapunere mai mult sau mai puțin complicată a: modurilor sale normale. Dacă se excită 
într-o manieră „brutală“, pot participa la oscilație multe moduri fără o relație de fază simplă 
între ele. O astfe! de suprapunere s-ar putea numi o suprapunere „incoerentă“ de moduri. Acest 
lucru îl veți obține în mod obișnuit, dacă excitați un laser astfel încit să se excite mai multe 
dintre modurile sale. Nu este greu, de exemplu, să excităm un laser astfel încît să se excite practic 
toate modurile din banda Av. Relaţia de fază dintre diferitele moduri este „aleatorie“ în urmă- 
torul sens: dacă privim un sistem la un anumit moment de timp și determinăm fazele relative 
ale modurilor, și apoi dacă privim șistemul la un moment de timp ulterior, mult mai îndepărtat 
decit timpul de amortizare Tiung fazele relative ale modurilor vor fi diferite într-o manieră, ce 
nu va putea fi prezisă. Aceasta deoarece într-un timp de ordinul lui Zyung s-a consumat toată 
energia dintr-un mod dat și a fost înlocuită prin atomi nou excitați. Modul este astfel efectiv 
„pornit din nou“ după aproape fiecare interval Tiung. „Limpul de pornire“ este întîmplător. 
Astfel, faza se schimbă imprevizibil, într-un timp de ordinul lui Tiung. Spectrul de frecvențe al 
modurilor mai importante pe care le-am schițat în cazul (5) este similar cy spectrul de frecvențe 
al analizei Fourier a unui puls dreptunghiular cu repetiție aproape periodică, ca în problema 6.22. 
Există totuși o diferență extrem de importantă. În analiza Fourier a undei dreptunghiulare 
aproape periodice există o relație de fază bine definită şi complet specificată între frecvențele * 
ce compun suprapunerea. Nu acesta este cazul unui amestec incoerent de moduri laser. 


(c) Arătaţi că suprapunerea unui amestec coerent de moduri laser, fiecare de lărgime de 
bandă 3v 2 1/Tiung Şi ocupind o zonă totală de frecvență cu lărgimea Av, dă o dependenţă de 
timp W(£) care este o funcție aproape periodică de 4 cu perioada T,. Arătați că această funcție 
aproape periodică își menține o similaritate recognoscibilă numai pentru perioade succesive T, 
conținute în intervale de ordinul lui Tyung. Arătaţi că, deși se poate ca din întimplare în decursul 
unui interval de timp dat de ordinul Tiung funcția aproape periodică (7) să arate ca o undă 
dreptunghiulară de durată At a 1/AY şi cu repetiţia periodică, lucrul acesta constituie un accident 
rar. În mod obișnuit. ne-am aștepta ca (4) să fie sensibil diferită de zero în timpul întregii peri- 
oade T,. Am avea astfel At > 1/Av. Sintem acum în stare să înțelegem minunata invenţie a. 
calării modului (fixării pe un mod). Să presupunem că am reușit cumva să avem toate modurile 
importante „fixate“ în fază unul în raport cu celălalt ; n-are, încă, importanță în ce fel. Ne-am 
putea aștepta, ca această suprapunere coerentă de moduri, toate cu aceeași constantă de fază, 
să ne dea o funcție aproape periodică 4W(£) constind din pulsuri cu durata At a 1/Ar repetate la 
intervale T,, cu o formă a pulsului ce rămine practic constantă pe perioade de timp de ordinul 
lui Tiung. Această așteptare s-a realizat experimental. Iată maniera, ingenioasă de calare a mo- 
dului *. Să pornim laserul. Un anumit mod, de lingă centrul benzii Av, va fi, de obicei, primul 


* Mode-locking, în engleză (N.T). 
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care va incepe să oscileze. Să numim acest mod v,. Să ne aranjăm, acum, în așa fel încît (de exem- 
plu) transparența mediului (sau a oglinzilor, sau a vreunui obiect prin care trebuie să treacă lu- 
mina) să fie variată sau modulată sinusoidal în jurul unei valori medii, frecvența de modulație fiind 
aleasă egală cu frecvența de modulație v, = 1/7, ce corespunde timpului, 7,, „dus-întors“. 
Atunci primul mod care începe să oscileze va avea o amplitudine care nu este constantă ci modu- 
lată cu frecvența de modulație v,: 


Vmoai = [A + Amoa COS cot] COS cagt, 


unde amplitudinea modulată este Ag + Amoa COS «yt. Această oscilație, „aproape armonică“ 
se poate scrie ca suprapunerea unor oscilații exact armonice cu frecvențele cp, 0 + 0 ŞI 09 —0: 


1 1 
Vmoai = Ag COS cot +- 7 Amoi 005 (te + o + 7 Amoa Costeae — co4)?. 


Termenii în Cos (dog + eu)t şi în cos (co 9 —e)? acționează acum ca forțe de comandă. Ei ne ajută 
să pornim modurile cu cop + co, Şi Cu cop — co. Astfel, aceste moduri nu sînt pornite la întîmplare 
ci sînt forțate să oscileze. Ele au astfel o relație de fază, relativă la modul central «g, bine defi- 
„nită. Îndată ce modurile cop + 6, Şi cop — co, sînt amorsate, amplitudinea lor este modulată prin 

acelaşi efect fizic care îl modulează şi pe «, şi cu aceeași fază. Aceste moduri conțin la rîndul lor 
componente care acționează ca forțe de comandă asupra vecinilor (dintre care unul este deja 
amorsat iar celălalt nu). În acest fel sînt puse în oscilație modurile cp + 20, Și 0 — 20. Pe mă- 
sură ce sînt amorsate modurile cu frecvențele cele mâi îndepărtate de w, ele încep oscilația cu 
relații de fază bine definite. În acest fel funcționează laserul. 

Într-un laser gazos timpul mediu, natural, de viață 7 este de ordinul a 10 s și atunci 
lărgimea naturală a liniei Av este de ordinul a 10? Hz. Prin calarea modurilor unui laser cu gaz, 
putem genera pulsuri cu lărgimea At « 10? s. Într-un laser cu solid, de exemplu cu un rubin 
șlefuit la capete, timpul natural de viață pentru atomii individuali este de ordinul a 10-11 s sau 
a 10-12 s. (Oscilaţiile atomice sînt rapid amortizate din cauza ciocnirilor atomilor vecini din solid.) 
Astfel, lărgimea de bandă a radiației roșii a rubinului este în jur de 1012 s-1. Aceasta este şi lăr- 
gimea de bandă a modurilor laser care se excită cel mai ușor. Folosind atunci un laser cu solid, 
se pot genera pulsuri ultrascurte de lumină cu durata At a 10-11 sau 10-12s. Desigur, în acord 
cu mecanica clasică, aceasta este tocmai durata pulsului de lumină a unui singur atom din solid 
atunci cînd el se dezexcită. De ce ne-ar entuziasma, atunci, acest rezultat? În primul rînd, un 
singur atom nu prea dă multă lumină, în timp ce aici avem un număr uriaș de atomi, toți emi- 
țînd în același timp astfel încît să ne dea un puls scurt de lumină extrem de puternic. Chiar mai 
important decit acest lucru este faptul că, în concordanță cu mecanica cuantică (şi cu experiența), 
un singur atom nu emite lumina într-un flux continuu, așa cum a fost descris în sistemul nos- 
tru clasic. În locul luminii apar „fotoni“ ca entități discrete. În cazul unui singur atom nu 
putem ști exact cînd se va emite acest pachet de energie. Poate fi cunoscută numai probabilita- 
tea de emisie ca funcție de timp. N-am putea, astfel, obține pulsuri scurte, sincronizate de lumi- 
nă folosind atomi individuali. : 

Aceste pulsuri de lumină ultrascurte se pot folosi în multe experiențe interesante. Vezi 
A. de Maria, D. Stetser și W. Glenn, Jr., „Pulsuri ultrascurte de lumină“ (Ultrashort Light 


Pulses), Science, 156, 1557 (23 iunie, 1967). 


6.24. Funcţii delta de frecvență. În paragraful 6.4, am considerat dezvoltarea: 


y() = Ş B(o) cos cot de 
0 
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pentru un spectru dreptunghiular de frecvență obţinut prin substituția B(o) = 1/Aw pentru 
w în intervalul de la e, la e; = o + Ao şi B(w) = 0 în rest. S-a obţinut rezâltatul: 


sin — At 
Y(4) = STIECETIIIT COS 0. 


— Aot 
2 


unde « este frecvența în centrul benzii Ac. Fie tmaz un timp mai lung decit al oricărei experiențe 
ați avea-o în minte. Arătaţi că dacă Ac este suficient de mic astfel încît Ac îmaz < |, atunci 
în ceea ce privește experiența dumneavoastră privind durata fmaz, V(1) este o oscilație exact armo- 
nică de amplitudine și de fază constante. Coeficientul Fourier B(w) se numește „funcție delta de 
frecvență“. O funcție delta de frecvență are proprietatea de a fi zero oriunde cu excepția unei 
regiuni înguste, Ac, iar integrala sa pentru orice w face unu. Arătaţi că, în limita Ace < 1/tmaz: 
B(w) dat mai sus are aceste proprietăți şi reprezintă, astfel, un exemplu de funcție delta 
de frecvență. 


6.25. Rezonanța undelor de maree. Consideraţi că oceanul are o adincime uniformă de 
5 km. (Aceasta este în jurul adîncimii medii.) Arătați că o undă de maree generată (de exemplu) 
de un cutremur se propagă cu o viteză în jur de 220 m/s. Să presupunem că nu există continente. 
Să considerăm că apa ar fi îngrădită în „canale“ de-a lungul liniilor de latitudine constantă 
astfel încît apa nu se poate deplasa spre nord sau spre sud ci numai pe direcția est-vest. La ce 
latitudine va avea nevoie o undă de maree (generată de un cutremur) de 25 de ore pentru a 
înconjura Pămintul? Să notăm această latitudine cu 0,. (La ecuator latitudinea este zero. La 
poli este de 90.) 

Soarele și Luna exercită forțe gravitaționale ce comandă mareele. Să ne oprim asupra Lunii. 
(Soarele exercită o forță pe jumătate cît cea a Lunii.) O zi lunară (timpul între două treceri suc- 
cesive ale Lunii) durează în jur de 25 ore. Rezultă că, dacă Pămîntul nu s-ar învirti în jurul 
axei, zonele de apă în exces din cadrul mareelor se vor afla exact sub Lună, ca și în punctul 
diametral opus. La lună nouă și la lună plină, Soarele şi Luna iși cumulează efectele dind maree 
foaște înalte. La aceste momente de timp ale poziției Lunii v-aţi eştepta ca fluxul să aibă loc 
exact la amiază și la miezul nopții iar refluxul la răsăritul și la apusul soarelui (în concordanță 
cu modelul „static“ al Pămîntului care nu se învirtește). Cel puţin, la acest lucru ar trebui să 
vă așteptați pe o insulă în mijlocul oceanului. (Într-un port, ar trebui să aveţi răbdare ca apa 
să intre şi să iasă.) Să considerăm acum Pămîntul în rotație și modelul canalelor. La ce oră 
v-aţi aștepta să aibă loc fluxul într-un canal la ecuator, dacă am avea, Lună nouă sau Lună 
plină? Cînd ar trebui el să apară, în cazul unui canal, la oyJâtitudine mai mare decit 6? 
(Indicație: considerați un oscilator forțat.) A 

Pentru lecturi suplimentare privind undele de maree, fluxurile şi refluxurile pe lacul Gene- 
va, evoluția posibilă a sistemului Pămint-Lună şi alte subiecte fascinante consultați cartea 
clasică, binecunoscută „Mareele“ de George H. Darwin (fiul lui Charles Darwin) scrisă în 1898. 
(Reeditată în 1962 de W.H. Freeman & Comp., San Francisco.) În acele timpuri, analiza Fou- 
rier tocmai începea să fie folosită și Darwin descrie, printre altele, citeva dispozitive simple şi 
ingenioase de analiză Fourier. i 

6.26. Unde nedispersive. Arătați că orice funcție derivabilă (1) cu / = t — (z/v) satisface 
ecuația clasică a undelor, adică, arătați că: 

PAD a 210). 
at? 22 


Arătați, de asemenea, că orice funcție derivabilă gr) cu î” = î + (z/v) satisface ecuația clasică 
a undelor. Daţi un exemplu de funcție /(£”) şi arătaţi explicit că satisface ecuaţia clasică a un- 
delor, 
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6.27. Modularea în amplitudine și neliniaritatea. (a) O cale de producere a unei unde pro- 
gresive modulate în amplitudine este de a trece un curent de intensitate I = Ig COS eat, oscilind 
cu frecvența purtătoarei wg, printr-un rezistor a cărui rezistență R nu este constantă ci are o 
componentă care variază cu frecvența de modulație tomoa, adică, R=— Ro(l + amcos eomod!)- 
(Într-un microfon cu granule de carbon, rezistența este modulată de mișcarea diafragmei ce 
comprimă granulele de carbon ce constituie rezistorul.) Tensiunea de pe rezistor U = IR repre- 
zintă unda purtătoare modulată în amplitudine. Găsiţi pentru U o expresie în funcție de supra- 
punerea purtătoarei (frecvența «wg), banda laterală superioară (frecvența ww + mod) Și banda 
laterală inferioară (frecvența 49 — mod). = 

(b) O altă modalitate ar fi să plecăm cu două tensiuni, una oscilind cu frecvența purtătoa- 
rei, cealaltă cu frecvența de modulație. Problema este următoarea: cura putem combina, fizic 
cele două tensiuni, Ug = Ag COS opt Și Um == Am COS tomoat, astfel încit să producem o undă 
purtătoare modulată în amplitudine? La început, să presupunem că suprapunem cele două 
tensiuni, adică, le aplicăm pe amindouă pe o antenă de emisie. Va funcționa antena? 

(c) Apoi să presupunem că tensiunilu de la punctul (P), după ce s-au suprapus sînt aplicate 
la “intrarea unui amplificator de tensiune. (Se pot aplica, de exemplu, între grila de comandă 
și catodul unui tub de radio.) Fie amplificatorul un amplificator liniar, adică, ieșirea sa (de exem- 
plu, tensiunea anod-catod) este proporțională cu intrarea. Va funcționa amplificatorul? 

(d) În sfîrșit să considerăm că ieşirea amplificatorului are atit o componentă liniară cit și 
o componentă pătratică, după cum urmează: 


U = A,Ui + As(U?. 


Fie U; = Uo+ Um tensiunea definită la punctul (2). Arătați că, din cauza termenului pătratic, 
neliniar A3(U4)2, ieșirea amplificatorului include, printre altele, o undă purtătoare modulată 
în amplitudine cu amplitudinea de modulație proporțională cu Am. 

(e). Unda purtătoare modulată în amplitudine de la punctul (4) contribuie cu componente 
Fourier de frecvențe cp, op + Omoa; Și 0o— Oomed. Ce alte frecvențe mai au componentele lui Uy? 
Construiți o diagramă arătind spectrul complet de frecvențe al ieșirii amplificatorului. Des- 
crieți cum ați putea scăpa de componentele nedorite, folosind filtre de trecere. Consideraţi că 
mod este mic în comparație cu wg. Cît de selective trebuie să fie filtrele? 


6.28. Demodularea în amplitudine și neliniaritatea. Considerăm că antena dumneavoastră 
de recepție culege o undă purtătoare modulată în amplitudine cu tensiunea dată de: 


U = Uo(cos op) (| + am COS tomoa?). 


Cum puteți recupera tensiunea de modulație am COS omoat ? Consideraţi că aveți la dispoziție orice 
filtru de trecere doriți și că, de asemenea, aveți un amplificator neliniar de tipul celui descris 
în problema 6.27, astfel încît: i 


Uj = AU; + As(Uu. 
(Indicaţie. Exprimaţi unda purtătoare modulată în amplitudine ca o suprapunere Fourier, tre- 
ceți-o prin amplificatorul neliniar şi apoi filtrați-o.) d 

6.29. Modulaţia în frecvență (MF). O tensiune modulată în frecvență se poate scrie (de 
exemplu) sub forma: 
U = Uocos[oo(l FR am COS comod b)t] = Uo cos ut 

cu 

W = 09 F Op m COS tomod |. 


Pentru a transmite muzică se poate produce o undă progresivă modulată în frecvență cu aju- 
torul unui „microfon capacitiv“. Undele sonore deplasează o diafragmă care mișcă o placă a 
condensatorului. Atunci condensatorul are capacitatea (de exemplu): 


C = Co(1 + cm COS comod €)- 


318 


Fie această capacitate o parte dintr-un circuit LC cu frecvența proprie de oscilație w = A I/LC. 
Tensiunea pe condensator este, de exemplu, U = U, cos wi. Arătați că pentru cm mic în comparație 
cu unitatea se obține o tensiune modulată în frecvență cu amplitudinea a proporțională cu 
Cm. Găsiţi constanta de proporționalitate dintre cm şi am. 


6.30. Modulația în fază. O tensiune modulată în fază poate fi (de exemplu) de forma: 


U = Ug cos (opt + amsin tomoat) = Uo cos (opt + $) 


cu 
/ 
9 = am Sin Omoa t. 


„Frecvența instantanee“ se obține prin derivarea mărimii din paranteze în raport cu timpul: 
de 
= opt n = 09 + momo COS (omoat. 


Făcînd o comparație cu problema 6.29, vedem că modulația în fază și modulația în frecvență 

sint strins legate. (Citeodată sînt denumite amîndouă cu un termen general modulație în frecvență.) 
(a) Arătaţi că tensiunea modulată în fază se poate scrie ca suprapunerea, oscilaţiilor armo- 

nice cu frecvențele wo, o E comod; Op E 2oomod: Op E 30Omod etc. 

[Indicație. Dezvoltaţi, întii cos (ot + q). Dezvoltaţi-i, apoi, pe sing şi cosq în serii Taylor. 

După aceea folosiți relațiile trigonometrice din problema 1.13.) 

(5) Arătați că dacă amplitudinea de modulație a este mică în comparație cu unu, puteți 
neglija toți termenii din dezvoltare cu excepția celor cu frecvențele cp. Și cop -t tomoa. Astfel, 
vedem că pentru amplitudini mici ale modulaţiei în fază obținem tocmai purtătoarea și numai 
cite o singură bandă laterală superioară și inferioară. Deci, pentru am mic lărgimea de bandă 
necesară este aceeași ca pentru transmisia MA (modulată în amplitudine). Pentru am mare, 
lărgimea de bandă necesară este mai mare, din cauza benzilor laterale suplimentare la 
009 E 2i0moa etc. 

(c) Comparaţi diferențele de fază dintre purtătoare și cele două benzi laterale vecine în 
cazul PM (modulaţiei în fază) cu cele ale purtătoarei și cu cele două benzi laterale din cazul MA așa 
cum au fost găsite ele în problema 6.27. Diferențele de fază sint diferite (după cum veți găsi). 
Aceasta constituie o cale de a distinge între PM (şi, de asemenea, MF) de MA. 

(d) Să zicem că vreţi să transformați o tensiune MA într-o tensiune PM. Vi se dau 
orice filtre doriți și, de asemenea, vi se dă un circuit care poate să realizeze orice deplasare de 
fază. După ce ați încercați să inventați o metodă, uitați-vă la problema 9.58 unde veți fi conduși 
pas cu pas. Această problemă a fost tratată în capitolul 9, deoarece există o foarte frumoasă 
analogie cu microscopul cu contrast de fază (problema 9.59). 


6.31. Transmisia cu o singură bandă laterală. Dacă informația de transmis ocupă o bandă 
de frecvențe de modulație de la comoa(min) la wmoa(max) atunci banda de emisie MA sau MF 
se întinde de la o — omoa(max) la oo + omoa(max), unde w, este frecvența purtătoarei. Astfel, 
lărgimea de bandă este 2eomoa(max). Lărgimea de bandă este prețioasă deoarece fiecare stație 
din zonă trebuie să ocupe o bandă diferită pentru a preveni încălecarea mai rr sau influența 
semnalelor. 


(a) Să presupunem că emiteți unde radio MA şi folosiți un filtru de bandă pentru a separa 
purtătoarea, și banda laterală superioară, oprind banda laterală inferioară. Veţi emite numai 
purtătoarea, şi banda laterală superioară. Inventați o modalitate de a re-creea banda laterală 
inferioară în aparatul de radiorecepție trecînd semnalul recepționat (purtătoarea și banda la- 
terală superioară) printr-un amplificator neliniar de tipul celui descris în problemele 6.27 și 6.28: 
Comentaţi relațiile necesare pentru descrierea amplitudinilor şi a fazelor astfel încît să puteți 
obține un semnal proporțional cu semnalul MA original. 


319 


(5) Puteţi micșora şi mai mult lărgimea de bandă, dacă şuprimați nu numai banda late- 
rală inferioară dar şi purtătoarea. Să presupunem că transmiteți numai banda laterală superi- 
oară. Consideraţi că aparatul de recepție are propriul său „oscilator local“ ce generează un semnal 
U — A cos cogf, unde «og este cit se poate de apropiat de a. (Nu va fi riguros egal cu cp, din 
cauza unor alunecări inevitabile de frecvenţă cu cauze variate.) Inventaţi o metodă prin care să 
combinați semnalul oscilatorului local cu cel primit de la emițător (banda laterală superioară) 
astfel încît să re-creeați banda laterală inferioară. Utilizaţi amplificatoare neliniare, filtre, schimbă- 
toare de fază — orice aveţi nevoie. 4 


(c) Fie frecvența purtătoarei w = 100 MHz iar frecvența oscilatorului local cp folosită 
pentru transmisia cu o singură bandă, astfel încit să-l depăşească pe o, cu (de exemplu) 30 Hz. 
Aceasta este o eroare de numai o parte la trei milioane. Presupunem că muzica este cea a unui flaut 
care cîntă nota la 440 (la 440 Hz). Ce notă va ieși din difuzorul dumneavoastră, după ce ați 
re-creeat în final benzile laterale și ați făcut demodularea ? Rezultatul vă va spune, de ce, în 
prezent (1968), pentru televiziunea comercială transmisia cu o singură bandă laterală include și 
purtătoarea pe lingă banda laterală. Pentru transmiterea vocii, purtătoarea poate fi suprimată, 
deoarece nimănui nu-i pasă dacă înălțimea vocii dumneavostră nu este reprodusă fidel. 


6.32. Multiplexarea frecvenței. Se intimplă, adesea, să vrem să transmitem pe două sau 
mai multe „canale“ de informaţie folosind aceeași frecvență purtătoare cp. Aceste canale pot 
purta informația sub forma unor benzi cu frecvențele de modulație comoa( 1), omod(2) etc., pentru 
canalele 1, 2 etc. Dacă benzile frecvențelor de modulație nu se suprapun putem modula pur și 
simplu purtătoarea concomitent pe toate canalele de modulație. Puteţi suprapune, de exemplu, 
şi tensiunile de modulație ale tuturor canalelor la intrarea unui amplificator neliniar așa cum 
ați făcut şi cu o singură tensiune de modulație (un singur canal) în problema. 6.27. Ieşirea ampli- 
ficatorului va consta, atunci, printre altele, dintr-o purtătoare modulată în amplitudine care: 
este echivalentă cu o suprapunere conținind frecvențele cp, top + Omoa(1), cop -k 0moa(2) etc. 

(a) Justificaţi afirmația anterioară. 

Ca în problema 6.28, de exemplu, veţi face o demodulare în receptor pentru a regăsi ben- 
zile cu frecvențele de modulație comoa( 1), omoa (2) etc. Atunci aceste benzi pot fi separate prin filtre 
de bandă cu condiția ca benzile frecvențelor de modulație să nu se suprapună. Am separat, în 
final, informaţia canalelor 1, 2 etc., fără „încălecare“ sau „intermodulație“, adică, fără ca ieșirea 
canalului 1 să ne dea informații false provenite de la canalul 2 etc. 

Deoarece în multe cazuri interesante frecvențele de modulație purtate de canale separate 
ocupă benzi de frecvență ce se acoperă, metoda de mai sus nu mai este aplicabilă. Spre exemplu, 
în emisia stereo modulată în frecvență, sînt două canale dintre care unul care să dea (în cele 
din urmă) unui difuzor un semnal provenind de la un microfon (aflat lingă instrumentele de 
suflat din lemn) iar celălalt dindu-ne semnalul de la celălalt microfon (aflat lingă „alămuri“). 
Frecvenţele de modulație ale celor două canale sînt cele ale muzicii și ele se vor acoperi. 

Un alt exemplu îl constituie transmisia telefonică pe distanțe lungi folosind un singur fir 
sau o singură frecvență purtătoare pentru transmisia radio, diferitele canale constind din dife- 
ritele convorbiri telefonice simultane. Frecvenţele de modulație sint cele ale vocii umane. În 
mod similar, în transmisia la distanță a datelor unor instrumente aflate într-un satelit al Pămîn- 
tului la stația de pe pămînt, fiecare instrument are un canal separat. Frecvențele de modulație 
depind de modul cum este proiectat instrumentul. (Spre exemplu, un termometru poate fi for- 
mat dintr-un condensator a cărui capacitate variază cu temperatura. Această capacitate poate 
determina frecvența comod într-un circuit LC al unui oscilator.) mititica de modulație se pot 
acoperi în mare măsură. 

Atunci avem nevoie de un mijloc de a „eticheta“ fiecare canal astfel încît individualitatea 
canalelor să se păstreze. O metodă ar fi de a folosi cite o frecvență purtătoare diferită pen- 
tru fiecare canal. Este ceea ce se face în cazul stațiilor separate de radio și televiziune. Dar 
există o metodă mult mai convenabilă numită „multiplexarea frecvenței“. În multiplexarea 
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frecvenţei fiecare canal este „etichetat“ cu propria sa frecvență „subpurtătoare“ în felul urmă- 
tor: frecvențele subpurtătoare pentru canalele 1, 2, «tc. vor fi notate cu w,, ww etc. (Frecvențele 
subpurtătoare sînt mari în comparație cu frecvențele de modulație. La rîndul ei, frecvența pur- 
tătoare principală «g este mare în comparație cu oricare dintre subpurtătoare.) Subpurtătoarea 
w, este modulată în amplitudine (sau în frecvență) de canalul 1cu frecvența de modulație omca( 1). 
Aceasta face ca ieșirea modulată în amplitudine a canalului 1 să constea dintr-o suprapunere cu 
frecvențele co, oz + comoa(1), Şi o, — omoa( 1). În mod similar, canalul 2 are la ieșire frecvențele 
Wa, 03 + omod(2), (03 — Omod(2). Frecvenţele subpurtătoarelor «, și w, sint alese suficient de 
distanțate astfel încît să nu existe suprapunere a celor două benzi din jurul celor două subpurtă- 
toare, adică, alegind w, mai mic decît «wg, cea mai mare frecvență a benzii laterale superioare 
0 + Omoa( 1) este mai mică decît cea mai mică frecvență a benzii laterale inferioare oz — comoa(2). 
De exemplu, pentru emisie stereo în modulație de frecvență, frecvențele tipice ale subpurtătoa- 
relor sint v, = 20 kHz, va = 40 kHz. Dacă frecvențele de modulație (muzica) se extind de la 
zero la 10 kHz, atunci canalul | va include o bandă de la 10 la 30 kHz iar canalul 2 o bandă 
de la 30 la 50 kHz. Pînă acum s-ar părea că avem două purtătoare (pentru două canale). Dar 
încă nu ne-am ocupat de ieșirea antenei ! Vom suprapune acum ieșirile ambelor canale și vom 
privi această suprapunere de multicanale și de multibenzi ca o bandă largă a frecvențelor de 
modulație ce se întind de la capătul de jos al benzii laterale inferioare a canalului | pînă la 
capătul de sus al benzii laterale superioare a canalului 2. Vom utiliza această bandă completă 
pentru a modula purtătoarea principală eg, suprapunind (de exemplu) această bandă multi- 
canal peste tensiunea purtătoarei și aplicînd rezultatul la intrarea într-un amplificator nzliniar, 
ca în problema 6.27. 


(b) Dacă folosiți amplificatorul neliniar din problema 6.27, din ce va consta ieșirea ampli- 
ficatorului? Decit să folosiți formule mai bine aţi face o diagramă calitativă a intensității în 
funcție de frecvență. Figurați banda de frecvență din jurul lui «, (purtătoarea principală) pe 
care o aplicaţi antenei emițătoare. Figurați, de asemenea, și celelalte frecvențe ce ies din ampi- 


ficator și pe care le veți înlătura prin filtraj. 


(c) La postul de recepție „demultiplexarea'“ se poate face în felul următor: la fel ca în pro- 
blema 6.28, aplicaţi la intrarea în amplificatorul neliniar, semnalul care constă în purtătoarea 
wg și multibenzile sale laterale superioare și inferioare. Ieșirea amplificatorului va include, printre 
altele, subpurtătoarea «w, și benzile sale laterale ex + comoa( |) și, similar pentru celelalte canale. 
Justificați această afirmație. Diferitele subpurtătoare şi benzile lor laterale nu se suprapuii și 
pot fi acum separate prin filtre trece bandă. Fiecare canal va da atunci propria sa ieșire, fără 


intermodulație. 


6.33. Spectroscopie Fourier interferometrică multiplexată (MIFS). În 1967 practica astro- 
nomiei în infraroșu a fost revoluționată de o nouă tehnică numită Spectroscopie Fourier inter- 
ferometrică multiplexată, sau, pe scurt, MIFS (Multiplex Interferometric Fourier Spectroscopy). 
Noua tehnică dă, față de vechile tehnici, o îmbunătățire a rezoluţiei în frecvență cu un factor 
de 100 şi cu un factor de 60000 privind reducerea timpului de colectare a radiației pentru afla- 
rea spectrului de frecvențe. Tehnica MIFS reprezintă o aplicare ingenioasă a conceptului de 
multiplicare a frecvenței, discutat în problema 6.32. 

Spectrul de frecvențe al unei stele care emite radiație vizibilă se poate obține cu o rețea 
de difracție şi o emulsie fotografică situată la o distanță convenabilă. Întreg spectrul se obține 
deodată, deoarece diferitele lungimi de undă sînt difractate în direcții diferite şi astfel în zone 
diferite ale filmului. Înegrirea filmului la un anumit unghi de difracție ne dă intensitatea compo- 
nentei cu respectiva lungime de undă. 

Pentru radiația iufraroșie (adică lungimi de undă de ordinul a 101 cm), nu există un film 
fotografic adecvat. Reţeaua de difracție încă mai merge și poate ţi folosită. În locul filmului, se 
poate folosi un tub fotomultiplicator cu o fantă mobilă. Poziţia fantei ne dă unghiul de 'difrac- 
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Problema 6.33. 


ție şi, astfel, lungimea de undă. Curentul fotomultiplicatorului ne dă intensitatea. Dacă doriți 
o rezoluție mai bună (în frecvență sau în lungime de undă) trebuie să folosiți o fantă mai îngustă, 
astfel încît să avem o rezoluție unghiulară mai bună. Dacă doriți un spectru în frecvențe complet, 
trebuie să așteptați un timp suficient de lung pentru o poziţie a fantei, pentru a măsura intensi- 
tatea corespunzătoare unei lungimi de undă, apoi să deplasați fanta cu o lărgime de fantă mai 
departe și să așteptați un timp suficient de lung în noua poziție etc. Pentru a obține un spectru 
complet în domeniul de frecvențe situat între v, și Va, cu fiecare parte a domeniului măsurată cu 
lărgimea de bandă AV, este nevoie de (V, —Y,)/Av măsurători separate de intensitate. Pentru 
n domeniu al lungimilor de undă de la | la 3 microni (un micron = 10-* m) avem un domeniu 
al numerelor de undă cuprins între 1 x 104 cm! și (1/3) x 104 cm-i, adică, îi — dz = 


= = x 104 cm-1, Pentru o putere de rezoluție bună de ordinul A(A1) = A(v/c) 2 0,1 cm, 


avem nevoie în jur de (2/3) x 10% = 60 000 de măsurători separate pentru a acoperi intreg spec“ 
trul, Deoarece fiecare măsurătoare poate lua o noapte întreagă, măsurătorile ar dura citeva sute 
de ani! 

Desigur, dacă aţi avea 60 000 de fotomultiplicatori ați putea măsura întreg spectrul deo- 
dată, dar acest lucru este, evident, imposibil din punct de vedere practic. Dacă un fotomultipli- 
cator ar fi extins peste întreaga figură de difracție a rețelei de difracție, veți măsura în același 
timp toate lungimile de undă. Ieșirea fotomultiplicatorului ar fi proporțională cu intensitatea 
totală mediată peste întregul spectru ; totuși nu veți ști niciodată cît corespunde fiecărei lungimi 
de undă. Este ca şi cum am auzi pe o singură linie toate convorbirile telefonice dintre New York 
şi San Francisco fără a putea să le separăm. Problema conversaţiilor telefonice separate pe o 
singură linie a iost rezolvată prin „etichetarea“ fiecărei conversații cu propria sa „subpurtătoare“ 
și apoi „multiplexarea“ tuturor subpurtătoarelor, după cum s-a discutat în problema 6.32.Ce 


322 


bine ar fi dacă am putea „eticheta“ cumva diferite lungimi de undă în infraroșu cu o frecvență 
de subpurtătoare pentru a putea identifica lungimea de undă! Atunci toată radiația infra- 
roşie ar putea fi focalizată în același timp pe un singur fotomultiplicator. Ieşirea fotomultipli- 
catorului ar putea fi analizată Fourier astfel încît s-o rezolvăm în benzi de subpurtătoare. Inte- 
sitatea fiecărei subpurtătoare ne va da atunci intensitatea lungimii de undă iniraroșii corespun- 
zătoare. 


(a) Inventaţi o modalitate de etichetare a fiecărei lungimi de undă printr-o subpurtătoare 
folosind un „chopper“ mecanic, constind dintr-o roată care se învîrteşte și are găuri sau fante 
care lasă să treacă radiația ce cade pe fante și o blochează pe cea care nu cade pe fante. Sarcina 
dumneavoastră principală este de a găsi o cale prin care frecvența de „choppare“* să depindă 
de lungimea de undă în infraroșu. 


Metoda elegantă folosită în tehnica MIFS este următoarea: nu se folosește nici o rețea 
de difracție sau chopper mecanic. În locul lor, se folosește un interferometru Michelson cu o 
oglindă mobilă. (Acest tip de interferometru, folosit în experiența Michelson-Morley, este arătat 
în schema din pag. 322.) Radiația stelei este incidentă (de exemplu) pe direcția + pe o oglindă semi- 
argintată („beam splitter“), orientată la 45" față de fasciculul incident. Divizorul de fascicul 
reflectă jumătate din radiație în direcția y și transmite jumătate în direcția x. Alte oglinzi redi- 
rijează apoi cele două fascicule înapoi la divizorul de fascicul (oglinda semiargintată) care re- 
flectă jumătate din radiația recombinată pe direcția —y a fotomultiplicatorului. (Cealaltă ju- 
mătate este transmisă pe direcția —x înapoi la stea și se pierde.) Pentru o lungime de undă ? 
dată, curentul fotomultiplicatorului este maxim sau minim, dacă cele două fascicule care se 


recombină sînt în fază sau în antifază. Aceasta la rindul ei depinde de lungimea drumului optic 
(oglinda  semiargintată — oglindă — oglinda semiargintată — fotomultiplicator), dacă dife- 
rența de drum este un număr par de jumătăți de lungimi de undă (ceea ce ne dă diferență de 
fază zero) sau un număr impar de jumătăţi de lungime de undă (pentru a da diferență de fază 
de 180%). i 


(5) Să presupunem acum că una dintre oglinzi se mișcă cu o viteză uniformă v perfect cu- 
noscută. Arătați că radiația infraroșie cu frecvența Y dă o ieșire a fotomultiplicatorului cu o 
dependență de timp ce include o componentă care oscilează armonic ca COS tomoa! Cu frecvența 
de modulație Vmoa=— 2(v/c)v. Astfel, arătați că dacă poziția oglinzii variază într-o manieră arbi- 
trară (în ceea ce privește dependența de timp) iar ieșirea fotomultiplicatorului este măsurată 
ca funcție de x, atunci ieşirea fotomultiplicatorului are o dependență care include o componentă 
proporțională cu cos kmoaz, cu numărul de undă de modulație dat de kmoa= 4x/1. Dacă sint pre- 
zente mai multe lungimi de undă atunci ieşirea fotomultiplicatorului constă dintr-o suprapu- 
nere care se compune dintr-o constantă (media peste întreg spectrul) plus cite o componentă 
Fourier pentru fiecare număr de undă de modulație kmog. Astfel, dacă analizăm Fourier ieșirea, 
intensitatea fiecărui număr de unde de modulație kmoa ne dă intensitatea corespunzătoare lungi- 
mii de undă A în infraroșu. Lucrul important este că în timp ce se culeg datele (înregistrarea semna - 
lului fotomultiplicatorului în funcție de x) toate lungimile de undă din infraroșu sint măsurate 
deodată. Fiecare lungime de undă este „etichetată“ prin frecvența de modulație (sau de numă- 
rul de undă) pe care o produce în ieșirea fotomultiplicatorului. Frecvența de modulație acțio- 
nează, astfel, ca o „subpurtătoare“ dînd posibilitatea diferitelor lungimi de undă înregistrate 


simultan să fie separate printr-o analiză Fourier a ieșirii fotomultiplicatorului. 


„__* Frecvenţă de „choppare“ sau de modulare. Este egală cu frecvența de rotație a discului 
înmulțită cu numărul de fante de pe disc. (N.I.) 
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Această tehnică ne poate oferi cea mai bună metodă de detecție a vieții pe Marte, fără a 
ne duce acolo. Analiza spectrului în infraroșu al atmosferei lui Marte ne va indica compoziția 
sa și se pot căuta componentele care sint rezultatul proceselor vitale, Tehnica MIFS are o sensi- 
bilitate atit de mare încit, cu telescoapele care se proiectează acum, 'pot fi determinate nu nuriai 
componentele principale dar și urmele de gaze pină la, probabil, o parte în 10?. Aceste perspective 
precum și o mai detaliată descriere a MIFS sint date în cinci articole din revista britanică Science 
Journal din aprilie, 1967: „Detecția de pe Pămint a vieţii pe alte planete“ („Detecting Planetary 
Life from Earth“) de ]. Lovelock, D. Hitchcock, P. Feligett, J]. și P. Connes, L. Kaplan și 
]. Ring, pg. 56, precum și în revista The Physics Theacher din aprilie, 1968: „Cercetarea de 
la distanță a atmosferelor planetare prir spectroscopie Fourier“ („Remote Sensing of Planetary 
Atmospheres by Fourier Spectroscopy“, de Reinhard Beer, pg. 151. 
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1. INTRODUCERE 


Practic, toate undele pe care le-am considerat pînă acum au fost „unidi- 
mensionale“. Adică, au fost unde ce se propagau de-a lungul unei drepte 
pe care, de obicei, am numit-o axa z. În paragraful 7.2, vom introduce undele 
tridimensionale rotind sistemul de coordonate folosit pentru a descrie undele 
plane progresive unidimensionale. Obţinem, astfel, forma tridimensională 
a undelor plane progresive armonice. 

Vom vedea că apariția unor dimensiuni în plus înseamnă ceva mai mult 
decît implică o simplă schimbare de variabile. Apar trăsături calitativ noi, 
deoarece surplusul de dimensiuni necesită un surplus de grade de libertate. 
De exemplu, în trei dimensiuni, în vid, putem avea o undă electromagnetică 
ce este o undă progresivă pură într-o direcţie, o undă staționară pură în alta și 
o undă exponențială în cea de-a treia direcție! Într-o singură dimensiune, 
în vid, nu putem avea unde electromagnetice exponenţiale deoarece relația 
de dispersie w? — c2k? nu poate deveni 6? = —c2x2 pentru nici un domeniu 
de frecvențe. Pentru a avea unde exponențţiale într-o dimensiune avem nevoie 
de o frecvență de tăiere, adică avem nevoie de o relaţie de dispersie ca aceea 
pentru ionosferă, w2 = w3+ c?k?, care poațe deveni w? = 43 — c2x?2 pentru 
frecvențe suficient de joase. Vom vedea că în trei dimensiuni k este mări- 
mea unui vector numit vector de propagare. Astfel, relația de dispersie pentru 
unde electromagnetice în vid -devine e? = c2(f2 + 42 + 42). În anumite con- 
diții, putem avea una sau două din componentele F? etc., înlocuite prin 
— x2 etc. şi totuși forța de revenire pe unitatea de deplasare, pe unitatea de 
inerție, 2, să fie pozitivă, aşa cum ar trebui. Vom examina, ca exemple, 
undele electromagnetice în ghiduri de undă și reflexia totală a luminii. În 
paragraful 7.3, vom studia undele pe apă (pentru apa ideală) și vom găsi 
dependența lor spaţială și legea de dispersie. (Există cîteva experiențe pentru 
acasă prin care puteți verifica ușor legea de dispersie pentru undele pe apă). 
Paragraful 7.4 este dedicat demonstrării, cu ajutorul ecuațiilor lui Maxwell, 
a acelor lucruri pe care le-am învățat în capitolul 4, cînd am studiat undele 
pe linii de transmisie cu plăci paralele. În paragraful 7.5, vom obține radiația 
unei sarcini punctiforme oscilante. O vom folosi pentru a găsi „lărgimea na- 
turală a liniei“ în cazul radiaţiei vizibile și motivul pentru care cerul este 
albastru. 


7.2. UNDE PLANE ARMONICE ȘI VECTORUL DE PROPAGARE 


Să presupunem că avem o undă plană progresivă armonică care se pro- 
pagă într-un mediu dispersiv omogen în sensul vectorului unitar 2" de-a lungul 
axei +z'. Presupunem că în planul z' = 0 funcția de undă are dependența 
de timp: 


W(2”, ) = A cost. (1) 
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Atunci într-un plan dat printr-o valoare fixă 2” funcția de undă este dată 
de: 


(2, = A cos (ot — h2). | i 40) 


Dorim să exprimăm această funcție în termenii unui sistem de coordonate 
cartezian x,y,z în locul coordonatei 2” de-a lungul direcției de propagare. Fie 
originea sistemului x,y,z în planul z” = 0. Fier = xâ& + yj + 22 vectorul de 
poziție al unui punct din spațiu, măsurat din originea sistemului x,y,z. Planul 
2" = constant este descris în sistemul x,y,z prin planul z” = r : 2 = constant. 
Astfel, mărimea kz' din relația (2) se poate scrie: 


Ri = R(2'-0)=(h2)-r= kr. (3) 
Vectorul de Benga at Mărimea kâ' se numește vectorul de propagare k: 
k = k2. (4) 


Mărimea lui k este k&; direcția lui k este direcția lui 2 ” luat de-a lungul direcției 
de propagare a undei. Relaţia (3) devine 


Ra” = kr = Rp + Ry + haz. (5) 


Numărul de undă k reprezintă, din punct de vedere fizic, numărul de radiani 
de fază pe unitatea de deplasare de-a lungul direcției de propagare 2, astfel 
încît kz' este faza acumulată pe distanța 2". (Inversăm temporar convenția 
noastră uzuală pentru fază; de obicei, considerăm că, pentru z' fixat, faza 
crește în sens pozitiv cînd wt crește.) &, semnifică numărul de radiami de fază 
pe umitatea de deplasare de-a lungul axei +, adică, de-a lungul lui &. Semni- 
ficații similare avem pentru k, şi &,. De exemplu, să presupunem că & face 
unghiul 6 cu 2'. Fie lungimea de undă A. Atunci, dacă avansăm de-a lungul 
direcţiei 2 Z' cu o distanță A (la un moment de timp fixat), faza crește cu 27. 
Dacă, în schimb, am avansa de-a lungul lui ă, trebuie să parcurgem o distanță 
)Jcos 6 înainte ca 2" să crească cu o lungime de undă. 

Atunci, de-a lungul lui x, faza crește cu 2 soti distanță A - (cos 6)! 
care este mai mare decît A cu un factor (cos 0)!; adică, de-a lungul lui &, 
creșterea în fază pe unitatea de distanță k cos 0 este mai mică decît Fk cu 
un factor cos 0. Acesta este modul în care trebuie să se comporte un vector: 
dacă s-ar lua proiecția k : & = k&, a vectorului de-a lungul unei direcții oa- 
recare ă s-ar obține un număr mai mic decît mărimea vectorului cu un factor 
egal cu cosinusul unghiului corespunzător. Această condiție ne asigură că. 
suma pătratelor componentelor este egală cu pătratul mărimii (rezultante). 
Deci relația dintre &, şi k este corectă astfel încît &, poate fi componenta x 
a unui vector k a cărui mărime este F&. 


De ce nu, un vector lungime de undă? Ultima propoziție sună atît de obiș- 
nuit încît nu ar merita să mai fie enunțată. lată un contraexemplu pentru 
a arăta că merită să verificăm o cerință atît de evidentă. Să considerăm 
lbiătorul argument plauzibil (dar greșit): viteza de fază a unei unde progre- 
sive este dată de v, = Av. Cînd vrem să descriem propagarea undei în trei 
dimensiuni în direcția 2”, ar fi bună ideea de a defini în felul următor 
„vectorul lungime de undă A“: 


Va = PET Aa = (A2”) v = dv? 


Lungimea de undă A se definește ca distanța dintre două creste ale undei, 
pentru deplasarea de-a lungul lui 2, și este în mod natural mărimea „vecto- 
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rului“ A. Similar 7, este distanța dintre crestele undei pentru deplasarea 
de-a lungul lui . Dar observați ce proprietate „oribilă” are A: este mai 
mare decît A! Astfel, dacă & este perpendicular pe Z', mărimea ?, este infi- 
nită, în timp ce ar trebui să fie zero dacă ar fi componenta x a unui vector 
obişnuit orientat după 2'. Concluzia este că nu există vreun vector A care să 
poată fi definit într-o manieră rațională, deoarece nu se poate numi vector 
mărimea ale cărei „componente“ ar fi mai mari decît mărimea vectorului. 


Planul de fază constantă. Unda progresivă dată prin relația (2) se poate 
scrie acum în formele echivalente: 


V(x,y,zb) = A cos (ot — kz') = A cos (of — ză — Ry — R22), 
(x, y, z,î) = A cos(ot/—k-r). (6) 


Argumentul funcției sinusoidale poartă numele de fază o(x, y,z,£): 
q(x, y, 2, = ot — khz = 0t— hp — Ry — haz, 
p(x,y,zb) = ot — k: SE. (7) 


La un moment de timp ? fixat, i Pubetele cu același e defines i un plan denumit 
front de undă: 


de = wdt — k : dr = 
= 0 — k - dr, la 7 fixat 
-*= 0, numai dacă dr este perpendicular pe k. -(8) 
[d 


Astfel, la t fixat, faza va avea aceeași valoare în toate punctele pentru tare 
vectorii dr sînt perpendiculari pe direcția de propagare k, adică, dp=0, 
trecînd de la un asemenea punct la altul, ceea ce înseamnă că ne deplasăm 
pe un plan. Din acest motiv o astfel de undă se numește undă plană. 


Viteza de fază. Viteza de fază este egală cu dz'/dt pentru e fixat: 
4 dp = od! — kdz' = 0, 


Dute (9) 


Relaţiile de dispersie în cazul tridimensional. lată în cazul tridimensional, 
formele acelor relații de dispersie cu care v-aţi familiarizat deja: 
cazul 1, unde electromagnetice în vid 


02 = ch? = (2 +2; (10) 
cazul 2, unde electromagnetice într-un mediu dispersiv 


02 = 


ia piete 2). 
pile pote brd) (11) 
cazul 3, unde electromagnehice în ionosferă 

02 = 02 c2R2 = 02 2(f2 + 2 + h2). (12) 


Relaţiile de dispersie sînt întotdeauna independente de condiţiile pe 
frontieră. Condiţiile pe frontieră reprezintă, desigur, factorul determinant în 
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a decide (de exemplu) dacă avem unde staționare sau unde progresive sau 
(după cum vom vedea) de tip mixt. 


___ Unde staţionare. Două unde plane progresive care se propagă pe aceeași 
direcție dar în sensuri opuse avînd aceeași amplitudine (și frecvență) se pot 
suprapune pentru a forma o undă plană staționară de forma: 


V(x, y, 2z,î) = A cos(ot + e)cos(k:r+ a). (13) 


Scriind k : r = ză + Ry + iz și folosind identitățile trigonometrice, putem 
scrie această undă progresivă ca o suprapunere de termeni fiecare dintre ei 
avînd forma generală: i - 


V(x,y,2,1) = A cos (of + e) cos (x + au) cos (&y + aa) cos (&,z + a). 
(14) 


Cînd exprimăm o undă armonică în termenii undelor staționare de forma (14), 
putem defini £,, &, şi &, ca mărimi pozitive. Motivul fizic este acela că într-o 
undă staționară undele nu se propagă într-un anumit sens, cum se întîmplă 
într-o undă progresivă, ci se „propagă în ambele sensuri deodată“. Algebric, 
se vede că dacă (de exemplu) &, din (14) este negativ, îl putem înlocui pe &, 
cu —R, și pe au cu —ay fără să-l afectăm pe y(x,y,z,!). Putem lua, astfel, 
toate cele trei mărimi &,, Ă, și &, pozitive și putem face modificări compensatori 
(dacă este necesar) în constantele de fază au, aa și ag. 


Amestec de unde staționare și progresive. Într-o singură dimensiune (de 
exemplu, dimensiunea 2") putem avea o undă progresivă pură care să fie 
scrisă ca suprapunerea a două unde staționare. Similar, putem avea o undă 
staționară pură scrisă ca o suprapunere de unde progresive. Altfel, putem 
avea o undă care este o suprapunere de un tip mai general, care nu constă 
nici din unde pur progresive, nici din unde pur staționare. Aceeași situație 
are loc în trei dimensiuni dar cu o libertate în plus, aceea că fiecare din cele 
trei dimensiuni este „independentă“, în sensul că putem avea o undă care 
să fie (de exemplu) o constantă de-a lungul lui x, o undă staționară pură de-a 
lungul lui y și o undă progresivă pură de-a lungul lui 2: 


V(x, y, z, 0 = (9,2, 5 = A sin (&,y) cos (haz — 00). (15) 


Vom întîlni mai încolo cîteva exemple de unde de tip mixt, similare cu cele 
date de relația (15). 


Ecuațiile de undă în trei dimensiuni și ecuaţia de undă clasică. Orice undă 
armonică, sinusoidală, tridimensională, fie ea staționară, progresivă sau de 
tip mixt, satisface următoarele relații (după cum puteți observa ușor): 


DUE LE tul, ae 


ae 
2 sie 2. + BR 
= = — Ry, ză = — By, DE My, (16) 


Găsim, astfel, următoarele ecuaţii de undă, corespunzînd, respectiv, relaţiilor 
de dispersie date de ecuaţiile (10), (11), (12): 
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Cazul 1, Unde electromagnetice în vid 
Folosind relaţiile (16) și (10), găsim că pentru o singură componentă armonică 
avînd frecvența «e și numărul de undă F, funcția de undă satisface ecuația 


diferenţială: 
229 _ af 02y  20y 2% 
Roi feb e ti 17 

at | DI 0 e 025 (17) 


Deoarece c nu depinde de frecvență, ecuația de undă (17) este satisfăcută de 
fiecare componentă armonică și, astfel, și de o superpoziție arbitrară de unde 
electromagnetice în vid staționare sau progresive. Ecuația (17) este forma 
tridimensională a ecuației de undă clasică pentru unde nedispersive. O ecuaţie 
similară are loc pentru orice alte unde tridimensionale nedispersive — de 
exemplu, pentru undele obișnuite, sonore, în aer. În notație vectorială, mem- 
brul drept al relației (17) este de c? ori divergența gradientului lui y, scris 
div grad y sau V : Vy, cîteodată numit y?y (nabla pătrat psi): 


22y 
ce = 60V4j, (18) 


Cazul 2. Unde electromagnetice în mediu omogen dispersiv 
Relația de dispersie (11) dă pentru o undă armonică de frecvență w ecuația 
de undă: 


08 e 08 apa 
uri vV=y. (19) 


Deorece n depinde de frecvenţa w, nu cîştigăm mult prin scrierea unei astfel 
de ecuaţii. Pentru a o rezolva este nevoie, de obicei, să recurgem la suprapu- 
neri Fourier și să considerăm cîte o singură frecvență o dată ca să putem folosi 
astfel relația de dispersie. Ecuația de undă clasică (18) diferă de (19) în această 
privință, adică, putem lucra cu pulsuri sau alte unde nearmonice fără să folo- 
sim analiza Fourier. 
Cazul 3. Unde electromagnetice în 1onosferă 

Folosind relația de dispersie (12) și ecuația (16) găsim ecuaţia Klein-Gordon 
pentru o undă tridimensională. 


a ne 22 
> — ady + Vp. (20) 


Urmează cîteva exemple de unde armonice bidimensionale sinusoidale. 


Exemplul 1. Unde electromagnetice într-un ghid de unde rectangular 

Un ghid de unde rectangular se poate obține adăugînd plăci laterale 
conductoare la o linie de transmisie cu plăci paralele, după cum se vede în 
figura 7.1. Spaţiul din interiorul ghidului de unde este vidat. Vom considera 
numai modurile în care cîmpurile electric și magnetic sînt amîndouă indepen- 
dente de x (pentru y și z fixați și pentru x în interiorul ghidului). Ecuația 
de undă corespunzătoare este versiunea bidimensională a ecuației de undă 
clasice (17). Notînd cu y cîmpul electric E,, obţinem: 


22, 2 2 pm 
20 029 adi. i 
ae 2y2 az2 


Alegem o frecvență anumită w, astfel încît (21) devine: 
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Fig. 7.1. Ghid de unde dreptunghiular obținut prin scurtcircuitarea unei linii de transmisie cu 
plăci paralele prin intermediul unor plăci laterale conductoare plasate în y = 0 şi y = b. Săge- 
țile indică valoarea instantanee a cîmpului electric la capătul de început al ghidului. 


2 22 
— 0% = fa ie eĂ. (22) 


Plăcile laterale conductoare forțează cîmpul electric E, să fie zero la y=0 
și y = b. Astfel, y(y, z, 1) trebuie să fie o undă staţionară în raport cu direcția 
y cu noduri permanente la y = 0 și b. Considerăm că la z = 0 există o ten- 
siune de excitare. Astfel, undele electromagnetice se propagă în direcția +2 
în lungul ghidului. Undele trebuie să fie unde progresive în raport cu direcția 
z. Ecuația (22) este satisfăcută de o undă mixtă staționară și progresivă: 


V(y, z, £) = A sin Ry cos (kz — ot), (23) 
cu condiția să avem relația de dispersie: 
pie ral ora al 7 (24) 


Prin alegerea pe care am făcut-o referitor la sin &,y, am satisfăcut condiția 
E, = 0 la y=0. Cu toate acestea avem nevoie de sin &,y egal cu zero și la 
SD; 


PA DES e ERE i (25) 


Aceste “unde se numesc moduri TE (moduri cu cîmp transversal electric). 
Nu este necesar să studiem separat cîmpul magnetic, deoarece el este deter- 
minat de cîmpul electric. 


Frecvența de tăiere în domeniul frecvenţelor joase. Să considerăm modul 
cel mai jos, adică, acela care, în ecuaţia (25), are m = 1. Acest mod este 
schițat în figura 7.1, deoarece figura arată o jumătate de lungime de undă între 
y=—0 şi y=—b. Introducînd (25) în formula (24) pentru m = 1, obținem: 


w2 = 


2.2 
CE cap, (26) 
p2 
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Astfel, relația de dispersie dintre e și A, (pentru acest mod cu F,b = 7) este 
similară, în aparență, cu relația de dispersie pentru undele plane care se pro- 
pagă în ionosferă în direcția z, și anume: 


02 = 0 + c2h?, (27) 


sau cu relația de dispersie pentru pendule cuplate (în limita lungimilor mari 
de undă) și anume: 


E eri d 
aibe Îi 


Ne așteptăm, astfel, ca mărimea c?n2/b? să acționeze ca o frecvență de tăiere 
joasă (mai precis, ca pătratul ei) iar pentru o frecvență de excitare mai mică 
decît această frecvență de tăiere, relația de dispersie (26) să se transforme în 
relația de dispersie 


2, (28) 


22 
a = a: — 2. (29) 


Presupunerea este corectă. Pentru frecvența w < c/d, ecuația de undă (21) 
are soluția: 


Y(y, Z, t) == A sin RY COS tf ex? (30) 


cu condiția ca w, &, și *, să fie legate prin relația: 
602 = c2k2 — câ? (31) 


astfel încît ecuația (25) să fie satisfăcută iar w? să fie mai mic decît c2n2/b? 
(luînd m = 1), în așa fel încît expresia (29) să fie satisfăcută cu x? pozitiv. 
[De notat că în relația (30) am fi putut include un termen cu exp(+x,2). Cu 
toate acestea, condiția pe frontieră ca ghidul de undă să se întindă pînă la 
- z= +0 cere ca coeficientul unui astfel de termen să fie zero.] 


Originea fizică a frecvenţei de tăiere într-un ghid de unde. 

Să considerăm că frecvenţa este fixată iar lărgimea b este variabilă. În 
acord cu relația (26), dacă b este infinit de mare, relația de dispersie este cea 
corespunzătoare undelor electromagnetice plane care se propagă în vid de-a 
lungul direcției z; undele cred că se află într-o linie de transmisie cu plăci 
paralele. Pentru b finit, &, (care este x/b) nu mai este zero. Astfel, dacă ne 
imaginăm funcția de undă ca o suprapunere de unde plane progresive (lucru 
pe care sîntem întotdeauna liberi să-l facem — chiar atunci cînd avem o 
undă staționară pură), vedem că o descreștere a lui b de la infinit la o anumită 
valoare finită transformă unda dintr-o undă progresivă pură de-a lungul lui 
+2, într-o suprapunere care conține o undă cu un vector de propagare de-a 
lungul lui +3 diferit de zero. De fapt, pentru a obține o undă staționară 
de-a lungul lui ş, trebuie să avem unde progresive care se propagă și se supra- 
pun simultan pe direcția y în sensuri opuse. Avem nevoie dc componentele 
lui k după plus și minus $, pentru a satisface condiția pe frontieră introdusă 
de cele două plăci laterale conductoare. Mărimea lui k este dată, întotdeauna, 
de relația de dispersie în vid, 


c2 


2__ 02 2 fe 
= — = RR, (32) 
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Astfel, creșterea lui &, de la zero la o anumită valoare finită conduce cu nece- 
sitate la o descreștere a componentei z a lui k. Dacă b descrește în continuare, 
componentele y cresc și mai mult iar componenta z descrește încă mai mult. 
La orice b fixat se poate imagina funcția de undă ca o suprapunere de unde 
plane care se propagă în zig-zag de-a lungul ghidului și care se suprapun astfel 
încît să satisfacă condiția pe frontieră pe plăcile laterale. (Utilizînd o imagine 
„mai fizică“ putem spune că curenţii generaţi într-o placă laterală de către o 
undă plană incidentă generează o undă reflectată care se întoarce pe direc- 
ţia y dar în sens opus.) În această imagine vedem că atunci cînd b este sufi- 
cient de mic componenta z a lui k va fi zero. În acel moment unda se agită 
încoace și încolo între plăcile laterale și nu are loc vreo propagare a undei 
de-a lungul tubului. Acest lucru ne sugerează că perioada de tăiere 7, trebuie 
să fie tocmai timpul necesar unei unde plane pentru a ajunge dintr-o parte 
laterală a ghidului într-alta și înapoi, în vid, cu frecvența c: 


Atunci 
2r 27 c 


iai mau aa mă | 33 
scartaie lar: ) grt fă) 


b 
Comparînd relaţiile (33) și (26) vedem că relaţia (33) ne dă realmente frecvența 
de tăiere. : 

În cazul unei frecvențe mai joase decît cea de tăiere, amplitudinea undei 
descrește exponențial cu creșterea lui z, chiar atunci cînd undele sînt în vid. 
Rațiunea fizică pentru micșorarea cîmpului electric este următoarea: cînd 
plăcile laterale conductoare sînt la locul lor, sarcinile de pe plăcile de deasupra 
și de dedesubt se pot deplasa unele spre celelalte prin plăcile laterale și se pot 
neutraliza. În zona lui z = 0, sursa de tensiune furnizează sarcini noi și menține 
cîmpul electric. În aval de z = 0, sursa de tensiune are o influență mai mică 
iar cînd frecvența este prea joasă sarcinile au timp să se neutralizeze reciproc. 


Unde progresive în zigzag. Unda mixtă staționară și progresivă descrisă 
de relația (23) este echivalentă cu suprapunerea unor unde plane progresive 
care se propagă în zigzag de-a lungul ghidului. Algebric, acest lucru se poate 
vedea demonstrînd identitatea (prob. 7.1): 


A sin (lu -r — cf) — 4 sin (y-r 2 e), 


y = A sin Ry Cos (kz — at) = 


(34) 


unde 


ki = 28, + ha = îh, — Sh 


Zigzagul apare datorită faptului că vectorii k, și k2 au componente y opuse. 


Viteza de fază, viteza de grup și c. Imaginea undei progresive în zigzag 
ne indică o cale foarte simplă de a vedea relaţiile care există între vitezele de 
fază și de grup. Să considerăm numai una din cele două unde progresive su- 
prapuse, în ecuaţia (34), după cum se vede și în figura 7.2. Fie o mică porțiune 
din frontul de undă (numită în optică „rază“) care se propagă pe distanța ct 
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Fig. 7.2. Una din undele în zigzag dintr-un ghid de unde. 


în timpul î, după cum este indicat în figura 7.2 cu mențiunea „raza k,“. Ne 
interesează viteza de fază și viteza de grup în direcha 2. (Știm că există o undă 
progresivă numai în acea direcţie. k2, partenerul undei k,, reprezentată în 
figură anulează componenta y a undei progresive k, dar are aceeași compo- 
nentă 2.) În timp ce raza străbate distanţa cț, intersecția frontului de undă 
cu orice y fixat (de exemplu y = ?) parcurge distanța notată pe figură cu vgt. 
Aceasta ne dă viteza de fază de-a lungul lui 2, adică, viteza cu care creasta 
undei se propagă de-a lungul lui z. Notaţi că atunci cînd unghiul 6 (în fig. 
7.2) devine 90* viteza de fază devine infinită. În general, din figură se vede 
că: | 


er 


Ms . 35 
* cos (55) 

Viteza de grup este viteza cu care se propagă energia în direcția z. Dacă 
„choppăm“* unda, pulsurile se vor propaga cu viteza de grup. Raza notată 
cu k, va purta un puls pe diagonala ghidului cu viteza c. Unda ka ne va da un 
puls care va anihila componenta y a undei k,. Atît pulsurile k, cît și ke vor 
parcurge o distanță 7 de-a lungul lui z în timpul / în concordanţă cu distanța 
notată pe figura 7.2. Se vede că obţinem: 


ae eh (36) 


Utilizînd relația de dispersie putem verifica acum că 7, și v, așa cum sînt date 
de relaţiile (35) şi (36), sînt corecte. În loc să facem acest licru vom inversa 
problema :vom considera date relațiile (35) și (36), și vom deduce relația de 
dispersie: 


(2) 
, = =3'6:008.; 
R, cos i 


* Adică, tăiem unda continuă în trenuri de undă de lungimi egale și la distanțe 
regulate. (N.T.) 
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Atunci: 


a i IE) 5) 
adică, 
de) — 2, aţa) = e a(i) 
(3) 
Prin integrare obținem: 
w2 = c2R2 + o constantă. (38) 


Constanta se poate determina făcînd &, = 0, astfel încît e = w, și cerînd ca 
timpul „dus-întors“ T, să fie 2b/c. Obţinem, în acest fel, relația de dispersie 
(26). Modurile mai înalte se obţin luînd pentru frecvența de tăiere o armonică 
a frecvenței de tăiere celei mai joase posibil. Aceasta dă cazul mai general: 
[relaţiile (24) și (25)]: 


pt 
po 


Exemplul 2. Reflexia și transmisia luminii din sticlă în aer 

lată un alt exemplu de undă bidimensională. Să considerăm că avem o 
bucată de sticlă de la z=— —oo la z=— 0. Sticla se termină în planulz=0; 
aici începe vidul care se extinde pînă la z = + co. V-aţi putea imagina că vidul 
se va comporta întotdeauna ca un mediu dispersiv, așa cum se întîmplă în 
cazul undelor plane. Dar, după cum ați văzut în exemplul 1 (ghidul de undă 
dreptunghiular), cînd nu avem unde plane (adică, atunci cînd E, variază atît 
de-a lungul axei y cît și de-a lungul axei z, axa de propagare) în anumite con- 
diții, ghidul de unde capătă un anumit caracter reactiv (lăţimea prea mică 
sau, ceea ce revine la același lucru, frecvența prea joasă) chiar și atunci cînd 
mediui este vidul. Un fenomen similar se întîmplă în cazul trecerii luminii 
din sticlă în aer, dacă unghiul de incidență devine prea mare — adică, lumina 
se apropie prea mult de incidența razantă. Acest lucru este de mare impor- 
tanță practică în proiectarea multor instrumente optice care folosesc reflexia 
totală internă pentru a obține reflexie 100%,. În figura 7.3 este prezentat 
un astfel de exemplu. .——— RET Da e 


o? = 024 (39) 


Fig. 7.3.  Prismă retrovizoare folosită 
pentrua deflecta lumina cu 180“ fără 
pierdere în intensitate. 
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| Să vedem cum funcționează. Un- 
„ dele luminoase satisfac ecuația undei în 
„ fiecare mediu, sticlă și vid. (Considerăm 
o singură frecvență «.) Frontiera din- 
tre sticlă și vid este la z=— 0. Vectorul 
de propagare k, al undei incidente are 
componenta &, de-a lungul lui 2 șio 
componentă k, de-a lungul lui 3. Avem 
o problemă bidimensională (așa cum am 
procedat și pentru modul TE într-un 
ghid de undă). Geometria problemei 
este prezentată în figura 7.4. 

În sticlă, mărimea F, a vectorului 
de propagare k, este egală cu produsul 
dintre indicele de refracție n și mărimea 
în vid w/c a vectorului de propagare. 
Mărimea > a lui k2 este tocmai w/c: 


Fig. 7.4. Reflexia și transmisia unei raze ha = a, > = ză (40) 
incidente din sticlă pe vid. (7 c 


Relaţia de dispersie în mediul 2 (vidul la dreapta lui z = 0) este 


w2 N 
e CARA (41) 


În continuare, cerem ca mărimea k,, să fie egală cu F,,. Acest lucru deoarece 
ku, reprezintă de 2x ori numărul de creste de undă pe unitatea de lungime de-a 
lungul lui $ în mediul 1. Similar, &,, este de 2x ori numărul de creste pe 
unitatea de lungime de- . lungul lui Ş în mediul 2. Dar, pe măsură ce vă depla- 
sați în lungul axei y, ).+ z = 0 numărul de creste pe care le treceţi, în sticlă, 
în imediata apropiere « suprafeţei trebuie să fie același cu numărul de creste 
în vid în imediata apropiere a suprafeței. Trecînd din sticlă în vid, nu puteți 
„pierde“ nici o creastă pe unitatea de lungime în direcția Ş. Astfel, 


hay = ay = Ru sin 0, = n= sin 6,, (42) 


unde a doua egalita:ie în relația (42) se vede din figura 7.4 iar a treia egalitate 
folosește relația (40). Introducînd (42) în (41), obținem: 


2.2 
> E cind, ji, (43) 


c2 
adică, avem relația de dispersie: - 


2, = = (1 — m? sin? 6). (44) 
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Unghiul limită pentru reflexia totală internă. Pe măsură ce creștem 
unghiul de incidență 0,, componenta z a vectorului de propagare kz devine 
din ce în ce mai mică. Ajungem în cele din urmă la ununghi deincidență 
pentru care kp, este zero (presupunem că n este mai mare decît unitatea, ca, 
de exemplu, în cazul trecerii luminii din sticlă în apă.) Obținem, atunci, 
unghiul de tăiere numit şi unghiul limată de incidență pentru reflexia totală 
internă sau, pur și simplu, unghiul limită 6. În acord cu relația (44), unghiul 


limită este dat de: 


(În cazul sticlei cu indicele n = 1,52 obținem 0, = 41,2%.) Pentru unghiul 
de incidență limită raza emergentă în vid este tangentă la suprafața sticlei. 


Legea lui Snell. Pentru unghiuri 0, cuprinse între zero și 0; fasciculul 
este parțial reflectat și parțial refractat în vid. Atunci există un unghi 0, 
arătat în figura 7.4, iar relația &3, = kyy este echivalentă cu /egea lui Snell 
(obținută în paragraful 4.3 printr-o metodă diferită): 


A wo, 
Ray = Ra Sin Oa = na — sin 0, 
[ză 


: o. 
Ry = Ru sin 0 = m — sind,; 
c 


| na Sin 0, — na sin 03. | (46) 


Reflexia totală internă. Pentru unghiuri de incidență mai mari decît 


unghiul limită, relația de dispersie se obține din relația (44), înlocuindu-l 
pe ki, cu — X3, = —: 


atunci ha, = kyy ne dă 


2 w? 2 cin2 8. 
K2 = — [m2 sin? 04— 1], (47) 
ra i 


cu condiția 
n sin 6 > |. 


Atunci funcția de undă (cîmpul electric sau magnetic) în mediul 2 (vidul) 
este dată de o undă ce are caracter de undă progresivă pe direcția y și de undă 
exponențială pe direcția z: 


(9, z, 6) = A cos (ot — ky) e, (48) 
unde x este dat de (47) iar &, este hay sin 6, = n(w/c) sin 0,. Media în timp a 


densității de energie este proporțională cu media în timp a pătratului lui 
V(, z, î), adică: 


Densitatea de energie oce-2. (49) 


Ca o aplicaţie a relaţiei (47), să considerăm prisma retrovizoare arătată 
în figura 7.3. Lumina vine din sticlă înspre aer, unghiul de incidență fiind 
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0, — 45. Acest unghi depășește unghiul limită 6, = 41,2” (pentru sticla 
cu indicele n — 1,52). Raza este, astfel, reflectată total. Distanța medie a 
descreșterii exponenţiale (sau distanța de penetrare a cîmpurilor în vid) 
este dată (pentru 0, = 45%) de: 


2 —1/a 
= = 2 mesint uim 2 [UI 1] 04 în 
(a) 7 


Astfel, cîmpurile sînt neglijabile, la o distanță de cîteva lungimi de undă 
în regiunea „interzisă“ (vidul). 

Reflexia totală internă se observă atunci cînd înotați cu o mască cu vizor 
„ (astfel încît ochii să poată vedea bine sub apă). Cu ochii la cîțiva centimetri . 

sub apă, vă uitaţi deasupra la partea „de jos“ a suprafeței. Ea pare strălu- 

citoare, asemănătoare cu a mercurului lichid. Aceasta deoarece linia dumnea- 
voastră de vedere depășește unghiul limită. Pentru lumina reflectată în ochii 
dumneavoastră, suprafața acționează atunci ca o oglindă perfectă. 

O cale mult mai simplă pentru observarea reflexiei totale interne pe partea 
de jos a suprafeţei apei, este aceea de a privi de jos în sus prin peretele lateral, 
vertical, plan, al unui vas de sticlă sau de plastic transparent. 


Penetraţia luminii printr-o barieră. Dacă vidul nu se întinde pînă la in- 
finit ci este limitat de un nou bloc de sticlă, atunci trebuie să includem, în 
relația (48) un al doilea termen cu exponențială pozitivă exp(+-x2). Averi 
o problemă tipică de penetraţie prin barieră. 

D.D. Coon, un student din anii mari de la Princeton, a efectuat (în 
primăvara lui 1965) o experiență frumoasă și ingenioasă care verifică atenuarea 
exponențială a densității de energie *. Deși experiența sa priveşte, vrînd-ne- 
vrînd, mecanica cuantică ea verifică și acest rezultat al opticii clasice. Iată 
doar unul din multele rezultate ale opticii clasice ce pot fi menținute în meca- 
nica cuantică. (Optica clasică se ocupă de acele unde electromagnetice pe care 
le numim „lumină“ în loc de, să zicem, „microunde“.) Coon a folosit două pris- 
me avînd între ele o pană de aer variabilă astfel încît lumina (liniei verzi a 
mercurului) venind din una din prisme să fie incidentă pe pană sub un unghi 
mai mare decît unghiul limită. Energia luminoasă transmisă prin pana de aer 
în cea de-a doua prismă este proporțională cu densitatea de energie la supra- 
fața celei de-a doua prisme. Mecanica cuantică ne spune că lumina cu frec- 
vența « se propagă sub forma unor unități indivizibile, fiecare din ele avînd 
energia jw. Astfel pentru un « dat densitatea de energie este proporțională 
cu numărul de fotoni. Coon a măsurat densitatea de energie numărînd foto- 
nii transmiși în funcție de grosimea penei de aer și a verificat dependența 
exponențială prezisă de relația (49). Experiența sa a fost prima care a făcut 
această verificare pentru lungimi de undă mai mici de 1 cm și prima care a 
făcut această verificare pentru orice lungime de undă folosind detecția foto- 
nilor unul cîte unul. ui 

O demonstraţie calitativă a penetraţiei prin barieră și a decreșterii rapide 
cu distanța a cîmpului undei luminoase dinspre sticlă înspre zona interzisă 
vidul (sau aerul) poate fi făcută cu o prismă de sticlă sau cu un cub. În timp 
ce priviți o zonă ce reflectă total lumina în direcția dumneavoastră de privire, 
atingeți ușor cu un deget acea zonă, pe partea cealaltă a suprafeței. Degetul 
este invizibil. El se află în zona „interzisă“. Apăsaţi acum, cu Putere, degetul 
pe suprafață. Vă veţi vedea „amprenta digitală“. Crestele cutelor de pe deget 


* D.D. Coon, Am. J. Plys., 34; 240(1966). 
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ntră în contact intim cu suprafaţa sticlei cu reflexie totală și distrug retiexia 
:otală. Văile cutelor nu intră în contact intim cu sticla și nu distrug reflexia 
totală. Ele arată ca niște dungulițe argintii care separă crestele. Adîncimea 
acestor văi trebuie să fie de cîteva lungimi de undă, adică, de cîteva ori adîn- 
cimea medie de penetrație 3 — k-1. Dacă văile ar fi mai puţin adinci decît 
5, cîmpul va penetra „bariera“ dintre sticlă și piele într-o măsură însemnată 
și va interacționa cu pielea astfel încît va distruge reflexia totală. 

În locul unei prisme sau al unui cub de sticlă, demonstrația de mai sus 
poate fi făcută cu un vas dreptunghiular, transparent, plin cu apă. 


7.3. UNDE PE APĂ 


Pe apă, undele se observă ușor. Încă din fragedă copilărie le-aţi văzut în 
cada de baie, pe un lac, la mare. Fără îndoială că aţi simţit o mare plăcere 
estetică privindu-le în toată frumusețea și complexitatea lor. Acum dorim să 
ne bucurăm de plăcerea intelectuală de a le înțelege. Această înțelegere cere 
simplificări. Atunci vom neglija anumite proprietăți ale apei. De exemplu, 
vom neglija viscozitatea, care este rezultatul frecării interne. (Profesorul 
Richard P. Feynman a dat unei asemenca ape idealizate numele de „apă 
uscată“.) Ne vom limita, de asemenea, la unde de amplitudine mică. Nu ne 
vom ocupa de talazuri! 

În ciuda simplificărilor noastre, vom descoperi structura geometrică și 
relația de dispersie e (4) în cazul undelor mici. Puteţi verifica toate aceste 
rezultate acasă, prin experiențe simple, folosind un acvariu. (Vezi experiența 
7.11). 

La echilibru (adică atunci cînd nu există unde) suprafața apei este plană 
și orizontală. În prezența unei unde apar două forțe de revenire care tind să 
aplatizeze crestele undei: gravitația şi tensiunea superficială. 

Din cauza marii incompresibilități a apei, excesul de apă din creasta undei 
trebuie să se stringă din adînciturile învecinate. Picăturile individuale de apă 
dintr-o undă pe apă suferă astfel o mișcare ce este combinația mișcare longi- 
tudinală (de-a lungul direcției de propagare) și transversală (în sus și în jos). 

Dacă adîncimea apei la echilibru este mai mică în comparație cu lungimea 
de undă (a undelor armonice), undele se numesc unde de apă puțin adîncă sau 
unde de maree. Se arată că aceste unde au o viteză de propagare ce este inde- 
pendentă de lungimea de undă dar depinde de adîncimea apei. 

Dacă lungimea de undă este mică în comparaţie cu adîncimea apei la echi- 
libru avem ceea ce se cheamă unde de apă adîncă. Picăturile individuale de 
apă dintr-o undă progresivă armonică pe apa adîncă nu au translație medre. 
Ele se mișcă în cerc! De exemulu, un dop de plută (sau o picătură de apă de 
la suprafață) suferă o mișcare circulară uniformă cu raza egală cu amplitu- 
dinea undei armonice iar perioada egală cu cea a undei. Într-o adîncitură 
dupe are cea mai mare viteză în sens invers propagării; pe creastă elareo vi- 
teză la fel de mare dar în sensul propagării. Picăturile de apă de sub su- 
prafață se mișcă în cercuri mai mici; raza circulară descrește exponențial cu 
creșterea adîncimii și este neglijabil de mică la cîteva lungimi de undă sub 
suprafață. 


Unde drepte. Să considerăm pe apă unde care au o singură lungime de 
undă ? iar creste și adîncituri lungi, paralele și drepte. Asemenea unde se numesc 
unde drepte. Ele sînt analogul bidimensional al undelor plane tridimensionale. 
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Considerăm că avem un lac infinit cu adîncimea la echilibru /. În lipsa 
undelor, suprafața apei este plană, plan pe care îl vom numi y = 0. Sensul 
pozitiv -pe axa v este vertical în sus. Vom lua direcția de propagare a undei 
de-a lungul direcției orizontale ă. Astfel, crestele și adînciturile undei sînt 
linii perpendiculare pe ă. 

Fie x și y coordonatele poziției de ecmhibru a unei picături de apă date. 
(Indiferent unde se duce această picătură în timpul mișcării valului poziția 
sa de echilibru este tot x, y. Poziţia de echilibru desemnează o anumită 
picătură și nu ne spune unde se află picătura în prezența undei.) Variabila 
x ia valori de la x = —oo la x = +oo. Variabila y ia valori dela y= —/ 
(fundul lacului) la y = 0 (suprafața lacului). 

În prezenţa undei, o anumită picătură suferă o mișcare care constă dintr-o 
mișcare sus-jos (de-a lungul lui y) și o mișcare înainte-înapoi (de-a lungul lui 
x). Fie w(x, y,t) vectorul deplasare instantanee față de poziția de echilibru 
a unei picături de apă notată prin poziția de echilibru x, y. Vectorul deplasare 
într-o undă dreaptă are doar o componentă x și o componentă y: 


(x,y, => a, 9, 0 + Yu, yd). (50) 
Viteza instantanee v a picăturii de apă cu coordonatele poziției de echilibru 
x, y este derivata parțială a lui w în raport cu f: 
(x,y, î) _ 3 0 3 0 
= X- tre 51 
at at i at (51) 


y(4.y 0 = 2 


) Proprietăţile apei ideale. În paragrafele următoare vom analiza cîteva 
din proprietățile apei ideale. 
1. Conservarea masei. La studiul curenților electrici (vol. II, paragraful 
4.2) s-a găsit că legea de conservare a sarcinii electrice este exprimată printr-o 
ecuație de continuitate: 


dp 
V.(pv)=——- 52 
(Pv) - SI (52) 
Ecuația (52) spune că motivul pentru care densitatea de sarcină p într-un 
volum infinitezimal se modifică în timp este existența unui curent pv prin su- 
prafața volumului. În cazul de față prin p vom înțelege densitatea masică a 
apei; atunci relația (52) exprimă conservarea masei. Într-o bună aproximaţie, 
apa este incompresibilă. Atunci densitatea masică este constantă, indepen- 
dentă de timp și de poziţie și astfel, membrul drept al relației (52) este zero. 
Putem scoate pe p în factor în membrul stîng al relației (52) și putem renunța 
la el. Folosim apoi expresia (51) pentzu a-l exprima pe v: 


dp 
0 = — — = V-(ov)= Y.v, 
Zi (pv)=p 
adică, 
O 2 
0=V.v=V:(=—0V-y), 
Ec gris 
adică, 


V :w = constant. (53) 
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2. Absența bulelor. Constanta din (53) nu poate fi decît zero. Altfel, 
în acord cu teorema lui Gauss, integrala de suprafață a lui y pe suprafața 
unei mici sfere nu va fi zero, ceea ce ar însemna că am avea bule. Presupunem 
că nu există bule. Găsim, astfel, că apa incompresibilă, fără bule și a cărei 
masă se conservă satisface relația: 


pay 2 dela 9 hula d 
ape ce parerile = LI (54) 


3. Absența vîrtejurilor. Într-un vîrtej integrala curbilinie a lui v pe o 
traiectorie circulară ce înconjură vîrtejul nu este zero. La scară infinitezi- 
mală prezența unor mici vîrtejuri implică (prin legea lui Stokes) că rotorul 
lui v nu este zero. (Vezi Vol. II, paragrafele 2.15 pînă la 2.18 pentru a vă 
reaminti noțiunea de rotor a unui vector.) Presupunem că nu există vîrtejuri. 
Considerăm: | 


dă | op. 0.2 , 
0=Yxr = x—=— (V xy), 
at Fr v) 
adică, K 
a 0fidg) 2 
Vox = 2 [ap zh) =0 (55) 
dx 0y .. 


Unde staţiooare pe apă. Pentru a afla forma undelor pe apă fără prea multe 
calcule algebrice vom folosi intuiţia. Faceţi rost,de un acvariu dreptunghiular 
sau de o cutie. (O cutie obișnuită de carton-căptușită cu o pungă de plastic 
vă va fi foarte utilă) Umpleţi-o cu apă pînă la o înălțime de 15—20 cm. Clă- 
tinați-o ușor în lungul lui x și încercați să vedeți cum apar modurile sinusoidale. 
Veţi găsi că modul cel mai coborit arată cam ca în figura 7.5. 
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Fig. 7.5. Modul sinusoidal fundamental într-tin acvariu dreptunghiular. 
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Puteţi vedea mai bine mișcarea apei, dacă amestecați niște zaț de cafea 
în apă. Veţi observa că la același moment de timp toate granulele de cafea 
rămîn nemișcate şi că deplasările pe x şi pe y sînt zero la același mcment de 
timp. Este tocmai ceea ce ne-am fi așteptat de la un mod normal, adică, de 
la o undă staționară: toate gradele de libertate („părțile în mișcare“) să osci- 
leze în fază. Putem presupune că, pentru oscilaţii suficient de mici, dependența 
de timp atît a lui y, cît șia lui y, este dată de o oscilație armonică cu aceeași 
constantă de fază, adică, dependența de timp este dată de un factor comun 
cos of. 

Să presupunem apoi că dependenţa de x a deplasării verticale y, este cea 
a unei unde staționare sinusoidale. Dacă modul seamănă cu cel prezentat 
în figura 7.5, atunci y, are un nod la x = 0. Prin urmare y, conține mai 
degrabă un factor sin kx (decît unul cos kx). Putem scrie: 


V,(x, y, 2) = cos ct sin kx f(y), (56) 
unde f/(y) este o funcție de y încă necunoscută. 


Condiţii pe frontieră la pereți. Care este dependența de x a lui y,? La 
capetele vasului o picătură poate să se miște numai în sus și în jos. Ea nu poate 
părăsi peretele. Astfel, locurile în care y, are maxime (la pereți) sînt locurile 
în care 4, are noduri. Trebuie deci să avem cos kx pentru y, acolo unde aveam 
sin kx pentru 4,: 


V„(4, Y, 2) = cos ot cos kx g(y), (57) 
unde g(y) este o funcție de y încă necunoscută. 


Relaţia dintre mișcările orizontale și cele verticale. Să ne picăsila de faptul 
că divergența și rotorul lui w sînt zero. Puteţi arăta ușor că relaţiile (56) și 
(57) ne dau: 


V:wy=0: — Rep) IO —o; (58) 
Stay = & 89), _ ppiyj=0. (59) 
dy 


Putem elimina pe g(y) din relațiile (58) și (59), diferenţiind relația (58) în raport 
cu Y şi folosind apoi (59) pentru a-l elimina pe dg/dy. Procedînd astfel, ob- 
ținem: 


d? 
Si pf, (60) 
care are soluția generală 
A) = 4 + Be, (61) 
Il obținem, atunci, pe g(y) din relația (58): 
249) =A40—Beo. (62) 


Condiţia pe frontieră la fundul apei. Vom pune, în fine, condiția ca la 
fundul vasului să nu existe mișcare pe verticală a picăturilor de apă — ele 
nu pot părăsi fundul. Condiţia y, = 0 la y = — Ph este gi d cu f(y) = 

= 0 la y= —h. Atunci ecuaţia (61) ne dă B= — Ace? 
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Rezultatul final pentru o undă staționară sinusoidală pe apa dintr-un 
ac cu adîncimea la echilibru / este: 


V, = A cos ot sin ka(eY — e2 ek), (63) 
V, = A cost cos (eh + e-2i ek), (64) 


Relaţiile (63) şi (64) ne dau deplasarea instantanee a picăturii de apă cu pozi- 
ţia de echilibru x, y. Se poate arăta ușor, cu aceste relații, că mișcarea unei 
picături date (sau granule de cafea) într-o undă staționară pe apă constă 
dintr-o oscilație armonică de-a lungul unei linii drepte în planul «y. Puteţi, 
de asemenea, vedea acest lucru urmărind granulele de cafea din vasul dum- 
neavoastră. 


Unde pe apă adincă. Dacă adîncimea / este foarte mare în comparaţie 
cu lungimea de undă, factorul e-2*" este în mod esenţial zero și putem neglija 
fiecare al doilea termen al dependenței de y a lui'/(y) şi g(y). În acest caz, 


expresiile (63) și (64) devin: 
V, = A cost sin kx e, (65) 
V, = A cos of cos ka 6%. (66) 


Vedem că undele sînt sinusoidale în direcţia x și exponențiale în direcția y. 
Lungimea. de atenuare a amplitudinii 3, este 1/4 care este egal cu 7/27. Mă- 
rimea A/2x, care se numește /ungimea de undă redusă, se notează cu simbolul 
X (pronunțat „lambda barat“). Avem, astfel, în cazul undelor pe apă adîncă 


Aaa rela, (67) 


lungimea de atenuare a amphiudinii pentru undele pe apa adîncă este egală cu 
lungimea de undă redusă. Astfel, amplitudinea oscilației unei picături de apă 
a cărei poziție de echilibru este cu o lungime de undă sub suprafața apei este 
mai mică decît aceea a unei picături de la suprafață de ez = 500 de ori. 
Vedem că adîncimea apei la echilibru trebuie să fie numai de ordinul unei lun- 
gimi de undă pentru ca mișcarea undei la fundul apei să fie esențialmente 
neglijabilă și astfel aproximaţia „undelor pe apă adincă“ să fie excelentă. 


Unde pe apă puțin adincă. Printr-o undă pe apă puțin adiîncă înțelegem 
acea undă pentru care adîncimea de echilibru a apei / este mică în comparație 
cu adîncimea de atenuare a undei, A. În acest caz, putem aproxima depen- 
dența de y a lui y, și a lui ţ, reținind numai primii termeni din dezvoltarea 
în serie Taylor a lui f(y) și g(y). Putem arăta ușor că pentru / <& 7, relațiile 
(63) și (64) devin: 


Y, = 2A cos ot sin ka [k(y + h)], (68) 
V, = 2A cos ut cos kx. (69) 


Vedem că pentru o undă pe apă puțin adîncă mișcarea orizontală y, este 
independentă de poziția verticală y a picăturii de apă. Mișcarea verticală y, 
variază liniar cu adîncimea picăturii, fiind zero la fundul apei și maximă la 
suprafață. La suprafață mișcarea verticală maximă este mai mică decît mișca- 
rea orizontală maximă de h/X < | ori. 

În modelul nostru de „apă idealizată“, am neglijat frecarea apei de 
fundul vasului. Pentru unde pe apă adîncă această omisiune nu este impor- 
tantă. Pentru unde pe apă puțin adîncă frecarea este importantă după cum 
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puteți vedea ușor excitind unde staționare pe apă puţin adincă într-o tavă 
dreptunghiulară (ca în experiența 7.11). Veţi observa că grăunțele de cafea 
sînt măturate din zonele cu viteză orizontală maximă și sînt colectate în zonele 
în care viteza orizontală este întotdeauna zero, adică la maximele mișcării 
verticale. Altă aproximaţie a constat în neglijarea frecării „interne“ în lichid, 
adică a viscozității. Dacă doriți să vedeți efectul viscozităţii, încercați să 
repetați oricare din experiențele pentru acasă cu ulei mineral în loc de apă. 


Relaţia de dispersie pentru unde gravitaționale pe apă. Am văzut struc- 
tura geometrică a undelor pe apă (ideală) dar nu știm încă nimic despre re- 
laţia dintre „formă“ (lungimea de undă și adîncimea) și frecvență. Acest lucru 
fiindcă nu am amintit nimic despre forțele de revenire ce acționează asupra 
apei din unde. (Reamintiţi-vă că forța de revenire pe unitata de deplasare și 
pe unitatea de masă este «w2. Acesta este un rezultat general și este valabil 
- atît pentru undele armonice pe apă cît și pentru orice alte unde.) 

În studiul efectuat în capitolul 1 asupra modurilor am văzut că, deoarece 
pentru toate părțile în mișcare ale unui mod w? are aceeași valoare, putem 
găsi relația dintre frecvența modului și forma modului considerînd mișcarea 
unui singur grad de libertate a unei părți în mişcare, odată ce se cunoaște 
forma modului. În problema de față, această: formă este dată de relațiile 
(63) și (64). De aceea, trebuie să considerăm numai mișcarea pe x (sau pe y) 
a unei singure picături de apă. Vom considera mișcarea pe xa unui volum 
infinitezimal de apă imediat sub suprafața sa. 

Să considerăm un volum minuscul care se întinde, la echilibru, pe o mică 
distanță Ax de-a lungul direcției de propagare x, pe o distanță L de-a lungul 
direcției „neinteresante“ z și pe o mică distanță verticală Ay. Dimensiunile 
Ax şi Ay sînt amîndouă considerate a fi mici în raport cu lungimea de undă. 
Forța de revenire ce acționează pe direcția x asupra acestui volum este egală 
cu aria LAy a feţei acestui volum înmulțită cu diferența presiunilor de pe cele 
două feţe aflate (la echilibru) în x și în x + Ax. Această diferență de presiune 
este dată de pg (densitatea masică ori accelerația gravitațională) înmulțită 
cu înălțimea apei dintre cele două fețe, adică cu diferența dintre valorile lui 
y, pe cele două fețe, așa cum este arătat în figura 7.6. Această diferență 
este la rîndul ei dată de derivata în raport cu x a lui y, înmulțită cu Ax 
distanța la echilibru dintre cele două fețe. Găsim, astfel: 


F, = — LAVWlp(a + Ax) — P(4)] = — LAypelyu(x + Ax) —y, (4)] = 


= — LAyAspg he = — (ame | 2] i: (70) 


unde AM = pLAxAy este masa apei din elementul de volum. Această forță 
produce o accelerație pe direcția x. Accelerația de-a lungul lui x este 92,/2£ 
care este egală cu — w2V,, deoarece avem o mișcare armonică. Astfel, legea 
a doua a lui Newton (pentru a accelera masa AM) este: 


care ne dă [folosind relația (70) pentru F,]: 


(ame| e] „= (ame te-a: () 
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Fig. 7.6. Forţa de revenire gravitațională de-a lungul sui x pentru un element de 
„volum de apă. Asupra volumului umbrit acționează o forță proporțională cu dife- 
rența de presiune p(x + Ax) — p(x). Această diferență de presiune este propor- 
țională cu diferența dintre înălțimile coloanelor de apă Vy (x + Ax) — by (a): 


Să folosim acum mărimile y, și Y, așa cum sînt date de relaţiile (63) și (64). 
Atunci relația (71) se scrie: 


pe). 
pliu erai e, 


Formula (72) reprezintă relația de disperșie căutată. În cazurile limită inte- 
resante ale undelor gravitaționale pe apă adîncă sau puțin adîncă, relația 
de dispersie și vitezele de fază corespunzătoare se obțin ușor din relația (72). 
Ele sînt: 


apă adincă: w? = gă, 9 = Vgă (73) 
apă puţin adîncă: o? = gk (h/X), vp = veh. (74) 


Astfel, undele gravitaționale pe apa puțin adîncă sînt nedispersive. Undele 
gravitaționale pe apă adîncă sînt dispersive: viteza de fază se dublează, 
cînd lungimea de undă se mărește de patru ori. 


Unde de tensiune superficială. În obținerea legii de dispersie dată de 
formula (72) am neglijat contribuţia tensiunii superficiale la forța de revenire. 
Pentru un element de volum dat de apă deplasată, contribuția tensiunii super- 
ficiale la forța de revenire este proporțională cu T (constanta tensiunii super- 
ficiale) înmulțită cu curbura suprafeței. Curbura este proporțională cu 7/2. 
Astfel, contribuția datorită tensiunii superficiale este proporțională cu TF?. 
Contribuţia datorită gravitației este proporțională cu greutatea Mg, adică cu 
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pg. Putem astfel presupune că contribuția relativă a tensiunii superficiale și 
a gravitaţiei la «2? este proporțională cu factorul adimensional TA?2/pg. Această 
presupunere este corectă. (Vezi problema 7.33). 


Unde progresive pe apă. Vă lăsăm să arătați (problema 7.31) că forma 
undelor progresive pe apă este: 


, = A cos (cot — ha) (et — e-24 e), (75) 
= A sin (ot — Ra) (et + e e). (76) 


Din relațiile (75) şi (76) puteți arăta ușor că în cazul undelor progresive pe 
apă adîncă o picătură de apă se mișcă în planul xy pe un cerc, deplasîndu-se 
înainte cînd se află pe creastă și înapoi cînd se află în vale. În cazul unei adîn- 
cimi oarecare / a apei, mișcarea se face pe o elipsă. Această mișcare eliptică 
este similară cu mișcarea circulară găsită în undele progresive pe apa adincă, 
cu excepția faptului că cercul este „turtit“ între suprafața de sus și cea de jos 
a tăvii (sau a lacului, sau a oceanului). Acesta este, cel puțin, cazul în care 
frecarea de la fundul apei este neglijabilă. Dacă nu este neglijabilă, atunci apa 
se mișcă relativ ușor înainte (pe creastă) dar se freacă de fundul apei cînd în- 
cearcă să meargă înapoi în vale. Rezultă că apa este dusă mai mult înainte, 
pe creste, decît înapoi, în văi, și apare o translație netă de apă. În acest caz, 
undele sînt aproape gata să se „spargă“ (sau chiar se sparg). Astfel, valurile 
care se sparg pe plajă tansportă apă cu ele. (Curentul de revenire este „curen- 
tul de fund“.) Un înotător subacvatic care înoată la o distanță pe care cl o 
consideră a fi sigură față de un mal stîncos (și pe care n-ar dori să fie aruncat) 
se poate afla în dificultate (eu, cel puțin m-am aflat) cînd apar valuri cu lun- 
gimi de undă excepțional de mari. 


7.4. UNDE ELECTROMAGNETICE 


În acest paragraf, vom utiliza ecuațiile lui Maxwell pentru a da o demon- 
strație generală anumitor fapte pe care le știm deja de la studiul liniilor de 
transmisie cu plăci paralele. Astfel, „ne vom consolida bazele“ și ne vom pre- 
găti pentru o înțelegere mai clară a undelor electromagnetice în spațiul tridi- 
mensional. 


Ecuațiile lui Maxwell pentru vid. Ele sînt date de (vezi Vol. II p. 280) 


= evx B, (77, 4) 
ti mtiiagI E, (77, b) 
at 
V.E=0, (77, c) 
v:B=0. (77, d) 
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Ecuația de undă clasică pentru unde electromagnetice în vid. 
Vom stabili pentru E o ecuație cu derivate parțiale eliminîndu-l pe B 


din relaţiile (77, a) pînă la (77, 4). Începem cu derivarea relaţiei (77, a) în 
- raport cu /. Folosim, apoi, relația (77, d): 


E: 29 x B, 
ot 


=-—2V x (VxE. (77, e) 
Se poate arăta [Anexă relația (39)] că pentru orice vector C avem: 
Vx(VxO)=V(V:0)—(V- VC. (78) 


Punîndu-l pe E în locul lui C în (78) și folosind faptul că V : E = 0 [ecuaţia 
(77, c)], obţinem din (77, e): 


2 
ba = 2 V2E(4,y,2,8. (79, a) 


Această ecuaţie vectorială constă din trei ecuaţii cu derivate parțiale: 


2 2 2 
fe ai c2V2E,; DE si Aga ; Ele 4 C2V2E,. (79, b) 
ae ae A cp 


Astfel, E, E, şi E, satisfac fiecare ecuaţia de undă clasică pentru unde nedis- 
persive [vezi ecuația (18), paragraful 7.2]. În mod similar, îl putem elimina 
„pe E din ecuaţiile lui Maxwell și vom obține ecuaţia de undă clasică pentru 
cele trei componente ale lui B (problema 7.12). 


Unde electromagnetice plane în vid. O undă electromagnetică plană constă 
din cîmpuri electrice și magnetice dependente de coordonatele spațiale și de 
timp E (x, y,z,) şi B (x, y,z, 4) avînd următoarele proprietăţi: 

1. Există o direcție de propagare unică pe care o luăm de-a lungul lui 
2. (Undele pot fi otice combinație de unde progresive sau unde staționare). 


2. Nici una din componentele lui E sau B nu depinde de vreuna dintre 
coordonatele transversale x și y. 
Avem, astfel: 


E = SE,(2, D + SE, d + 2E42,9, (80) 
B = %B,(2,) + YB,(2,0 + 28B,(2,9). (81) 


Desigur, faptul că avem unde plane [unde de forma expresiilor (80) și (81)] 
are de-a face cu locul de unde vin undele, cum sînt produse etc. Nu ne inte- 
resează, acum, sursele. Presupunem doar că undele vin de undeva și au forma 
relațiilor (80) și (81). 


Undele electromagnetice plane sînt unde transversale. Să aplicăm acum 
ecuațiile lui Maxwell expresiilor (80) și (81). Să folosim întîi legea lui Gauss 
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care spune că div E = P.. în vid, p este zero. De asemenea, deoarece nu 


€9 
există o dependență de x şi de y a nici uneia dintre componente, derivatele 
parţiale în raport cu x și y sînt zero. Avem astfel 


Ve e Mal. 0i o, | (82) 
02 


care spune că E, este independent de z. Că E, este, de asemenea, independent 
de t se vede luînd în considerație ecuația lui Maxwell privind „curentul 
de deplasare“, 


—=c2VxB. (83) 


Să considerăm componenta z a ecuației (83). În membrul drept apar 2B,/âx 
și 2B,/0y, amîndouă fiind zero. Astfel, 2E,/ât este zero. Tragem concluzia 
că E, este o constantă. Pentru simplitate, vom lua această constantă zero. 
(Prin aceasta nu pierdem din generalitafe. Folosim numai principiul superpo- 
ziției pentru „a neglija“ orice cîmp constant pe care deja l-am înțeles. Întot- 
deauna putem să-l luăm în considerare dacă condiţiile ne-o cer.) 
La fel, faptul că V - B = 0 ne spunecă B,(2, £) n-are nici o componentă 2. 
Că el nu depinde nici de timp, se vede considerînd componenta 2 a legii lui 
Faraday, 
iat VxE (84) 
at 


care ne dă 0B,/0t egal cu zero. Astfel, deşi ar putea exista cimpuri magnetice 
staționare datorate unor puternici curenți staționari undeva în spațiu, ele 
nu au dependenţă spaţială sau temporală și nu prezintă interes pentru noi. 
Vom lua astfel B, egal cu zero (folosind din no” principiul de superpoziţie). 

Pînă acum am ajuns la concluzia că (cu excepția cîmpurilor constante 
fără caracter ondulatoriu) undele electromagnetice plane sînt unde transversale. 
Cu alte cuvinte, cîmpurile electric și magnetic sînt perpendiculare pe direcția 
de propagare î. 


Cuplarea lui £, cu B,. E, E, B. și B, şi componentele x și y ale ecua- 
țiilor (83) şi (84) nu le-am folosit pînă acum. Componenta x a ecuației (83) 
şi componenta v a ecuației (84) ne dau: 


=  MâPutur ba. (85) 


Similar, componenta y a ecuaţiei (83) și componenta x a ecuaţiei (84) ne dau: 


1 0E, 208, 2B,_0E, 


(86) 


e 


2 0 02 04 dz 
În acord cu ecuaţiile (85), E, și B, nu sînt independente. Ele sînt „cupla- 


te“ prin ecuații liniare cu derivate parțiale de ordinul întîi, ecuaţiile (85). Ast- 
fel, dacă, de exempiu, E, este constantă atît în spațiu cît și în timp, B, va fi 
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la fel. Pe de altă parte, dacă E, este o funcție complet cunoscută atît de x 
cît și de ț, atunci, după cum vom arăta, B, este complet determinată (pînă 
la cîmpuri constante ce nu sînt interesante). Similar, E, şi B, sînt cuplate, 
în acord cu ecuațiile (86). Dacă E, este cunoscut, atunci B, este bine deter- 
minat: dacă E, este zero, B, este zero (sau constant). | 


Polarizare liniară și eliptică. Cîmpurile E, și E, nu sînt cuplate de ecuaţiile 
lui Maxwell (în cazul undelor plane, studiate acum). Ele sînt „independente“. 
Aceasta înseamnă că este posibil să producem (cu o sursă convenabilă de ra- 
diaţii) unde plane electromagnetice cu E, diferit de zero dar cu E, egal cu 
zero pentru orice z şi î. În acest caz undele se numesc polarizate liniar de-a 
lungul lui î. Intensitatea cîmpului electric E, și inducția magnetică B, sînt 
atunci singurele cîmpuri diferite de zero (sau mai degrabă neconstante). Pu- 
tem avea, în mod similar, unde electromagnetice care sînt polarizate liniar 
după 3 unde E, și B, sînt singurele cîmpuri diferite de zero. Putem avea, de 
asemenea, orice combinaţie de E, și E, (în cazul unei singure frecvențe) cu o 
diferență de fază arbitrară între E, și E,. Avem, atunci, o stare generală 
de polarizare, numită polarizare eliptică. Polarizarea o vom studia în capitolul-8. 

Poate ați observat că ecuaţia (85) leagă E, cu minus B, în același fel în 
care ecuaţia'(86) leagă E, cu B,. Semnul minus ar putea fi, la prima vedere, 
deconcentrant. Cu toate acestea, după cum puteți arăta ușor, dacă aveți unde 
polarizate liniar cu E, şi B, amîndouă pozitive (la un moment dat) şi dacă 
rotiți axele de coordonate cu 90” astfel încît noua axă y să fie orientată de-a 
lungul cîmpului electric atunci noua axă x va fi orientată de-a lungul sensului 
negativ al inducției magnetice. (Problema 7.34.) Astfel, din punct de vedere 
fizic ecuaţiile (86) sînt echivalente cu ecuaţiile (85). Aceasta înseamnă că nu 
vom pierde nimic dacă ne vom mărgini la analiza consecințelor ecuațiilor (85). 

De acum încolo vom presupune că avem numai o singură stare polarizată 
liniar corespunzind lui E, şi B, diferite de zero, adică corespunzînd ecuaţiilor -. 
(85). Ar fi mai simplu, dacă am considera la început o undă armonică progresivă 
pură care se propagă în direcția +-z. Atunci, vom vedea imediat cum putem 
obține un rezultat echivalent în cazul unei unde armonice pure ce se propagă 
în direcția —z. O suprapunere de astfel de unde cu amplitudini și constante 
de fază arbitrare ne va da atunci cea mai generală soluție pentru o frecvență 
dată și va include undele staționare pure ca un caz special. 


Undă armonică progresivă. Să presupunem că E, este dat de: 
E, = A cos (ot — k2). (87) 


Atunci ecuaţiile (85) și relația w = ck ne dau: 


0B, _ | 9E2_ 2 4 sin (cot — h2) i A A -(88) 
az c2 ot că c 02 

DB 2 tea —RA sin (ot — k2) = li) âtea (89) 
ot 02 cot 


În acord cu ecuaţiile (88) şi (89) variația lui B, în raport cu z și £ este 
aceeași cu aceea a lui E,. Vedem astfel că într-o undă armonică plană progresivă 
care se propagă în direcția +z, cB, şi E, sînt egali cu excepţia unor constante 
aditive neinteresante pe care datorită superpoziţiei le putem considera zero. 
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Dacă considerăm o undă armonică progresivă care se propagă în direcția 
—z găsim că cB, este E, luat Cu semnul minus după cum puteți vedea ușor 
înlocuindu-l pe k prin —k în ecuațiile de mai sus. Ambele direcții de propagare 
sînt incluse în următoarele afirmații recapitulative: 


JE(z, | = cl BG,5|, 
Unde progresive: | E:B=0, (90) 
ExB=v 


Unde armonice staționare. Să presupunem că E, este dat de 
E„(2, ) = A cos ut cos Bz. (91) 
Vă lăsăm, atunci, să arătaţi (problema 7.36) că: 


B,(z, p = Ş sinotsin ie = LE, e an ial (92) 

c C » 4 4 
Din ecuațiile (91) și (92) vedem că într-o undă electromagnetică plană în vid, 
E și cB sînt perpendiculare unul pe celălalt și pe 2, că au aceeași amplitudine 
dar sînt defazați cu 90” atît în spaţiu cît și în timp. (Această comportare este 
similară cu cea a presiunii și vitezei dintr-o undă staționară sonoră sau cu 
aceea dintre tensiunea transversală și viteză într-o undă staționară pe o coardă.) 


Fluxul de energie în unda plană. Densitatea de energie a cîmpului 
electromagnetic în vid este dată de: 


densitatea de energie = 90 (E2 + c? B2). (93) 


(Această expresie a fost dată în vol. II pag. 120 și 272 pentru cîmpuri statice 
dar se poate arăta că este valabilă în general.) Ne interesează energia în cazul 
oricărei combinaţii liniare de unde plane progresive și staționare. În parti- 
cular, ne interesează fluxul de energie. Se obține, atunci, o expresie pentru 
energia dintr-un element infinitezimal de volum cu aria A perpendiculară pe 
axa 2 și grosimea infintezimală Az de-a lungul axei z. (Vom examina apoi vi- 
teza cu care se modifică în timp această energie.) Energia* W'(£, 2) din acest 
element de volum este egală cu densitatea de energie înmulțită cu volumul 
AAz: 


W(z,5 = a co (£2 + 2 B). (94) 


Derivînd expresia W(z, î) în raport cu / obținem: 


2W(2, 5) 2E 2B 
——— = AAz eo | E, + 2B,—|: 95 
a | ap îi fuse =] se 


* Pentru a evita o confuzie între energie şi intensitatea cîmpului electric E, pe prima 
o vom nota cu W. (N. T.). 
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Să folosim acum ecuaţiile lui Maxwell (85) pentru a-i elimina pe 2E,/at 
și 2B,Jot: 


cub aia 4) = —Ac?2 Azeo (2. + B, =) = — Ac2Azeg AE.B,) = 
ot 02 Cea) le 02 
2b — accea] Csi — (E2B,)e P (96) 
z 


Ultima egalitate corespunde, pentru A: tinzînd la zero, definiției derivatei 
parțiale a lui E,B, în raport cu z (la £ fixat); adică evaluăm mărimea E,B, 
în poziţiile z și z + Az, scădem un rezultat din altul, împărțim prin Az, și 
trecem la limită cînd Az tinde la zero. Am văzut că viteza de variație a energiei 
în volumul A Az este dată de: 


Și ea = eo (e, d B(, D) — CeoE(e + Az, 0) Bz + 42,5 = 
= Sz, 8 —Sz k Az,d), (97) 
unde 
S„(z, ) = CleoE,(z, î) B„(z, î) = c(E x B),. (98) 


Astfel, viteza de variație a energiei în elementul de volum AAz este egală 
cu valoarea mărimii AS,(2, ?) evaluată în z, limita din stînga a intervalului, 
minus valoarea aceleiași mărimi la 2 + Az, limita din dreapta a intervalului. 
Mărimea S,(z, î) trebuie atunci să fie viteza instantanee de transfer a energiei 
pe unitatea de suprafață în direcția +z, în punctul z .Creșterea energiei în 
"elementul de volum (dacă există o creștere) rezultă din diferența între fluxul 
ce intră (prin stînga) și fluxul ce iese (prin dreapta). Componenta S,(z, 4) 
a vectorului flux S se defineşte ca viteza de transfer a energiei în direcția 4-2 
pe unitatea de suprafață (în J/m? : s) în z, £. (Desigur, aceasta este singura 
direcție a fluxului de energie în această problemă, deoarece l-am ales pe 2 
ca direcție de propagare). 


Vectorul Poynting. Forma generală a vectorului flux este: 


S = e9c?E x B, (99) 


care este independentă de alegerea sistemului de coordonate. Vectorul flux 
S se mai numește și vectorul Poynting. 


Densitatea de energie și fluxul pentru o undă progresivă. În cazul unei 
unde liniar polarizate care se propagă în direcția +z, putem lua E = xE, 
și B=—3B,, cu cB, = E, pentru orice 2 şi î. Astfel (cu Eo în V/m) avem: 


E, = Eo cos (wt — k2), 


B; = d, Eo cos (ot — k2), (00) 
c 


densitatea de energie = = (E2 + c2B2) = eoE3 cos? (ot — h2) (101) 
fluxul de energie = S, = eoc?E,B, = tocE2 cos? (ot — k2). (102) 
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Notaţi că fluxul de energie S, (în ]/m? : s) în cazul undei progresive este pur 
și simplu densitatea de energie (în ]/m?) înmulțită cu viteza luminii (în m/s). 

Fluxul de energie mediat în timp (la z fixat) este egal cu fluxul de energie 
mediat în spațiu (la £ fixat). Amindouă sînt independente de z și £ și se obțin 
din ecuația (102), înlocuindu-l pe cos? (ww — 42) prin valoarea sa medie 1/2. 


Densitatea de energie și fluxul de energie într-o undă staționară. În cazul 
unei unde staționare avem: 


E, = Eo cos ot cos khz, 


E : 103 
By = să Eo sin o! sin kz. (199) 
c 


Densitatea de energie electrică și densitatea de energie magnetică au 
maximele separate în timp cu A de perioadă și în spațiu cu SI din lungimea 
de undă. Vă lăsăm să arătați (problema 7.36) că în orice regiune de lungime 


| 3 ş L. x ; : î 
7; ), energia totală este constantă. În cîmpul electric energia oscilează 


armonic în jurul valorii sale medii cu o frecvență 2w avînd ca valori limită 
zero și dublul energiei medii. La fel se întîmplă și cu energia magnetică. Ast- 
fel, energia oscilează înainte și înapoi avînd un caracter pur electric cu maxi- 
mul densității într-o poziție și un caracter pur magnetic cu maximul ia La 


într-altă poziție distanțată cu — A de prima. 


Această comportare seamănă cu cea a unui oscilator armonic: energia 
totală a oscilatorului este constantă dar oscilează între o energie cu caracter 
pur potențial, cu corpul aflat într-o poziție, și o energie cu caracter pur cinetic, 
cu corpul într-altă poziție. Fiecare dintre energiile potențială și cinetică osci- 
lează armonic în jurul valorilor lor medii cu frecvența 20, aici factorul 2 se 
datorează faptului că energia potenţială are o valoare mare și pozitivă de 
două ori într-un ciclu de oscilație (ca și energia cinetică). Intensitatea cîm- 
pului electric E, dintr-o undă staționară este întrucîtva analoagă deplasării 
din poziția de echilibru a corpului atașat unui oscilator armonic, în timp ce 
inducția magnetică B, este întrucîtva analoagă vitezei corpului. 

Fluxul impulsului într-o undă plană progresivă — presiunea radiației. 
Dacă se absoarbe un fascicul de radiație electromagnetică fără reflexie, atunci, 
radiația cedînd absorbantului o anumită energie W cedează, după cum vom 
vedea, de asemenea, și impuls (de-a lungul direcției de propagare). Impulsul 
cedat este W/c. Dacă fasciculul este reflectat la 180” de către o oglindă (fără 
nici o absorbție), atunci el va ceda oglinzii un impuls de două ori mai mare; 
adică, dacă energia W este reflectată fără absorbție, oglinda va -cîștiga im- 
pulsul 2W/c de-a lungul direcției de propagare. Astfel, radiația împinge 
obiectele care o absorb sau care o reflectă. Această împingere se numește 
Presiunea radiației. Energiei W a unei unde electromagnetice progresive îi 
corespunde un impuls P dat de relaţia: 


(104) 


unde 2 este de-a lungul direcției de propagare. 


352 


O demonstrație simplă a relaţiei (104) se bazează pe ideea că într-o undă 
progresivă lumina este înmănunchiată în pachete numite fotom. Un foton este 
o „particulă“ avînd masa de repaus zero. O particulă relativistă cu masa de 
repaus M și impulsul P are energia W dată de: 


W = [(eP)? + (Modena. (105) 


Dacă M este zero, obținem ecuaţia (104). 

Demonstrația de mai sus este scurtă și, poate, înșelătoare. Faptul că ra- 
diația electromagnetică se dovedeşte a fi „cuantificată“, în sensul că poate ceda 
energie numai în. „bucățele“ cuantice cu energie fi, n-are într-adevăr nimic 
de-a face cu presiunea radiaţiei, n-are nimic de-a face cu ecuația (104). Atunci 
va trebui să fim în stare să dăm o demonstrație pur clasică a relației (104) 
fără a folosi ideea fotonilor sau a „particulelor“ și vom face acest lucru acum. 
(Veţi studia aspectele cuantice ale luminii în vol. IV). 

Să considerăm o particulă de sarcină g asupra căreia acționează o undă 
plană progresivă. Fie sarcina g pozitivă și să considerăm că particula este 
scoasă din repaus la / = 0. Forța F care ipac asupra particulei este 
forța Lorentz, 


F=9E+g9vxB. (106) 


La început (de exemplu, în timpul primelor cîtorva oscilații), mărimea vitezei 
v este mică. Atunci mișcarea particulei încărcate se datorește în principal lui 
E. Astfel v este de-a lungul lui E și își schimbă sensul ori de cite ori E își 
schimbă sensul. Dar B își schimbă sensul ori de cîte ori E își schimbă sensul. 
Astfel, v x B are întotdeauna același semn. Forța exercitată asupra lui g 
datorită lui B este dirijată tot timpul în sensul de propagare, sensul lui E x 
x B. Astfel, sarcina g suferă o mișcare ce este o suprapunere a oscilației 
transversale cu frecvența cîmpului și o creștere lentă a vitezei de-a lungul 
direcției de propagare. Vom arăta acum că media în timp a vitezei cu care 
particula încărcată cîștigă impuls de-a lungul lui z este de 1/c ori media în timp 
a vitezei cu care particula încărcată absoarbe energie de la unda progresivă. 
(Particula nu păstrează energia pe care o absoarbe. Dacă este o particulă 
dintr-un absorbant perfect atunci, ea transmite energie în mod continuu 
materialului, prin frînarea rezistivă a sarcinii. Dacă este o particulă aflată 
în spaţiul liber atunci, la rîndul ei, radiază energie în mod continuu. Energia 
radiată în direcția undei incidente este neglijabilă astfel încît o parte negli- 
jabilă din energia absorbită este returnată unde progresive.) 

lată demonstrația. Unda noastră progresivă standard are E = SE,, 


= $B, și B, = le E,. Viteza v a particulei încărcate este dată de v = âă + 
Pa - 


+ 3 + 22. 
Introducînd aceste valori în ecuația (106) și folosind & x $ = 2, yx 3=0 
și î X = — %, obţinem; 


F=— 59E, + gxB,2 — q:B,ă. (107) 


Să luăm media pe un ciclu a relației (107). Primul termen mediat 3gE, este 
zero. La fel și termenul ultim care îl conține pe 2 B,. Aceasta deoarece am pre- 
supus că creşterea vitezei de-a lungul lui z în timpul unui ciclu este neglija- 
bilă, adică putem considera în timpul unui ciclu că viteza 2 care crește încet 
ar fi constantă. Atunci inducția B, mediată pe un ciclu este zero. Termenul 
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care a mai rămas gx B,2 nu dă zero prin mediere, deoarece viteza transversală 
x oscilează cu aceeași frecvență ca B,. Reamintindu-ne că forța este viteza de 
variație a impulsului, obținem pentru media în timp (notată prin paranteze 
ascuțite ( >) 


D= d) = îq4B,). (108) 


Să considerăm acum viteza cu care unda progresivă efectuează lucru mecanic 
asupra particulei încărcate. Viteza instantanee de efectuare a lucrului mecanic 
„asupra sarcinii g Ste dată de: 


îy: F=v-:(QE+gqvx B)=qv:E+0=—găE,. 
Mediind pe un ciclu, obținem: 
dW 
a ja bă 109 
ET q GE.) (109) 


Comparînd relaţiile (108) și (109), și folosind faptul că B, = ra E, (pentru 
c 


o undă progresivă), vedem că: 


E) ua 


Astfel, în timpul în care particula cu sarcina g primește de la unda progresivă 


energia W ea primește, de asemenea, de la undă și un impuls 2 (=) Nu-este 
[2 


posibil să primească energia W fără a primi şi imapulsul 2 LA Acesta este 
e 


același lucru cu a spune că radiația are impulsul dat de relația (104). Pre- 
siunea radiaţiei solare este discutată în problemele 7.13, 7.14, și 7.15. 


Momentul cinetic transferat unui purtător de sarcină electrică de către . 
o undă plană progresivă. Vcm arăta că o undă plană progresivă poate trans- 
fera unui purtător de sarcină g nu numai energie și impuls ci și moment ci- 
netic. Pentru a face acest lucru ea trebuie să pună particula încărcată în 
mișcare circulară. Desigur, acest lucru nu se va întîmpla în cazul unui cîmp 
„liniar polarizat“ ca cel pe care l-am considerat pînă acum. Acest lucru se 
întîmplă dacă lumina este „polarizată circular“. Să considerăm o undă care 
se propagă de-a lungul direcției +2 avînd intensitatea cîmpului electric E 
constantă și care se rotește (la z fixat) în jurul axei z cu viteza unghiulară w, 
sensul rotației fiind dat de regula burghiului. Astfel, (pentru z fixat) E, și 
E, sînt funcții armonice de timp iar E, este defazat înaintea lui E, cu 90. 
Inducţia magnetică B este dată (ca întotdeauna într-o undă progresivă) 
de cB=— 2 x E. Deoarece cîmpul electric mișcă particula cu sarcină g (iar 
inducția magnetică îi curbează traiectoria), presupunem că în stare staționară 
g se mișcă pe un cerc cu viteza unghiulară «w avînd același sens de rotație 
ca și cîmpurile. (Sarcina g se deplasează foarte puţin și în direcția +2, din 
cauza presiunii radiației exercitată asupra ei de către unda progresivă. Această 
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deplasare o vom neglija.) Astfel, con- 
figurația cîmpurilor, ale poziţiei r și 
ale vitezei v sînt arătate în figura 7.7. 
Notaţi că wr are aceeași mărime ca v. 
Pe figură sînt indicate și direcțiile 
relative ale lui or și v. 

Momentul forței 7 aplicat parti- 
sulei de sarcină g este egal curxF. 
Astfel, (multiplicînd cu «) vedem că: 


ot=or XF=orXxgE+ 7 
+or x g(vx B). (111) 


Să mediem acest moment pe un ciclu. 
Din figura 7.7 vedem că v X B are direc- 
ţia și sensul lui £, și decir x(vx B) 
are direcția lui v dar sensul opus. 
Deoarece fiecare componentă a lui v 
mediată pe un ciclu este zero vedem 
că inducția magnetică nu are nicio Nr INDIE ap tel a 
contribuție la momentul mediat în timp. „caza sa;cina gi să si miște pere il 
Iarăși, vedem din figura 7.7 că orxE circulară. î iese din planul hirtiei. 
„are direcția și sensul lui 2 și are acee- 

ași mărime algebrică ca și v : E. Se obţine, atunci 


or XE=îv:E. (112) 


Astfel, media în timp a momentului ce acționează asupra unei particule de 
sarcină g exprimat prin relația (111) este dată de: 


N a N, 
= (= Ze E) a) (113) 


unde am folosit faptul că momentul forței este egal cu viteza de variație în 
timp a momentului cinetic ] și că gv-E este viteza cu care unda efectuează 
lucru mecanic asupra lui g. În acord cu relația (113), particula cu sarcina g 
care absoarbe energia W de la o undă progresivă plană, circular polarizată, 
al cărei sens de rotaţie este dat de regula burghiului, absoarbe și momentul 
cinetic ] dat de: 


W 


ga 
LO] 


Acest rezultat poate fi exprimat folosind vectorul unitar & pentru di- 
recția de rotație. Rezultatul este că o undă plană progresivă, circular polari- 
zată transferă momentul cinetic 


(114) 


unde u este fie în sensul, fie opus sensului de propagare. 
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După:cum vem vedea în capitolul 8, o undă plană, progresivă, liniar pola- 
rizată de amplitudine A se poate considera ca suprapunerea a două unde 
plane, progresive, circular polarizate, fiecare avînd amplitudinea (1/2)4 dar 
cu sensuri de rotație opuse. Astfel, ea nu transferă moment cinetic. 

După cum veți afla în volumul IV, undele electromagnetice plane, pro- 
gresive, transferă energia numai în porții „cuantificate“ de energie AW = 
= ho. În acord cu formula (114), o astfel de undă trebuie să transfere o canti- 
tate corespunzătoare, cuantificată, de moment cinetic AJ = Ai atunci cînd 
este absorbită (sau emisă). Este important să ne dăm seama că relația (114) 
este valabilă numai pentru unde plane progresive. Ea este, astfel, valabilă 
la distanțe suficient de mari „de sursa punctuală“ de radiaţie. 

Se arată că, dacă se trimite lumină polarizată circular „dreapta“ printr-o 
„lamă (de întîrziere) jumătate de undă“ transparentă, sensul polarizării se va 
inversa. Aceasta va da plăcii un moment de recul, deoarece placa va trebui 
(prin recul) să asigure de două ori momentul cinetic dat de relația (114). 
Acest lucru se va discuta în problema 8.19. 


Unde electromagnetice într-un mediu omogen. Am folosit ecuațiile lui 
Maxwell pentru a studia undele plane electromagnetice în vid. În lectura 
suplimentară 9 folosim ecuațiile lui Maxwell pentru a studia undele electro- 
magnetice într-un mediu omogen altul decît vidul. Obţinem atunci rezultatul: 


JA = eu, (115) 


unde e, este constanta dielectrică iar u, permeabilitatea magnetică relativă. 


Acest rezultat este același cu cel obținut în paragraful 4.3 privitor la undele 
electromagnetice pe o linie de transmisie cu plăci plan paralele [formula (4.66)]. 


7.5. RADIAȚIA UNUI PURTĂTOR PUNCTIFORM DE SARCINĂ 


În acest paragraf vom afla cîmpul electric și inducția magnetică într-o 
undă sferică divergentă emisă de o sarcină punctiformă * oscilantă. Rezultatele 
la care vom ajunge ne vor ajuta să înțelegem proprietățile radiației electro- 
magnetice emise de atomi, stații de radio și stele și ne vor spune, în plus, 
de ce cerul este albastru. 


Ecuațiile lui Maxwell în cazul în care se ține seama și de termenii cores- 
punzători sursei. Trebuie să folosim ecuaţiile lui Maxwell complete incluzînd 
și „termeni sursă“, cei care dau contribuţiile sarcinilor și ale curenților: 


Voi a i (116) 


* Vom folosi această expresie ca o prescurtare pentru „purtător punctiform încărcat cu 
sarcină electrică“, așa cum se procedează şi în textul original, (N.T.) 
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e pitt 117 
3 (117) 
V.B=0 (118) 

ET PRR i (119) 

aa: ct tea 


Am utilizat deja, toate aceste patru ecuaţii pentru vid (unde p și ] sînt zero). 
Am găsit, astfel, (în paragraful 7.4) că E și B verifică ecuaţia clasică pentru 
undele nedispersive ce se propagă cu viteza c. Mai mult încă, am aflat, deja, 
relațiile dintre E și B la distanțe mari de sursă deoarece putem presupune 
că în regiuni suficient de depărtate de sursă undele nu se pot deosebi de 
undele plane (dacă nu încercăm să corelăm cîmpurile dintr-un anumit punct 
cu altele dintr-altul mult prea îndepărtat). 

Ne rămîne numai să folosim termenii specifici sursei din ecuaţiile lui 
Maxwell pentru a afla cum depind undele radiate de mișcarea sursei. Dar în 
ecuaţiile lui Maxwell sînt două „surse“. Una este densitatea de sarcină p; 
cealaltă este densitatea de curent ]. Aceste două surse nu sînt independente; 
ele sînt legate prin legea de conservare a sarcinii: 


de 
iri « alta 10. 120 
5; “hit -X (120) 


[Puteţi verifica ușor ecuaţia (120), folosind ecuațiile (116) și (119) și faptul 
că V-:V x V=—0. Vezi vol. II, ecuaţia (4.9)]. Atunci avem nevoie să-l folo- 
sim pe ] explicit deoarece, urmărind mișcarea sarcinii punctiforme g, vom 
impune automat conservarea sarcinii. Curentul va fi, în acest mod, implicit 
prezent dar nu ne vom ocupa de el. Putem să ne concentrăm atenția asupra 
efectului sarcinii așa cum rezultă din ecuația (116). 


Legea lui Gauss și conservarea fluxului lui E. Ecuația (116) este echiva- 
lentă cu legea lui Gauss (vezi vol. II, paragrafele 1.10 și 2.10). În cazul unei 
sarcini punctiforme în repaus legea lui Gauss sau ecuația (116) ne dă familiara 
dependență a intensității cimpului de inversul pătratului distanței (vol. II 
paragraful 1.11). 


piei Al (121) 


47ceor2 


unde r = 7 f este vectorul deplasare de la sarcina g pînă la un punct de ob- 
servație dat. Pentru o sarcină în mișcare, putem folosi conceptul de linii de 
cîmp și de conservare a fluxului lui E (care este echivalentă cu conservarea 
sarcinii). [Vezi vol. II, paragrafele 5.3 și 5.4]. 


Sarcină în mișcare. Vom folosi acum legea lui Gauss pentru a afla cîmpul 
de radiație emis de o sarcină punctiformă care suferă următoarea mișcare: 
sarcina pozitivă g este în repaus în originea unui sistem inerţial între momen- 
tele ţ=— — oo şit = 0. Lat = 0, ea este accelerată cu accelerația constantă a, 
în direcţia +, pentru un interval de timp scurt Af/. După aceea ea se mișcă 
cu viteza constantă v = aAf. Înaintea lui t = 0, oriunde în sistemul inerţial 
cîmpul electric este dat de relaţia (121); inducția magnetică este zero. În tot 


357 


acest timp liniile de cîmp ale lui E diverg din g. La (= 0, accelerarea bruscă 
provoacă distorsiuni ale liniilor de cîmp ale lui E și creează linii ale lui B. 
Acestea se deplasează dinspre sursă în afară ei cu viteza c. (În această frază 
am folosit toate ecuațiile lui Maxwell). Vem afla numai cîmpurile la distanță 
mare; de aceea trebuie să-l găsim numai pe E. (Rezultatele privitoare la 
undele plane ni-l vor da p> B.) 
Fie un timp t mare în comparație cu Af. În punctele ale căror distanțe 
Zi față de origine sînt mai mari decît cț, „știrile“ despre accelerație n-au ajuns 
încă (adică, n-a ajuns încă distorsiunea). În puncte cu 7 mai mic decît c(ț — 
— At), distorsiunea a trecut deja și cîmpul electric este cel al unei sarcini în 
“mișcare cu viteza constantă v. Acest cîmp are un sens ce iese din „poziția 
momentană“ a sarcinii g. Cîmpul electric într-un punct de observaţie fix 
plasat la distanța 7” de poziția instantanee a unei sarcini g ce se mișcă cu viteza 
uniformă 7, a fost obţinut în volumul II, paragraful 5.6. Direcţia acestui 
cîmp în punctul de observaţie este de-a lungul liniei care unește poziția instan- 
tanee a sarcinii cu punctul de observaţie. Mărimea intensității acestui cîmp 
electric este dată de: 


92 
it Rit na 3 Aa (122) 
4neor'? (1 — 82 sin20)P 


unde f = vj/c și 6 este unghiul dintre direcția vitezei v și direcția ce trece 
prin poziția instantanee a lui g și punctul fix de observație. Ne vom ocupa 
numai de cazurile cînd v este foarte mic față de c. (Acesta este cazul emisiei 
radiației vizibile de către atomi, unde se arată că v/c este de ordinul lui 1/137.) 
Într-o foarte bună aproximaţie, în formula (122) putem pune 6 =0*. 
Avem, astfel, rezultatul simplu care spune că pentru o sarcină în mișcare 
cu viteza uniformă  < c, intensitatea cîmpului electric într-un punct de 
observație îndepărtat este: 
, pi a 
E, = i Faze (123) 


Arp: 7 


under” = 7'î” este vectorul deplasare din poziţie instantanee a lui g la punctul 
fix de observație. 

Pe noi ne interesează cîmpul electric în distorsiunea care se propagă 
în afară cu viteza luminii. Putem afla acest cîmp folosind legea lui Gauss la 
un moment dat pentru a „asocia“ cîmpul existent imediat în fața distorsiunii 
dat de ecuația (121) cu cîmpul existent imediat în spatele distorsiunii [dat de 
ecuația (123)] într-un astfel de mod încît fluxul lui E (integrala pe suprafață 
a lui E) să se conserve. (Vezi vol. II, paragraful 5.7.) 

Considerăm un timp ț care este mare în comparație cu durata în timp 


At a accelerației. Putem neglija atunci distanța 2 (A pe care o parcurge 


sarcina în timpul A/ în comparaţie cu distanța mult mai mare vț pe care a 
parcurs-o cu viteză constantă. Să considerăm un punct de observaţie al cărui 


* Cazul general pentru v arbitrar (v s c) este obținut de T.R. Tessman, T.T. Finnell, 
]r., Am.]. Phys. 35, 523 (1967). 
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vector de poziție față de origine r face un unghi 0 cu viteza v. Timpul / se alege 
astfel încît distorsiunea să înceapă să măture punctul de observație tocmai 
la timpul î. Astfel, r = ct. Să considerăm r' în spatele distorsiunii. Deoarece 
v & c, sarcina a parcurs o distanță vt care este foarte mică în comparație cu 
r = cl. De aceea direcția lui î' este în mod esențial paralelă cu direcția 
lui î, Distanţa 7” este, atunci, dată practic de: 


r' = rr —vt cos 0 = (i Pe cos ) A 7, întrucît 4 EA ÎN (124) 
ă c c , 


Dispunerea geometrică este arătată în figura 7.8. 

Fie E, şi E, mărimile componentelor lui E care sînt perpendiculare, 
respectiv paralele cu direcţia de propagare f, unde E este cîmpul electric în 
spaţiul ocupat de distorsiune. Conservarea fluxului electric implică continui- 
tatea liniilor de cîmp. Atunci raportul dintre componenta transversală (per- 
pendiculară) E, şi componenta longitudinală (paralelă) E, se obține prin 
simpla privire a figurii 7.8. Triunghiul dreptunghic a cărui ipotenuză este 


Fig. 7.8. Radiația unei sarcini punctiforme în mișcare accelerată. Distorsiunea din linia de cimp 

a lui E se propagă cu viteza c. Figura a fost desenată pentru cazul ? > At şi v(= aAt) & c. Com- 

ponentele lui v, perpendiculare pe (sau paralele cu) direcția lui ? de la sarcina gla punctul de 
„ observaţie, au fost notate cu v) şi, respectiv, 9 Le 
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Fig. 7.9. Intensitatea cimpului electric în zona 

distorsiunii. Liniile punctate ne prezintă o supra- 

față imaginară folosită pentru a aplica legea 
lui Gauss. 


Tia 


“linia de cîmp a lui E în distorsiune și ale cărui laturi sînt E, și E | este aseme- 
nea cu triunghiul dreptunghic cu laturile de lungime v,£ și cAt. Privind figura 
7.8 vedem că: 


i e 125 
E, cAL i ( ) 
sau, deoarece v , este a,A/ şi 1 este 7/e, 
E. (a. 46) AL PRL (126) 
E, cAt c2 


unde 4, este mărimea componentei transversale a accelerației a. 

Mai trebuie să-l cunoaștem pe E,, componenta longitudinală a lui E 
în interiorul distorsiunii. Îl găsim aplicînd legea lui Gauss micului volum 
sub forma unei cutii de medicamente arătat în figura 7.9. Nu există sarcină 
în interiorul „cutiuţei“ astfel încît fluxul electric care ar intra în ea să fie egal cu 
cel care ar ieși din ea. Ne alegem cutiuța astfel încît fluxul care intră să fie 
egal cu E, înmulțit cu aria suprafeței de intrare a cutiuţei iar fluxul care pără- 
sește cutiuța să fie egal cu cîmpul radial E, aflat imediat în fața distorsiunii 
înmulțit cu o arie egală. Din figura 7.9 tragem concluzia că E, și E, sînt ega- 
le. Dar E, este dat de o lege de invers-proporţionalitate cu pătratul distanţei, 
relația (121). Avem astfel: ; 


Eos. E, Aa 127 
] FERZa (127) 


[Dacă argumentul cu cutiuța ar fi aplicat imediat în spatele distorsiunii, am 
obţine că E, trebuie să fie egal cu E, așa cum este el dat în ecuaţia (123). 
Dar E, este egal cu E, deoarece 7” este practic egal cu 7, în acord cu relația 
(124). Obţinem, astfel, ecuația (127). Și ecuația (125) se poate obține printr-un 
argument cu cutiuța. Metoda noastră mai simplă, luarea în considerare a 
sensului lui E în distorsiune, este echivalentă cu argumentul cutiuței, așa cum 
puteți vedea ușor (Problema 7.16)] Ă 


Cîmpul de radiaţie. Considerînd relaţiile (126) și (127) găsim pentru 
intensitatea cîmpului transversal din distorsiune: 


meg? 4neorc? 


Luăm, acum, în considerare şi direcția hii E, observînd pe figura 7.8căE, 
în punctul 7 la timpul ț este de-a lungul direcției a lui a, la momentul de timp 


Lă Y a 
Ei (area ia a (128) 
G c* 4 
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anterior /', unde /' = t — (r/c). Îl onorăm pe E, cu un nume, cîmpul de ra- 
diație Esca: 


Ameorc: ( ] 29) 


De notat că, deoarece componenta radială a lui E în distorsiune este iden- 
tică cu componenta radială a cîmpului din fața și din spatele distorsiunii, 
ea nu poartă nici o „informaţie“; nu reprezintă „radiație“; nu face parte 
dintr-o undă progresivă. Un detector ce ar detecta numai cîmp electric ra- 
dial nu ar observa distorsiunea deloc. Acesta este motivul pentru care numai 
cîmpul transversal din distorsiune poartă numele de „cîmp de radiație“. 
Trebuia să ne așteptăm la acest lucru, din rezultatele obținute în paragraful 
7.4 în legătură cu undele plane unde am văzut că componentele longitudinale 
ale lui E și B sînt constante în spațiu și timp și nu trebuie considerate ca o parte 
a undei. (În acest exemplu privind radiația unei sarcini punctiforme, cîmpul 
într-un punct îndepărtat r ar trebui să fie similar cu cel al unei unde plane într-o 
zonă limitată transversală pe î.) Îndrăznim să preluăm și alte rezultate obți- 
nute în cazul undelor plane și anume: B și E sînt perpendiculare unul pe celă- 
lalt precum și pe direcția de propagare t iar între mărimile lui B și E există 
relația cB = E în fiecare punct și în fiecare moment de timp. 

Generalizare în cazul mișcării arbitrare (nerelativiste) a unei sarcini 
punctiforme. Să considerăm. că avem un purtător punctiform încărcat cu 
sarcina g („sarcină punctiformă“) care execută o anumită mișcare complicată 
tridimensională. O vom numi mișcare „arbitrară“ dar ea trebuie tot timpul 
să satisfacă condiția v & c. Vom presupune, de aici încolo, pentru simplifi- 
care, că sarcina g rămîne în vecinătatea originii sistemului de coordonate. 
Astfel, g ar putea fi, unul dintre electronii antenei unui post de radio sau ai 
unui atom aflați la distanță mare. Ceea ce înțelegem prin „vecinătate“ și 
„distanță“ este faptul că vectorul deplasare r' din poziția instantanee a lui g 
și pînă la punctul fix de observaţie, poate fi considerat aproape constant în 
direcție și lungime. În acest fel, un atom „îndepărtat“ poate fi la 10-7 m depăr- 
tare de punctul de observație, deoarece „vecinătatea“ ocupată de atom are o 
rază de numai 101 m. Ca o antenă de radio de 10 m lungime să fie tot atît de 
„distanțată“, ar trebui să se afle la 10 km depărtare. 

Care este într-un punct de observație depărtat cîmpul de radiație datorit 
acestei mișcări „arbitrare“ a sarcinii? Expresia (129) a fost obținută pentru o 
mișcare extrem de simplă, constînd dintr-o accelerație constantă pentru un 
interval scurt de timp At urmată de o mișcare cu viteză constantă. Am 
găsit că în punctul de observaţie, la timpul f, cîmpul de radiație rezultant 
se datorește în întregime accelerației transversale a, (/”) calculată la „timpul 
retardat“ anterior ț' = t — (7/c). Acum, pentru o mișcare în care a(/) este 
o mărime care variază tot timpul (dar continuă fără salturi) putem considera 
pe a(t') ca fiind constantă în mărime și direcție pentru un interval suficient 
de scurt A/'. Atunci accelerația a(/') produce în timpul A/' în punctul de 
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observație un cîmp de radiație dat de relaţia (129) și care depășește punctul 
de observaţie într-un interval de timp Af. Acum a intervenit o complicaţie. 
Momentul de timp retardat la care are loc acceleraţia este dat de: 
„1 ERE A (130) 
c 


Radiația emisă de g în intervalul de timp A/' trece de punctul de observaţie 
în intervalul de timp At dat de: 


Lă 


Y 


At = a(r + Doar + 
[2 


C 


i (131) 


unde Ar” este modificarea în intervalul de timp A!” a distanţei dintre sarcina 
g și punctul de observaţie. Vedem că, în general, At nu este egal cu A/'. Astfel, 
la un moment dat ț există o „suprapunere“ în punctul de observaţie între con- 
tribuțiile cîmpului de radiație emis la diferite momente de timp retardat /'. 
Evitarea suprapunerii. Nu vrem să studiem acest caz general. Să notăm 

că Ar' este egal cu componenta longitudinală a vitezei înmulțită cu A/'. 
Astfel, pentru v < c, putem neglija într-o bună aproximație pe Ar” în rela- 
ţia (131): 
Abreigit itm Asi sp ALO ca A” pentru ÎL & 1. (132) 

c c c 


Cînd v < c, între At și A/' este o suprapunere neglijabilă. Există atunci o 
corespondență biunivocă între radiația detectată la timpul / și accelerația 


transversală la un singur moment retardat t'. În acest caz, cîmpul de radiație 
E,aa(r, î) este dat de relația (129) pentru toate momentele 7. 


Dacă E este cunoscut, atunci este cunoscut și B. Presupunem, de acum 
încolo, că expresia (129) este valabilă pentru orice punct de observaţie, cu r 
aproape constant. Considerăm, de asemenea, că B,, este dat de relația 
valabilă pentru unda plană. Astfel, (lăsînd deoparte indicele „rad“ pentru 
cîmpurile de radiație) obținem: 


Br, =? XE). (133) 
Cc 


Energia radiată de o sarcină punctiformă. Pentru un punct de observație 
îndepărtat, vectorul Poynting S(r, 7) este dat de: 


S(r, t) == coc? ExB= coc[E(r, e 


4 "12 2 
Sir, = ce E] = ala (0 


A 


f 
Li 
4xp 


unde unităţile lui S sînt J/m?/s. Fluxul energetic în ]/s care traversează 
suprafața infinitezimală dA plasată în punctul de observaţie r (și orientată 
perpendicular pe î) este dat de mărimea vectorului flux S înmulțită cu supra- 
fața dA. Să considerăm acest flux energetic dP (P este puterea în ]/s; litera 
d indică faptul că considerăm puterea infinitezimală prin dA): 
2 

APţe desf St Sp Aia Cea apar 0 2 

47eegcă 47r2 


(134) 


(135) 
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Fie 0(7') unghiul pe care accelerația retardată instantanee a(”) îl face cu direc- 
ţia constantă r din vecinătatea lui g pînă la punctul de observaţie, Atunci 
în acord cu figura 7.8, avem: 


at (P) = a2(r) sin?0 (7). (136) 
Relaţia (135) se poate scrie: 
$ dA 


Arer2 


zi (137) 


Puterea instantanee totală radiată în toate direcţiile. Să-i fixăm atît pe 
t' cît-şi pe r și să-l integrăm pe dP peste toate direcţiile ? (adică, pe suprafața 
sferei de rază 7). Dacă n-ar fi factorul sin?0(/') am putea calcula integrala 
foarte ușor înlocuind pur și simplu suprafața infinitezimală dA prin suprafața 
totală a sferei 4mr2. Așa însă, trebuie să includem variația lui sin20(/), cînd 
integrăm peste diferite suprafeţe infinitezimale dA în diferite puncte de ob- 
servație distribuite pe sferă. Putem scrie: 


dp(r, 5 = Cat) sin? 6(/) 


2 SE sf: 
P(6) aa) sin? 9(/), ț ST Pa zi - (138) 
unde 
sin0 (7) = [sin aie (139) 
4xr2 


Pentru a evalua această integrală putem folosi coordonate sferice aşa cum 
se vede în figura 7.10. pe pes infinitezimală dA este aria unui mic dreptunghi 
cu lungimile laturilor 7dO și 7 sin 6 de, Astfel, 


dA _ (rd6) (r sin 6 de) 


: = d6 sin 6 de. (140) 


p 7 


Fig. 7.10. Coordenate sietice. Ana infinitezimală dA de la căpătu! razei vectoare r şi orien= 
tată perpendicular pe t are mărimea r?dg sin 0 df. 


363 


Atunci puteți arăta ușor (problema 7.40) că: 
(141) 


lată o demonstraţie simplă a relaţiei (141). Vectorul r are componenta 7 cos 6 
de-a lungul axei polare. Să notăm această axă cu z. Atunci z,=7 cos. 
Cînd îl mediem pe 2? peste toate direcțiile 6 (ținîndu-l pe 7 fix pe o sferă), 
trebuie să obținem același rezultat și pentru valorile medii ale lui x? și y2. 
Dar pentru fiecare punct avem x? + y2 + 22 = 2. Obţinem atunci 


p2 = 2 PIPI V+ = 
— 32 — 32 cos? 6 
Prin urmare, 
——a pe | 
cos20 = an 
3 37 
car D= 1 2 
sin: 0=1—cos*06=1——=—: (142) 
3 3 


O formulă celebră pentru puterea radiată. Introducind sin? (7) în 
ecuaţia (138) obţinem: 


(143) 


| 
| 
| c | 


În concordanță cu relația (143), puterea radiată care traversează o sferă de 
rază r la momentul î, are aceeași valoare pentru orice rază 7» și moment f2 
care corespunde aceluiași timp retardat /'. Aceasta ne spune că energia se 
conservă și se propagă în exterior cu viteza luminii. Remarcaţi că acest rezul- 
tat depinde de faptul că cîmpul de radiație variază invers proporțional cu r. 
Atunci, fluxul de energie |S| în ]/m? : s este invers proporţional cu pătratul 
lui 7. Energia este distribuită pe o sferă cu suprafața proporţională cu 72. 
Înmulțind acești doi factori 7? cu 7? obținem unu astfel încît energia totală 
radiată pe unitatea de timp este constantă pe o sferă a cărei rază creşte cu 
viteza luminii. ' 

Cîmpurile radiate în „zona apropiată“. Se arată că soluția exactă pentru 
cîmpurile electric și magnetic dependente de timp produse de o sarcină în 
mișcare conține cîmpuri care variază proporțional cu 7? și cu r-* ca și cîmpuri 
„de radiație“ care variază proporțional cu 71. La distanțe suficient de mici 
domină tocmai aceste cîmpuri dependente de timp și variind proporțional 
cu r? și 75. Acestea se numesc, cîteodată, și cîmpuri de „zonă apropiată“. 
Dacă ne găsim în „zona apropiată“,a unui atom sau a unei antene de radio 
aceste cîmpuri sînt importante. L-a distanțe 7 suficient de mari, cîmpurile 
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devin neglijabile în comparație cu cîmpul proporțional cu 71, adică, cu cîmpul 
de radiație. Astfel, de exemplu, pentru distanțe mari ele nu contribuie la 
fluxul de energie care se propagă în afară. În zona apropiată ele contribuie 
într-adevăr, la vectorul flux de energie S(r, 4). Contribuțiile lor ne dau un 
flux de energie care se propagă în afară o parte din timp şi înăuntru o parte din 
timp, asemănător cu o undă staționară. Astfel, o sarcină punctiformă osci- 
lantă nu produce o undă progresivă, sferică, divergentă, „pură“ ci, mai de- 
grabă, o combinaţie constînd atît din unde progresive cît și din unde stațio- 
nare, cu undele staționare dominînd la distanțe mici și cu undele progresive 
dominînd la distanțe mari. Un detector îndepărtat este influențat numai de 
undele progresive. Un detector apropiat este influențat atît de undele pro- 
gresive cît și de undele staționare. 


Definiţia unghiului solid. Fie dA o suprafață infinitezimală plasată în 
punctul de observaţie r și orientată perpendicular pe r. 
Unghiul solid diferențial 49 subîntins de dA este definit prin: 


aa 2 (144) 


A 
în unități fără dimensiuni denumite steradiani, prescurtat sr. Să considerăm 
o sferă de rază 7 cu centrul în origine. Suprafaţa acestei.sfere este compusă 
din multe arii infinitezimale dA, fiecare dintre ele fiind orientate perpendicu- 
lar pe raza vectoare care o unește cu originea. Astfel, un element diferențial de 
unghi solid poate fi atașat fiecărei suprafețe infinitezimale. Unghiul solid 
total subîntins de sferă se obţine prin sumarea tuturor unghiurilor solide infini- 
tezimale și este dat de suprafaţa totală a sferei împărțită la 72: 


| 
tis (aa = (să = SE act plaii (145) 


pă p2 


Iată o altă deducere a relației (145). În concordanţă cu relația (140), unghiul 
solid diferențial dO este exprimat în coordonate sferice prin expresia: 


dO = de sin 0 d0, (146) 
cu d și de pozitive, sau prin: 
dO = de d(cos 6), (147) 


cu de și d(cos 6) pozitive. Variabila e ia valori de la 0 la 2x. Variabila 0 variază 
între O și m. Variabila cos 0 variază între —1 și +1. Unghiul solid total sub- 
întins de orice suprafață închisă care înconjură originea este: 


pr (ao -( db d( cos 0) = (2n) 2 = 4rx sr. (148) 


Puterea radiată în elementul de unghi solid dO. Putem folosi definiția 
unghiului solid pentru a scrie expresia (137) într-o formă mai simplă 


2 
dP(r, =; sf a2(+') sin? 8(/') e. (149) 
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Radiația dipolar electrică. Dacă purtătorul punctiform încărcat cu sarcina 
g exercită o mișcare armonică de-a lungul direcției fixe Z, radiația rezultantă 
se numeşte radiație de dipol electric. Avem, atunci: 


x(7) = xocoso/', 
a(') = să (0) = — 028a(7). (150) 
Puterea radiată în unghiul solid dO și mediată pe un ciclu de oscilație este 


dP(r) = 2 (a? ((”)> sin? aa de a N a (x2(')) sin Să 


4m  4negc?: 


(151) 


Media în timp a puterii totale radiate în toate direcţiile se obține prin integra- 
rea peste tot unghiul solid. Înlocuim, atunci, în relația (151), dQ prin 9 = 


= 4x și sin? 0 prin valoarea sa medie Sa 


Pi d auzi — at (12(p)). (152) 
3 4megcă 


Lărgimea naturală a liniei în cazul atomului care emite lumină. 

Putem folosi ecuaţia (152) pentru a obţine o estimare clasică, simplă, a 
timpului de viață a unui atom excitat care se dezexcită spontan emițind lu- 
mină. Este remarcabil faptul că rezultatul se dovedește a fi în acord cu valo- 
rile observate experimental deși nu vom folosi în mod explicit o teorie cuantică. 

Considerăm un model simplu și clasic al atomului. Atomul constă din- 
tr-un „electron“ cu sarcina g = — e și masa m care este legat de un „nucleu“ 
greu prin intermediul unui arc cu constanta elastică mu. Dacă la momentul 
zero, atotnul absoarbe energia de excitare Ev, el va oscila cu o mișcare armo- 
nică, ușor amortizată, cu frecvența «o. (Vom neglija ușoara modificare a frec- 
venţei 4 datorită amortizării, adică nu ne complicăm folosind «2 = 43 — 


a - T? în loc de w2). Energia atomului este dată de: 
EQ) = Eve. (153) 


Inversul timpului de viață, 1/7, este egal cu descreșterea relativă a energiei 
în unitatea de timp: 


E d? ( 
Energia E(4) este dată de: 
E = > moăz2() + - m:i20). (155) 
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Putem neglija modificarea lui E(?) în timpul unui ciclu și putem înlocui mări- 
mile instantanee din membrul drept al relației (155) prin valorile mediate în 
timp: 


| i 
E) = 7 mai (40) + 2 m%(0) = 2 ma 02) + mod 2), 
adică, 
E(î) = mo (42). (156) 
Presupunem, acum, că amortizarea se datorește în întregime radiației electro- 


magnetice. Această radiație este dipolar electrică, cu puterea radiată dată de 
ecuaţia (152): 


as (42). (157) 


Combinînd relațiile (154), (156) și (157) obținem /ărgimea naturală a liniei 
unui atom care emite lumină, 


A o auf, e (158) 


unde am folosit faptul că în cazul unui oscilator amortizat, lărgimea în frec- 
vență la jumătate din puterea maximă (în spectrul Fourier al radiaţiei) 

este egală cu inversul timpului mediu de viață. Expresia (158) se aplică 

oricărei radiaţii electrice dipolare amortizate pentru care amortizarea se dato- 

rește în întregime radiaţiei. În cazul unui atom care emite radiație vizibilă, 

putem lua > = 50004 = 5 x 107m,vy, =c/ = 3X 10%75 x 107=6x 

X 10:41 Hz. Să luăm pentru e și m sarcina electronului e= 1,6 x 10»C- 
și masa m = 0,91 x 10% kg. Obţinem astfel: 


__3 4neoctm _3 (30 XP) 00,1x 16%) 
2 2 3 2 (9 x 10%) (1,6: 1019) (27)2(6 x 1014)2 
= 1,1085, (159) 


Este important să reținem valoarea lui + — 10-€ s pentru atomii care se 
dezexcită spontan, emițind radiaţie vizibilă. 

În continuare urmează o întrebare pentru al cărei răspuns putem aplica 
rezultatele obținute privind radiația dipolară: 


De ce este cerul albastru? Vom considera dependența de frecvență a 
luminii solare împrăștiate spre ochii noștri de către un singur atom din aer. 
Vom observa că radiația albastră este împrăștiată mai puternic decît radia- 
ţia roșie. Acesta este motivul pentru care cerul este albastru. (Apusurile de 
soare sînt roșii deoarece albastrul a fost în mare parte înlăturat rămînînd ro- 
șul). Puteţi obține dumneavoastră înșivă acest efect de culoare în felul urmă- 
tor: luaţi un vas sau o cană de sticlă cu apă și un proiector. Turnaţi în apă 
cîteva picături de lapte și amestecați bine. Îndreptați fasciculul proiectorului 
spre apă astfel încît să puteți privi fasciculul de lumină dintr-o parte datorită 
împrăștierii pe care o produc moleculele din laptele în suspensie, sau să pri- 
viți prin apă drept la lampa proiectorului. Observaţi tenta albastră a luminii 
împrăștiate (acesta este cerul albastru). Observaţi tenta roșiatică a luminii 
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directe (acesta este apusul de soare). Continuaţi să adăugați lapte în mod gra- 
dat, cîteva picături odată, pentru a stimula opacizarea gradată a lichidului. 

Să considerăm un electron dintr-o „moleculă clasică de lapte“ care este 
pus în excitație forțată de cîmpul electric al undei electromagnetice progresive 
produse de proiector. Dacă fasciculul proiectorului este orientat de-a lungul 
lui 2, cîmpul electric din undă are numai ccmponente pe x și pe y. Fie numai 
componenta x a cîmpului electric din fasciculul proiectorului. (Componenta 
y ne va da rezultate similare). Mai mult, să considerăm o singură culoare, 
adică o singură componentă Fourier a luminii „albe“ (care constă din frec- 
venţe ce acoperă întreg spectrul vizibil precum și altele pe care nu le putem 
detecta cu ochii). Atunci intensitatea cîmpului electric E,(2) în locul unde se. 
-află „molecula de lapte“ este dată de 


E, = Eo cos al. (160) 
Să considerăm că un „electron“ din molecula de lapte este legat de „nucleul 
moleculei de lapte“ cu un arc cu constanta mw. Să neglijăm amortizarea 


(adică să presupunem că frecvența de comandă o nu este apropiată de frec- 
vența de rezonanţă 4). Atunci, ecuația de mișcare a electronului este: 


mă = — modă + QEa (161) 


În starea staționară, x(7) reprezintă o oscilație armonică cu frecvența w. 
Atunci ă(?) este —w2?x(?). Din relația (161) rezultă: 
—mota(i) = —mota() + E, 
safe Ea). (162) 
m(og — 6?) 
Oscilația armonică x(7) emite radiaţie dipolară. Puterea totală radiată este dată 
de relația (152): 


e? 


md (ay == 


2 


3 4megcă 
bca 


% [te | CEI). 163 
d ina :]« 0) (163) 


3 4eoc? 3—w 
Cînd am studiat indicele de refracție al „moleculei clasice de sticlă“ (paragra- 
ful 4.3) am găsit că frecvența unghiulară efectivă wo este mare în comparație 
cu frecvențele « ce corespund radiației vizibile. Putem pune, atunci, în expresia 
(163), oo > e. Vedem, astfel, că puterea radiată este proporţională cu puterea 
a patra a frecvenţei de comandă, adică cu inversul puterii a patra a lungimii 
de undă 


| a 
4 
Legea cerului albastru. Expresia (164) se numește „Legea lui Lord Ray- 


leigh pentru cerul albastru“. Raportul dintre lungimea de undă.-a radiaţiei 
roșii care este de 6 500 A și lungimea de undă a radiaţiei albastre care este 


de 4 500 A este 22 =— 1,44. Puterea a patra a lui 1,4 este 4.3. Astfel, în acord 
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cu relația (164) lumina albastră este împrăștiată de patru ori mai eficient decît 
lumina roșie. De aceea cerul este albastru. De ce este așa de strălucitor? 
Vedeți lectura suplimentară '8. 


Secţiunea eficace integrală pentru împrăștiere. Să presupunem că avem 
o bilă de biliard de rază R aflată în calea unui fascicul larg și uniform de 
bile de biliard de oțel, fascicul ce se propagă în direcția lui 2 cu viteza v. Acele 
bile ce lovesc bila dată sînt împrăștiate în afara fasciculului. Energia pe care 
o au este scoasă din fascicul și îndreptată în alte direcții. Numărul total de 
bile împrăștiate pe unitatea de timp este produsul dintre valoarea numerică a 
fluxului incident de bile de biliard pe metru pătrat și pe secundă și secțiunea 
eficace integrală o = mR? a bilei: 


bile împrăștiate pe secundă = o X (fluxul de bile incident). (165) 


Deoarece presupunem că bilele sînt împrăștiate elastic, fiecare bilă împrăștiată 
are aceeași energie ca și bila incidentă. Putem, astfel, multiplica ambii membri 
ai relației (165) cu energia uneia dintre bile. Astfel, expresia (165) devine: 


energia împrăștiată pe secundă = o X (fluxul de energie incident). (166) 


Putem, acum defini, interpretînd convenabil relația (166), secțiunea eficace 
integrală a împrăștierii luminii de către „molecula clasică de lapte“: energia 
„împrăștiată“ în unitatea de timp este prin defimție puterea P radiată de 
electronul forțat de undă să oscileze, iar fluxul energetic incident este fluxul 
de energie electromagnetică $,. Astfel, prin analogie cu relația (166), definim 


Sim, prin: 


P = aim ee <E2(0). (167) 
Comparînd expresiile (167) și (163) obținem 
2 2 4 
ş, = D030) ni ele Gear, (168) 
ec (E2 3 4regmc?] (wă — w2)2 


Astfel, rezultatul obținut de noi în expresia (164) și care spune că pentru 
wp > w intensitatea radiației împrăștiate este proporțională cu wf, se exprimă 
mai precis prin relația (168) care ne dă dependenţa de frecvență a secțiumi 
eficace integrale de împrăștiere elastică a luminii de către un atom (pentru 
acest model clasic). Mărimea e2/4reomc? are dimensiunea unei lungimi. (Așa 
și trebuie să fie, deoarece o are dimensiunea unei lungimi la pătrat iar depen- 
dența lui o de frecvență apare ca un raport fără dimensiuni). Ea se numeşte, - 
din motive istorice, raza clasică a electronului, rog, sau raza Lorentz a electronului: 
potzi ie £e starea 0 Xe i hu 9. X, Ilea ppBaiii40r dh mibea 2 „(269) 
4meomc? (9,1 x 1031) (3 x 1082 

Secțiunea eficace pentru împrăștierea clasică Thomson. Dacă electronul 
este legat de nucleu printr-un arc cu constanta elastică zero, el, de fapt, nu 
este legat ci este liber. Dacă constanta elastică este zero, și co este zero. Astfel 
secțiunea eficace de împrăștiere elastică pentru împrăștierea luminii de către 
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un electron liber, numită cu alte cuvinte și secțiunea eficace clasică de împrăş- 
Hiere Thomson se obține punînd în ecuaţia (168) wo = 0: 


OThomson - 7 = E (3,14) (2,82 x 1015)? — 0,67 X 10-%m?. (170) 


Desigur, o secţiune eficace de 10 2% m? ar putea să nu vi se pară prea mare, dar în 
anumite ramuri ale fizicii (în special în fizica nucleară) și într-o anumită 
perioadă istorică, ea a părut tot atît de mare ca peretele șurei*. Din acest 
motiv se cheamă barn: 


1 barn = 10-2m2?. (171) 


(Secţiunile eficace nucleare sînt date, de obicei, în milibarni, abreviat mb.) Sec- 
țiunea eficace Thomson dată de relația (170) se ține minte ușor: este foarte 
mare; două treimi dintr-un barn. 


PROBLEME ȘI EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


7.1. Arătați că identitatea dată prin ecuația (34), paragralul 7.2, este corectă. Această 
identitate constituie baza descrierii undelor dintr-un ghid de unde sub forma „undelor progresive 
încrucișate“. Ea ilustrează faptul că funcțiile care descriu undele armonice progresive tridimen- 
sionale formează un „set complet“ de funcții pentru descrierea undelor tridimensionale. Desigur, 
și „undele“ staționare tridimensionale formează un set complet. 


7.2. (a) Arătaţi, că în cazul sticlei cu indicele 1,52, unghiul limită pentru reflexia internă 
este în jur de 41,2%. 

(b) Care este unghiul limită pentru apa cu indicele 1,33? O prismă cu apă avind forma unui 
triunghi dreptunghic isoscel (ca în figura 7.3) va reflecta raza de lumină fără pierderi (prin re- 
fracție în aer)? Presupuneţi „la început, că apa este mărginită chiar de către aer. Preocu- 
pați-vă, apoi, de lamele de sticlă ce formează laturile prismei cu apă. 


EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


7.3. Prismă retrovizoare cu apă. Construiți o-prismă cu apă, din două lamele de microscop 
și niște chit sau clei. Verificaţi rezultatele problemei 7.2(5) îndreptind fasciculul unui proiector 
în direcția suprafeţei libere a apei. 

7.4. Arătați că prisma retrovizoare de sticlă din figura 7.3 funcționează și pentru alte 
unghiuri de incidență decit incidența normală prezentată în figură, în sensul că reflectă lumina 
în sens invers sensului de incidență. 


7.5. Calculaţi distanța medie de pătrundere (distanța medie x1—59 de atenuare a ampli- 
tudinii) a radiației vizibile cu lungimea de undă de 5 500 A, reflectată de către prisma de sti- 
clă din figura 7.3. (Ne referim la distanța de la suprafața sticlă-aer din spate.) Consideraţi că 
fasciculul de lumină cade, ca în figură, sub incidență normală. Consideraţi indicele de refracție 1,52. 


7.6. Lumina în vid. Am găsit, în cazul luminii (sau microundelor) într-un ghid de unde. 
că dacă frecvența este sub cea de tăiere, direcția z (de-a lungul ghidului) este „reactivă“. Cele 


* Barn = şură, hambar (în |. engleză). (N.T.). 


370 


lalte direcții n-ar fi reactive. Este posibil, în principiu, să se construiască, printr-o metodă inge- 


nioasă un „ghid de undă generalizat“ în care undele să fie reactive în toate trei direcțiile x, y 
şi z? 


7.7. Fibre optice. Este posibil să „conducem“ lumina prin ghiduri de unde confecționate 
din fibre de sticlă. Lumina rămîne în sticlă deoarece suferă ciocniri tangențiale cu suprafața 
sticlă-aer pentru unghiuri de incidență mai mari decit unghiul limită. Cu toate acestea, dacă 
fibra are un diametru prea mic, fibra devine un ghid de undă în care frecvența. luminii este sub 
cea de tăiere. Consideraţi că fibrele au o secțiune pătrată (ca un ghid de unde dreptunghiular). 
Estimaţi lungimea minimă a laturii, dacă fibra trebuie să fie dispersivă, adică să conducă unde 
progresive de lumină. 

R: muchia > 1,7 x 107m, pentru A = 5000 Ă. 


7.8. Unghiul limită pentru reflexia pe ionosferă. Înlocuiți in figura 7.4 sticla din stinga 
lui zero, prin vid. Înlocuiți aerul din dreapta lui zero printr-o plasmă — ionosfera, astfel ideali- 
zată încit să aibă o frontieră netă (şi o compoziție uniformă). Arătaţi că pentru fiecare unghi 
de incidență 0,, există o frecvență de tăiere e, care depinde de fb, și că la incidență normală 
această frecvență de tăiere este frecvența de oscilație a plasmei, wp. Arătați că pentru orice frec- 
vență deasupra frecvenţei de oscilație a plasmei, wp, există un unghi limită pentru reflexia 
totală astfel încit pentru unghiuri de incidență mai mari decit unghiul limită în ionosferă unda 
este exponențială. De exemplu, alegeți frecvența de oscilație a plasmei vp = 25 MHz și găsiți 
unghiul limită pentru microunda cu frecvența v = 100 MHz. 

R: pentru 0, fixat o = op/cosf,; pentru o frecvență w fixă, situată deasupra 
lui cp, Cos Brimită = cope. 


EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


7.9. Cum vede un pește lumea de deasupra apei. Pentru această experiență aveți nevoie 
de un lac liniștit sau de o locuință cu bazin de înot. Altminteri (într-un bazin public), trebuie 
să fiți primul care intrați în bazin încit suprafața apei să fie liniștită. Folosiţi o mască de faţă 
(masca înotătorului sub apă). Înotați spre fund, întorceți-ză pe spate și priviți în sus. Ca o 
problemă, preziceți (acum) ce veți vedea. 


7.10. Viteza de fază a undelor pe apă în funcție de adîncimea apei. Consideraţi că aveţi 
un acvariu dreptunghiular (sau o cutie de carton chituită în interior) cu lungimea de 25 cm de-a 
lungul lui z. O umpleți pînă la înălțimea de echilibru și excitați modul sinusoidal cel mai jos 
(arătat în fig. 7.5). 

(a) Care este viteza de fază a undelor de apă adincă? (Reamintiţi-vă că puteți defini viteza 
de fază chiar și pentru unde staționare.) 

(b) Faceţi un grafic al vitezei de fază în funcţie de adincimea apei, h în cazul acestui mod 
şi al acvariului cu care ați experimentat, folosind relația de dispersie exactă (pentru unde de 
amplitudine mică) dată de relația (72) paragraful 7.3. Arătaţi pe grafic, „limita apei adinci“. 
Reprezentați, de asemenea, pe același grafic, expresia vitezei de fază în cazul apei puțin adinci, 
reprezentind-o ca și cum ar fi valabilă pentru orice h independent de lungimea de undă. Graficul 
corect ar trebui să arate „tranziția“ dintre vitezele de fază între apa adincă și cea puțin adincă. 


EXPERIENŢĂ PENTRU ACASĂ 


7.11. Legea de dispersie pentru unde pe apă. Luaţi un vas dreptunghiular cu lungimea. 
pe direcţia + în jur de 30 cm. (Orice vas cu lungimea în jurul a 15—60 cm este bun.) Adincimea 
trebuie să fie cel puțin 2/3 din lungime (astfel încit să se atingă limita apei adinci.) Cel mai bun 
vas este un acvariu. 3 

(a) Modul fundamental. Acesta este prezentat în figura 7.5. În cazul vasului dumnea- 
voastră și pentru acest mod, calculați lungimea de undă A. În aceleași condiții, calculați-l pe 3. 
Reprezentați grafic expresia teoretică a vitezei de fază vş = 7Y ca funcție de h, adîncimea apei, 
așa cum s-a discutat în problema 7.10. (Folosiţi relația de dispersie „exactă“ din ecuația (72), 
paragraful 7.3.) Umpleţi acum vasul pină la o adincime arbitrară h. Amestecați în apă niște 
zaț de cafea astfel incit să puteți vedea în toată masa de apă. Împingind ușor vasul înainte și 
înapoi excitați modul fundamental. Cind vedeți că ați reușit nu-l mai mișcați. Măsurați frec- 


s 


vența. (Un ceas obișnuit este convenabil.) Calculaţi o valoare experimentală pentru vg şi figurați 
un punct pe graficul expresiei teoretice a vitezei de fază. Repetați experiența pentru diferite 
valori ale lui h. Trebuie să aveți cel puțin un punct experimental pentru apă „puțin adincă“, 
cel puțin un punct pentru „apă adincă“ și cel puțin un punct în regiunea de tranziție Pa 5. 

(P) Următorul mod. Dacă aveți un vas de carton puteţi excita modul în care, în centrul 
vasului, la + = 0 (în figura 7.5), y are un ventru iar lungimea de undă este egală cu lungimea 
vasului. Cum puteți excita acest mod? Dacă vasul dumneavoastră este rigid nu puteți excita 
acest mod (cel puțin nu așa de ușor). De ce nu? În acest caz, următorul mod uşor de excitat 
are L egal cu trei jumătăți de lungime de undă și la + =0, Wyare un nod (fig. 7.5). Pentru acest 
vas și acest mod, calculați-l pe 3. Calculați frecvența corespunzătoare. Încercați, acum, să - 
zgilțiiți vasul cu această frecvență, pentru a excita modul. Măsurați frecvența oscilaţiilor libere 
ale acestui m6d, dacă ați învățat cum să-l excitați. 

(c) Bătăi. Pentru această experiență aveţi nevoie de un metronom. Împrumutați unul 
sau construiți-vă unul ; atirnați o cutie de conserve sau altceva de un fir de lungime variabilă şi 
o bucată de hirtie ca atunci cînd este lovită de corp să facă zgomot. Cînd metronomul bate, 
mișcați vasul uşor și uniform în tempoul metronomului. Variaţi lungimea firului (sau frecvența 
metronomului) în pași mici astfel încît să treceţi prin frecvența de rezonanță a celui de-al doilea 
mod descris mai sus la punctul (b). Ar trebui să observați bătăile (și frecvența lor) dintre forța 
aplicată și frecvența oscilației proprii. Acest lucru va fi evident, cind veţi atinge frecvența 
de rezonanță. (Veţi vedea, de asemenea, în aceste experiențe multe lucruri care nu sînt explicate 
de teoria „micilor oscilații“ !) Ar fi posibil să estimați lărgimea Aw a rezonanței. (N-am încercat 
așa ceva.) În orice caz, calculați lărgimea rezonanței măsurînd (aproximativ) timpul de relaxare 
a modului și folosind apoi celebra relație dintre timpul de viață și lărgimea de bandă a unui 
mod amortizat AvAt a 1. 


7.12. Găsiţi pentru B o ecuație de undă clasică, aşa cum se sugerează în ecuaţia (79, b), 
paragraful 7.4. 


7.13. Presiunea radiației solare. Știind că valoarea constantei solare (în afara atmosferei 
pămîntului) este de 1,94 calorii mici pe centimetru pătrat și minut (adică 1,35 x 100 ]/m?-s), 
calculați, în N/m2?, presiunea radiației pe pămînt (la incidență normală) în două cazuri (a) și 
(5). Comparați apoi rezultatul cu presiunea atmosferică la nivelul mării. 

(a) Pămiîntul este „negru“ şi absoarbe toată radiația. 

(5) Pămintul este o oglindă perfectă și reflectă toată radiația. 

R. (a) Aproximativ 5 x 1011 atm(latm 4 105 N/m2?): 


7.14. Presiunea radiaţiei. (Rezolvaţi întii problema 7.13). Presiunea radiației solare pe 
pămînt ne dă o forță efectivă repulsivă între Soare și Pămînt. 

(a) Arătaţi că această forță repulsivă efectivă satisface o lege a invers-proporționalității 
cu pătratul distanței. Astfel, dacă Pămintul s-ar afla de două ori mai departe forța netă exer- 
citată asupra Pămîntului ar fi de patru ori mai mică, Ja fel ca o forță gravitațională. 

(b) Revedeţi legea lui Kepler. Arătaţi că (pentru orbite circulare) ea se poate scrie sub 
forma w2R3 = MG, unde w este frecvența unghiulară a planetei ce efectuează o mișcare de rotație 
în jurul Soarelui. R este distanța de la Soare la planetă. M este masa Soarelui iar G este 
constanta gravitațională. 

(0) Arătați că în cazul unui obiect sferic „negru“ avînd densitatea masică p și raza 7 și 
aflat în mișcare pe o orbită circulară în jurul soarelui, legea lui Kepler trebuie să fie „corectată“ 
astfel: w2R3 = MG — (P/4xc) (3/4 pr), unde P este puterea electromagnetică totală emisă de 
Soare. 

(d) Fiind dată constanta solară (problema 7.13) și fiind dată distanța de 149 milioane de 
km de la Pămînt la Soare, calculați P în ]/s. 

(e) Să considerăm o „particulă de praf“ pe o orbită circulară în jurul Soarelui. Luaţi 
densitatea masică aceeași cu a apei (1000 kg/m5). Pentru ce rază r a particulei presiunea ra- 
diației egalează atracția gravitațională? Ce se întimplă cu astfel de particule (şi altele mai mici)? 

(f) Fie o „cometă“ constind din mici particule de praf, sau gheață, sau altceva, avind toate 
aceeaşi densitate masică și aceeași rază. Își va schimba, o astfel de cometă, forma, atunci cînd 
trece pe lîngă Soare? (Nu mai vorbim de orbite circulare ci de orbite eliptice. Dar puteți, totuși, 
să ghiciţi răspunsul corect.) 

(g) Se spune că acea coadă lungă a cometei (care este opusă Soarelui) se datorește presiunii 
radiaţiei. Fie o cometă (un nor de particule de praf) în echilibru pe o orbită circulară. Cometa 
are o frecvență unghiulară comună tuturor particulelor. Dar particulele nu au toate aceeași 
rază de echilibru; cometa se extinde de la R, la R, unde R, este mai aproape de Soare iar R, 
mai departe de Soare. Să considerăm că puteți măsura pe R, și R, (doar privind imaginea ex- 
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tinsă a cometei, printr-un telescop). Arătați cum ați putea folosi această informație sau alte 
informații ușor de obținut, pentru a descoperi distribuția (sau limitele distribuției) mărimii 
razelor 7, presupunind că toate particulele sînt „negre“ și au densitatea apei. Desigur, toate 
acestea nu dovedesc faptul că presiunea radiației este mai importantă decît, de exemplu, „vîn- 
tul solar“ de protoni emiși de Soare în determinarea presiunii exercitate asupra particulelor de 
praf şi asupra cozilor de cometă. 


7.15. Călătorie „cu lumina soarelui“. Să considerăm că doriți să proiectați o pînză de 
corabie solară care să „plutească“ în spațiu, tracțiunea gravitațională a Soarelui fiind anulată 
exact de presiunea radiației. Presupuneți că pinza este din material plastic aluminizat. Luaţi 
densitatea masică a pinzei 2 000 kg/m3. (Aluminiul are densitatea 2 700 kg/m3 ; plasticul are den- 
sitatea în jur de 1000 kg/m?). Nu considerați nici o „încărcătură“ astfel încît pinza să-și suporte 
propria greutate. Presupuneți că lumina Soarelui este reflectată total. Arătaţi că pentru a face 
pinza să „plutească“ în repaus (într-un sistem inerţial) grosimea ei trebuie să fie dată de: 

__ 2P/4zc 
MG 


unde simbolurile sînt definite în problema 7.14. Arătați (din problema 7.13) că P = 3,8 x 1026 
]]s. Arătaţi (folosind legea lui Kepler în cazul Pămintului, cu R = 149 milioane de km șiv = o 
dată pe an) că MG = 1,3 x 1020 m3/s2. Arătaţi că pentru p = 2 000 kg/m? grosimea d căutată 
este în jur de 10-€* m (dacă nu am greșit). Această mărime este de ordinul unui micron și este 
mai subțire cu un factor de 10 sau 100 decit ne-ar fi plăcut. Am vrea, de asemenea, să purtăm 
o încărcătură. Se pare că am avea nevoie de o mișcare orbitală pentru a împiedica o cădere pe 
Soare. Arătați că rezultatul acestei probleme ne dă mărimea -unei „particule de praf străluci- 
toare și cubice“ de densitate 2 000 kg/m? care va „pluti“ față de Soare dacă este orientată cu o 
față spre el. 


7.16. Radiația unei sarcini punctiforme. Folosiţi „integrarea pe o cutiuță“ pentru a obține 
ecuația (125) paragraful 7.5, care spune că E a, = v_t|cAt. Vedeţi discuţia ce urmează după 
ecuaţia (127) din paragraful 7.5. 


7.17. Radiația electrică dipolară a unei antene de radio de tip „dublet dipolar“. Fie genera- 
torul radio şi antena prezentate în schemă. Curentul 7 este considerat uniform de-a lungul în- 
tregii lungimi / a antenei. Conductoarele dintre oscilator și antenă sint foarte apropiate unul 
de altul și răsucite. Astfel curentul net prin conductoarele de legătură este efecti:r zero iar conduc- 
toarele nu radiază apreciabil în comparație cu antena. Micile sfere de la capetele antenei sînt 
condensatoare ce colectează sarcinile acumulate de la curentul /. Aceste sfere nu sînt necesare — 
sarcinile se acumulează la capetele conductoarelor şi tind să strice-uniformitatea curentului dar 
putem neglija acest lucru. Lungimea antenei | este foarte mică în comparație cu lungimea de undă 
A a radiației electromagnetice. 

(a) Arătaţi că într-un punct de observație depărtat, r, cimpul electric radiat E este dat de 


tie) pie: pin, 


Eraa (1,4) = Anegre? ! e 


unde I este un vector a cărui mărime și direcție sint cele ale curentului din antenă iar 1| este 
proiecția lui I pe direcția perpendiculară pe linia de xredere î de la antenă la punctul de obser- 
vație îndepărtat. [Indicație: Puteţi deduce 
această formulă inventind „o sarcină punc- 
tuală echivalentă g ce se mișcă cu viteza echiva- 
lentă v(/7)“ ce va da rezultate identice cu cele 
date de I.] 4 

(5) Arătaţi că, pentru un număr de undă | 
k, impedanța caracteristică Z simțită de oscila- 
tor (adică, sarcina rezistivă la care crede el că 
ar fi legat) este dată de: 


Z = (hl)2-20 Q. 


Problema 7.17, 
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EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


7.18. Împrăștierea luminii pe „moleculele“ de lapte. Umpleți cu apă o cană de sticlă. 
Lateral, îndreptați spre apă fasciculul unui proiector. Priviţi lumina împrăștiată sub un unghi 
de 90” şi priviți, de asemenea, prin apă, la becul proiectorului. Turnaţi în apă citeva picături de 
lapte și amestecați. Continuaţi să priviți și mai adăugaţi lapte. Notaţi tenta albăstruie a luminii 
împrăștiate şi tenta gălbuie sau roșie a luminii transmise. Explicaţi faptele. Observaţi că atunci 
cînd turnaţi suficient (sau chiar prea mult) lapte în apă lumina împrăștiată nu mai este albăs- 
truie. Arată albicioasă ca ceața. Cu toate acestea, „apusul de Soare“ devine din ce în ce mai 
roșu. Explicaţi acest lucru. În cele din urmă, amestecul devine așa de dens că proiectorul nu 
se mai vede deloc, iar lumina împrăștiată este albă. Nici fasciculul blitzului nu se mai poate 
vedea prin lichid. Aerul a devenit un „nor alb“. Explicați toate acestea. Cu o folie de polaroid 
uitați-vă la lumina împrăștiată. (Vom explica acest lucru la capitolul 8!) 


7.19. Radiația unei foițe subțiri încărcată cu sarcină electrică. Fie în planul xy la z= 0 
o foiţă subțire încărcată cu sarcină pozitivă cu densitatea de sarcină uniformă o. Toate sarcinile 
oscilează de-a lungul direcției x cu aceeaşi amplitudine și frecvență. 

(a) Arătați, folosind legea lui Gauss că, pentru z pozitiv, Ez(z, ?) = 2xo, indiferent de fap- 
tul că toate sarcinile oscilează sau toate sînt în repaus. (Seamănă cu un arc întins în aproximația 
resortului slab unde componenta z a tensiunii este constantă, independent de mișcare.) 

(P) Schiţind liniile de cimp, arătaţi că expresia care dă intensitatea cîmpului de radiație 
este: 

Ez(2, 1) ă(7) 
i det Antet 


Ez(2, t) E 


unde X(//) este viteza oricăreia dintre sarcini pentru timpul retardat /' = 4 — (z/c). Astfel, pentru 
z pozitiv, cîmpul de radiație este 
; pt 
Batu teme 2 2 RU da 
ec 


(În locul schiţei ați putea folosi argumentul cu integrarea pe o cutiuță.) Observaţi faptul ciudat 
că, în contrast cu cazul radiației unei singure sarcini punctuale, unde accelerația (retardată) 
este proporțională cu intensitatea cîmpului de radiație, aici viteza (retardată) este proporțională 
cu intensitatea cîmpului de radiație. Puteţi da o explieație calitativă pentru „ceea ce s-a întim- 
plat“? (Indicație. Consideraţi contribuțiile diferitelor sarcini punctuale distribuite pe plan.) 


7.20. Radiația unei foițe subțiri încărcate cu sarcină electrică. Obțineţi rezultatul din pro- 
blema 7.19 adunind (integriînd) contribuțiile tuturor sarcinilor punctuale din plan. Pentru a 
obține o integrală convergentă, considerați că foița nu are grosimea exact zero ci o grosime d 
(unde d este foarte mic în comparație cu lungimea de undă ]). Consideraţi că foița absoarbe sau 
împrăștie radiația (așa cum și trebuie) iar constanta de atenuare a amplitudinii este x. Arătați 
că se obține un factor de atenuare exponențial (f.a.e): 

nd 


far. =e—%, as —, 
z 


unde x este numărul de undă iar 7 este distanța de la sarcina punctuală la punctul de observație 
aflat la distanța z de foiţă (măsurată pe perpendiculară). Definiți q = kr — kz. Observaţi că 
p= 0 pentru sarcina punctiformă din x = y = z = 0, adică, sarcina cea mai apropiată de punc- 
tul de observaţie la x =y =0, z=z. 

Arătaţi că, dacă (1) este dat de partea reală a lui 


x(') = geto”, 
atunci contribuţia la E2 a unui inel din plan cu raza p și lățimea radială dp este de forma: 
dEg = 2rka geilol— hi) e—ie e—Be de, 
unde 


a) 
] 


BE nd 
k Rz 
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şi unde s-a neglijat faptul că trebuia folosită accelerația perpendiculară pe linia de vedere. (Acest 
lucru se bazează pe considerentul că, deoarece acest factor de proiecție este | pentru e mic, 
putem presupune că el descrește lent cînd q crește şi poate fi introdus în factorul de atenuare 
„experimental“ e—Be. Acest lucru este posibil datorită faptului surprinzător că atunci cînd am 
terminat putem pune f = 0 și găsim un rezultat independent de f. Factorul e—fe se numește 
factor de convergență. El este necesar pentru a obține răspunsul dar nu are importanță ce valoare 
folosim pentru f atita timp cit el este mic în comparaţie cu unitatea.) Arătați apoi că E este 
partea reală a integralei din dE, de la e = 0 la p = 00. Arătați că: 


% 1 
e—ie e—Bp dp = — x —i 
j id 0 tea ipentru 6 < |. 


În sfirșit, luați partea reală și arătați că obţineţi același rezultat ca în problema 7. 19. Puteţi 
acum explica originea fizică a defazării efective cu 90”, care face ca să avem cimpul total întirziat 
în fază cu 90* în comparație cu contribuţia sarcinii celei mai apropiate, aceea de la + =y =z= 
= 0. Sarcina „medie“ este efectiv distanțată cu un sfert de undă de sarcina cea mai apropiată. 


7.21. O expresie aproximativă pentru indicele de refracție. Fie o undă plană ce cade pe o 
foiţă subțire încărcată cu sarcină electrică. Sarcina se află într-un plan subțire, planul xy la 
z = 0. Grosimea planului este Az. Densitatea numerică a sarcinilor este N (în particule pe m3). 
Fiecare sarcină are aceeași valoare g şi masă m iar fiecare este legată printr-un arc cu constanta 
elastică muw3. Presupuneți că asupra fiecărei sarcini acționează forțe din partea arcului și a undei 
plane incidente. Neglijaţi contribuția altor sarcini (adică, neglijați contribuția la cimp a polari- 
zării). Luaţi intensitatea cimpului electric incident (la z = 0) ca fiind partea reală a lui Egeio!. 
Găsiţi cîmpul radiat în direcția înainte. Suprapuneţi-l peste cimpul incident. Arătaţi, atunci, 
că la z = 0 intensitatea cîmpului total (în condițiile acestor aproximaţii) este dată de partea rea- 
lă a lui: i 

i 2 
Etot = Egeiot | PR __î02ENPAz__ e. 
me(wog — 02) Ano] e, . 


Arătați că dacă ne imaginăm placa încărcată cu sarcină electrică ca o placă cu grosimea Az 
și indicele de refracție n, atunci intercalarea plăcii ne dă un defazaj corespunzător întirzierii în 
timptg, adică, în locul lui Egeio! la partea posterioară a plăcii (la z = 0) avem cîmpul Egeio(/—to) unde: 


at = E 2 - 1) = RAz(n — l). 


Arătați că pentru wtg & | se obţine: 


Arătați că același lucru îl găsiți cu rezultatul mai precis obținut în paragraful 4.3 (pentru n 
apropiat de unitate). 

7.22. Momentul cinetic al undelor plane progresive circular polarizate. Demonstrați cele- 
brul rezultat / = W/w în felul următor: presupuneți că unda plană este produsă de o foiţă 
încărcată cu sarcină, cu toate sarcinile mișcindu-se pe cercuri asemănătoare. Fiecare sarcină este 
obligată de un tub fără frecare să se miște pe un cerc de rază fixă r. Sarcinile își incetinesc miș- 
carea pe măsură ce pierd energie. Astfel viteza unghiulară « scade, energia scade, şi momentul 
cinetic scade, toate datorită pierderilor prin radiație. (Totuși, avem tot timpul v < c.) Arătați 
că, pierderea de moment cinetic de către sarcinile ce se mișcă pe cercuri este wl înmulțită cu 
pierderea de energie. (0.E.D.) 


7.23. Cît sînt mediile temporale ale fluxului de energie, densității de energie și impulsului 
pe unitatea de volum a unui fascicul uniform de lumină monocromatică cu intensitatea de 1000 
W Jem2? | 


7.24. Un electron efectuează o oscilație armonică cu amplitudinea de 10-10 m și frecvența, 
de 1011 Hz; care este puterea totală, medie, radiată? 


R: aproximativ - X51012 3/8, 
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7.25. Cum poate un obiect absorbi energie luminoasă fără a absorbi și impuls? Cum poate 
absorbi impuls cu o absorbție neglijabilă de energie? Cum reia absorbi moment cinetic cu o 
absorbție neglijabilă de energie? 


7.26. Fie un oscilator supraconductor și o antenă care emite în microunde radiație cu lun- 
gimea de undă de Im. Să întrerupem, la / = 0, sursa care alimentează sistemul cu energia 
pierdută prin radiație. Nicăieri în circuit nu avem rezistențe obișnuite. Găsiţi timpul de rela- 
xare al oscilaţiilor armonice amortizate ale electronilor din antenă. Folosiţi rezultatele problemei 
7.17. 


R: fie L inductanța din circuitul oscilant LC (care dă frecvenţa de oscilație). Fie / 
lungimea antenei (/ & 1). Atunci 


Acest rezultat se poate compara cu expresia inversului timpului „de relaxare pentru o 
sarcină individuală e avind masa m: 


7.27. O stație de radio aflată la distanță de 16 km de un post de recepție și avînd puterea 
de 50 W radiază unde radio vertical polarizate. Care este valoara maximă a tensiunii instan- 
tanee care comandă electronii din antena receptoare, dacă aceasta este lungă de 20 cm și orien- 
tată vertical? Neglijaţi toate reflexiile undelor pe pămînt, pe clădiri etc. 


7.28. Surse de lumină Smith-Purcell. Un fascicul îngust de electroni cu energia cinetică 
de 300 keV se propagă, la incidență razantă, paralel cu suprafața unei rețele de difracție rmhe- 
talice cu distanța între trăsături d = 1,67 um. Direcţia făsciculului este perpendiculară pe cea 
a trăsăturilor. Sarcina „imagine“ indusă care se propagă împreună cu un electron dat suferă o 
deflexie bruscă ori de cite ori se întilnește cu o trăsătură deoarece sarcina indusă trebuie să 
urmărească suprafața. Astfel de la fiecare trăsătură se propagă o „distorsiune“ atunci cînd elec- 
tronii o traversează. Fie observatorul la unghiul 0 față de fasciculul de electroni, unde 0 = 0 
de-a lungul fasciculului. 


(a) Arătaţi că observatorul primeşte pulsuri de radiație cu perioada 7 între pulsuri, unde 
T = (d/v) — (d cos 0)/c. Arătați că lungimea de undă este atunci egâlă cu d(B-1 — cos 0). 


„() Vă aşteptaţi oare ca aceasta să fie singura lungime de undă observată la un 0 dat? 
(Gîndiți-vă la analiza Fourier a dependenței de timp a impulsurilor de radiație ce sosesc la inter- 
vale de timp 7.) 


(c) Efectuaţi calculele pentru electroni de 300 keV observați la 6 = 15%. Ce culoare vă 
așteptați să vedeți? 

(d) V-aţi aștepta ca lumina să fie polarizată? 

Citiţi acum despre frumoasa experiență a lui S.]. Smith și E.M. Purcell (autorul volu- 
mului Il) în The Physical Review, 92, 1069, (1953). 


7.29. Forma undelor staționare pe apă. Am folosit, în text, un argument intuitiv pentru a 
arăta că dacă deplasarea verticală în cazul unei unde staționare pe apă are dependența de x 
de forma sin k, atunci deplasarea orizontală trebuie să aibă dependența cos kz. 

(a) Obţineţi acest rezultat prin calcul algebric. Presupuneți: 


Wy = cos ot sin kx f(y), 
Wz = cos at [cos kx g(y) + sin kx h(y)]. 


Arătați apoi că h(y) trebuie să fie zero. 
(b) Arătaţi că rezultatele obținute în cursul mișcării unei picături de apă într-o undă 
staționară corespund unei oscilații armonice înainte și înapoi de-a lungul unei drepte. 


7.30. Să presupunem că pe suprafața oceanului sînt unde progresive cu amplitudinea de 
3m şi lungimea de undă de 10 m. Dacă ați fi un pește (sau un plonjor subacvatic), cît de adinc 
sub suprafața apei ar trebui să înotați dacă vreți ca amplitudinea mișcării voastre să fie de 
15 cm? 

R: în jurul a 5m. 
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7.31. Forma undelor progresive pe apă. Să presupunem că Yy are forma 
y = A cos(ot — kx) f(y), 


unde f(y) este o funcție necunoscută de y. Presupuneți, acum, că apa se conservă, este incom- 
presibilă şi nu are bule pentru a putea arăta că Vy și Wr sint date prin expresiile (75) şi (76), 
paragraful 7.3. i 


7.32. Am dedus legea de dispersie a undelor pe apă, ecuația (72), paragraful 7.3, atunci 
cind am considerat unde staționare. Care este legea de dispersie pentru unde progresive? 


7.33. Legea de dispersie pentru unde de tensiune superficială. Suprafața apei acționează 
ca o membrană întinsă. La echilibru tensiunea de-a lungul lui x este constanta de tensiune super- 
ficială, T = 0,072 N/m, înmulțită cu lungimea L de-a lungul direcției z „neinteresante“. Dacă 
suprafața are o curbură convexă, tensiunea superficială contribuie cu o presiune în jos. Arătaţi 
că pentru o undă sinusoidală presiunea este dată de: 


p = TRYy. 


Arătaţi că greutatea apei dă o presiune egală cu o constantă (valoarea la echilibru) plus o contri- 
buţie: 


P = PR: 


Arătaţi că contribuția la forța de revenire pe unitatea de masă și pe unitatea de deplasare, w?, 
determinată de tensiunea superficială poate fi obținută înlocuind pg din forța de revenire gravi- 
tațională cu Tk?. Arătaţi, astfel, că legea de dispersie completă este dată de: 


pi | — e—2hh 
wo? = [gh +a E . 
e 1 + e—2h 
7.34. Unde plane electromagnetice. Arătați că, în cazul undelor plane electromagnetice 
în vid, acele ecuaţii ale lui Maxwell care dau legătura dintre Ey şi B sînt „echivalente“ cu ecua- 
țiile lui Maxwell care leagă pe Ex de By, în sensul că un set de ecuații se poate obține din altul 


rotind pur şi simplu sistemul de coordonate cu 90” în jurul axei z (care este axa de propagare). 
Faceţi o schiță arătind orientările lui E, B și ale axelor + și y. 


7.35. Unde electromagnetice, staționare, în vid. Arătaţi că dacă E, (2, /) este unda stațio- 
nară Ea = A cosutcos kz, atunci By(z,t) este unda staționară A sin wt sin kz. 


7.36. Relaţii energetice în undele electromagnetice staționare. Fie o undă staționară cu 
forma dată în problema 7.35. Găsiţi densitățile de energie electrică și magnetică precum şi vec- 


torul Poynting ca funcții de spațiu și de timp. Consideraţi o regiune de lungimea — A extinsă 
4 


de la un nod al lui E la un ventru al lui E. Reprezentaţi grafic pentru această regiune pe Ez 
şi By în funcțiedez la momentele de timp = 0, 7/8 și 1/4. Reprezentaţi densitatea de energie 
electrică, densitatea de energie magnetică şi densitatea de energie totală în acea regiune şi pen- 
tru aceleași valori de timp. Daţi direcția și mărimea vectorului Poynting Sz pentru aceleași 
valori de timp. 


7.37. Ecuaţii diferenţiale liniare cuplate de ordinul întîi în cazul undelor pe o coardă. Fie o 
coardă continuă omogenă cu densitatea liniară de masă pg și tensiunea de echilibru 74. După cum 


știți, pe o astfel de coardă se pot propaga unde nedispersive cu viteza v — j Topo. Definiţi mă- 
rimile ondulatorii F,(z, ?) şi Fa(z, !) după cum urmează: 


To br 


p de 


îVz 


F,(z, t) = — Ft Po? 


Astfel F, este 1/v ori forța transversală de revenire exercitată asupra porțiunii de coardă de la 
dreapta lui z de către cea de la stinga lui z, iar F, este impulsul transversal pe unitatea de lungi- 
me. Arătați că F, şi F, satisfac ecuațiile cuplate de ordinul întii: 


Arătaţi că una dintre aceste ecuații este „trivială“, adică este esențialmente o identitate. Ară- 
taţi că cealaltă este echivalentă cu legea a doua a lui Newton. Observaţi că aceste ecuații sînt 
similare în formă cu cele două ecuaţii ale lui Maxwell care leagă pe E şi By, cu E. analog cu 
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F, iar Bycu F,. În același fel, una din cele două ecuaţii ale lui Maxwell poate fi privită ca o 
„identitate trivială“, dacă se cunoaşte teoria restrinsă a relativităţii. 


7.38. Găsiţi mărimi ondulatorii F,(z, t) și Fa(z, t) convenabile, în cazul undelor longitudi- 
nale într-o coardă cu masă distribuită discontinuu astfel incit F, și F, să satisfacă ecuații cu- 
plate de ordinul întii de aceeași formă cu cele din problema 7.37. Faceţi același lucru pentru 
undele sonore. Faceţi același lucru pentru undele electromagnetice pe o linie de transmisie. 
(În acest ultim caz, ecuaţiile cuplate nu sint doar „similare în formă“ cu ecuaţiile lui Maxwell; 
ele sînt ecuaţiile lui Maxwell exprimate în funcție de intensitatea curentului și tensiune în locul 
cimpurilor E2 și By.) 


7.39. Arătaţi prin integrare directă că valoarea medie a lui sin20, mediat peste toate di- 
recțiile este 2/3 unde 0 este unghiul dintre o direcție dată și o axă fixă „axa polară“, și unde fie- 
care unghi solid infinitezimal are o „pondere“ proporțională (în medie) cu unghiul solid. Cind 
calculați integrala, folosiți coordonate sferice. 


7.40, Miraje pe autostradă. Conducînd mașina, într-o zi călduroasă de vară, veți observa 
adesea, în depărtare, ceva ce par a fi bălți de apă reflectind cerul sau farurile unei mașini ce se 
apropie. Cind ajungeţi mai aproape, reflexiile dispar brusc cind unghiul de reflexie (măsurat de 
la suprafața autostrăzii) devine mai mare decit un anumit unghi limită. Aceste reflexii sau 
„miraje“ se datoresc reflexiei totale interne a luminii incidente dinspre partea aerului mai rece 
(mediul mai dens) pe aerul mai cald de lingă asfaltul înfierbîntat. Aerul mai fierbinte este mai 
puțin dens și are un indice de refracție mai mic. (Reamintiți-vă că n? — 1 este proporțional 
cu densitatea aerului.) Să considerăm că aerul de lingă pavaj este mai cald cu AT față de cel 
aflat cu 10 cm deasupra pavajului. Consideraţi, ca o aproximație, că schimbarea de tempera- 
tură este bruscă. Luaţi temperatura aerului mai rece T = 300 K (grade Kelvin) iar creşterea 
de temperatură AT egală cu 10*C lingă pavaj. Indicele de refracție n al aerului este în jur 
de 1,0003. Fie q unghiul de incidență al unei raze egal cu unghiul limită pentru reflexia totală 
internă, cu p măsurat dinspre pavaj, adică, e este 90” minus unghiul de incidență măsurat de 
la normală înspre pavaj. Presupunind că n — 1 <& |, deduceți formula [2(n — IAT/T]/2 
pentru e < |. Dacă ochii dumneavoastră ar fi la |m deasupra pavajului, cît de departe veți 
zări marginea cea mai apropiată a „bălții de apă“ aparente? 

R: aproximativ 300 m. 


7.41. Ghid de unde. Un ghid de unde dreptunghiular are dimensiunile interne transver- 
sale de 5 x 10 cm. 

(a) Care este, în MHz, cea mai joasă frecvență a undei care se mai poate propaga prin ghid 
fără să fie atenuată? 

(5) Schiţați, pentru această undă, direcția și variația cu poziția cimpului electric. 

(c) Găsiţi vitezele de fază și de grup (exprimate ca multipli ai lui c), pentru o undă cu 
frecvența egală cu 5/4 din cea mai joasă frecvență ce trece fără atenuare. 

(d) Găsiţi distanța medie de atenuare a unei unde cu frecvența egală cu 4/5 din cea mai 
joasă frecvenţă neatenuată. 


7.42. Coeficientul de reflexie pentru cîmpul electric. Fiind date analogia dintre inductanța 
pe unitatea de lungime într-o linie de transmisie și masa pe unitatea de lungime a unei corzi în- 
tinse și dintre inversul capacității pe unitatea de lungime și tensiunea din coardă și fiind date 
C = erCoia şi L — urLuia precum și viteza de fază pentru vid c: 

(a) Arătaţi, prin analogie cu coarda, că indicele de refracție n este Nerur iar impedanța 


caracteristică Z este A Ur/er înmulțită cu valoarea sa pentru linia de transmisie în vid. Arătați 
că pentru cîmpul electric coeficientul de reflexie este R = [1 — (n/ur)]/[l + (n/ur)] atunci cînd 
se trece de la vid spre mediu. Tot acesta este și coeficientul de reflexie pentru cimpul elec- 
tric al unei unde plane la incidență normală din vid pe suprafața unde începe mediul. 

(b) Vom da acum (sau vă vom cere dumneavoastră să o daţi), folosind ecuațiile lui Max- 
well, o demonstrație mai riguroasă a coeficientului de reflexie. Folosind ecuațiile lui Maxwell 
și un contur convenabil de integrare, arătați că componenta tangențială a cimpului electric este 
continuă pe frontieră, cu condiția ca 2B/ât să nu fie infinită pe frontieră. (Şi nu este.) Astfel, 
considerind că unda electromagnetică incidentă este liniar polarizată cu cîmpul electric de-a lun- 
gul lui x, arătați că Ex(inc) + Ex(rej) = E (rr). : 

(c) Folosiţi ecuaţiile lui Maxwell pentru un mediu continuu așa cum sint date în lectura 
suplimentară 9. Fie cîmpul e9c2B — M. Acest cimp este egal cu B/u prin definiția lui u. și se mai 
cheamă H. Arătați că, atunci, componenta tangențială este continuă cu condiția ca derivata 
parțială în raport cu timpul a lui egE + P să nu fie infinită. (Și nu este.) Arătați, apoi, că în 
cazul undei plane incidentă din vid pe mediu avem By(inc) + By(ref)=(uo/u) By(tr). Folosiţi-vă 
de faptul că într-un mediu By este n/c inmulțiț cu E precum şi de relația dintre By și E în 
undele incidentă și reflectată, pentru a obține coeficientul de reflexie R = Ex(ref)/Ex(inc)' 
Arătaţi că R = [1 — (npolu))/[1 + (nuo/p))- 
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8.1 INTRODUCERE 


În capitolul 7 am învățat că într-o undă electromagnetică plană cimpurile 
electrice și magnetice sînt transversale pe direcția de propagare 2. Există două 
direcții transversale î și Ş iar cîmpurile cu o anumită orientare în raport 
cu $ și 3 sînt independente de cele cu orientări ce diferă prin 90“. Putem avea, 
astfel anumite intensități (amplitudini) ale cîmpurilor în fiecare din cele 
două direcții transversale și diferite faze relative. O anumită relaţie între am- 
plitudinile și fazele celor două cîmpuri transversale independente se numeşte 
stare de polarizare. 

Cînd undele electromagnetice cad pe o substanță (şi interacționează cu 
ea) se întîmplă adeseori ca diferitele stări de polarizare ale radiaţiei incidente 
să nu interacționeze cu substanța în același fel. Putem găsi, de exemplu, un 
material în care particulele încărcate sînt libere să se miște de-a lungul lui & 
dar nu se pot mișca de-a lungul lui $. În acest caz E, poate efectua lucru mc- 
canic asupra sarcinilor încărcate dar nu și E,. Atunci energia cîmpului elec- 
tromagnetic asociată cu E, poate fi micșorată prin convertire în energie 
cinetică a particulelor încărcate și, mai departe, prin ciocniri particulă-par- 
ticulă, în căldură, în timp ce amplitudinea lui E, nu se modifică. Sau, s-ar 
putea ca numai faza lui E, să sufere o deplasare relativ la cea a lui E, 
fără nici o micșorare a energiei (adică, fără scăderea amplitudinii lui E,). 
În toate aceste cazuri de snteracții asimetrice, starea de polarizare a radiației 
electromagnetice este modificată de către interacție. Acest fapt are multe 
consecințe importante. Studiind efectul unui fascicul incident cu starea de 
polarizare necunoscută asupra unor materiale bine cunoscute (și înțelese) 
se poate determina starea de polarizare. Invers, măsurînd modificarea pe care 
un material o aduce unei stări de polarizare cunoscute, se pot afla anumite 
lucruri despre material. De exemplu, direcția cîmpului magnetic în brațul 
spiral al galaxiei noastre se determină acum stabilind direcția de polarizare 
a undelor radio provenite de la surse extragalactice ca funcție de direcția 
sursei și de lungimea de undă a radiației. [G.L. Berge și G.A. Seielstad, Scsen- 
Hific American p. 46 (lunie, 1960)]. 

Este important de recunoscut că se folosește conceptul de polarizare 
numai pentru undele care au cel puțin două „direcții de polarizare“ indepen- 
dente. Să considerăm, de exemplu, o undă sonoră care se propagă în aer 
de-a lungul lui 2. Odată ce știm frecvența; amplitudinea și constanta de fază 
a unei astfel de unde nu mai rămîne nimic de precizat. Ştim că deplasarea 
aerului într-o undă sonoră se face de-a lungul direcției de propagare — undele 
sînt unde longitudinale. Cu toate acestea, în mod obișnuit, nu spunem că 
aceste unde sînt „polarizate longitudinal“ ; ar fi o terminologie săracă. Re- 
zervăm termenul de „stare de polarizare“ pentru a descrie undele ce au cel 
puțin două direcții alternative de polarizare. În cazul undelor sonore într-un 
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solid sau a undelor de-a lungul unui resort slab, sînt posibile trei stări de po- 
larizare — una longitudinală și alte două direcții de polarizare transversale. 
Într-un asemenea caz, putem avea unde polarizate longitudinal sau două unde 
diferite polarizate transversal (sau, în general, o suprapunere a celor trei 
unde polarizate). - 


8.2 DESCRIEREA STĂRII DE POLARIZARE 


Toate undele pe care le studiem sint caracterizate printr-o anumită mă- 
rime fizică a cărei deplasare față de valoarea de echilibru variază cu poziția 
şi timpul. Deplasarea poate fi descrisă printr-un vector w(x,y,z,1). De obicei 
studiem unde plane pentru care w are forma w(2,/), unde 2 se măsoară de-a 
lungul direcţiei de propagare. (Includem aici atît undele staționare cît și 
îpte0 dud 
Ta, 02 
mai intereşante proprietăți fizice. Am văzut că acesta este cazul undelor pe 
o coardă sau al undelor sonore cînd wf(z,7) înseamnă deplasarea particulelor 
din mediu de la poziţiile lor de echilibru. 

În cazul undelor plane ce se propagă de-a lungul lui 2, deplasarea o 
putem descrie astfel: 


(2,1) = az) + Su(2,) + 292(2). (1) 


În cazul undelor transversale pe o coardă, w are numai componente x și v. 
Despre aceste unde se spune că au polarizare transversală. (De fapt, pe coardă 
putem avea și unde longitudinale constînd din variații ale tensiunii din 
coardă și ale vitezei longitudinale a particulelor coardei.) În cazul undelor 
sonore în aer, deplasarea w este de-a lungul direcției de propagare 2. Aceste 
unde se numesc longitudinale dar nu longitudinal polarizate. (De fapt, într-un 
tub putem avea și unde sonore transversale. Ne putem imagina aceste unde 
transversale ca unde longitudinale care nu se propagă pe direcția axei tubului; 
ele propagă în zig-zag de-o parte și de alta a axei tubului. Direcţia netă de 
propagare este de-a lungul tubului dar oscilațiile aerului au atît componente 
transversale cît și componente longitudinale.) În cazul undelor plane electro- 
magnetice, deplasarea w este transversală față de 2, după cum am văzut în 
paragraful 7.5. Acolo am găssit că, E și B sînt întotdeauna perpendiculare 
pe î, pentru unde plane în vid. (Este posibil să avem componente longitudinale 


ale lui E și B dacă, de exemplu, undele se află într-un ghid sau într-o cavitate.) 


undele progresive.) Mărimile sînt, adesea, mărimile cu cele 


Polarizarea undelor transversale. De acum înainte vom considera numai 
unde transversale de forma: 


(241) = ăya(20) + Id). (2) 


În discuţiile care urmează, vom avea în minte două exemple: unul se referă 
la undele transversale pe o coardă întinsă sau pe un resort lung și slab ; celălalt 
la undele plane electromagnetice în vid. În cazul undelor pe coardă, y(z,?) 
va reprezenta deplasarea instantanee transversală a corzii de la poziția de 


A 4 


echilibru. Celelalte mărimi de interes fizic sînt viteza transversală pi și 
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forța transversală aaa exercitată de partea corzii din stînga lui 2 asupra 
z 

celei din dreapta lui z. Dacă w(2,) este cunoscut, și acestea sînt cunoscute. În 
cazul undelor plane electromagnetice, w(2,?) va reprezenta cîmpul electric 
transversal E(z,1). Cealaltă mărime de interes fizic este inducția magnetică 
transversală B(2,!) care este și ea cunoscută odată ce E(2,/) este cunoscut. 
Putem, de exemplu, întotdeauna descompune un E(2,/) general într-o supra- 
punere de unde progresive ce se propagă atît în direcția +z cît și în direcția 
—z. Fie E* componenta lui E corespunzătoare undelor ce se propagă în 
direcția +2 și E componenta corespunzătoare undele ce se propagă în 
direcția —z putem atunci, scrie: 


E(2,!) = Et(z,t) + E (2,0). (3) 
Din studiul asupra undelor progresive (paragraful 7.4) știm că inducția 


db , si ră E: EA, ă 
magnetică B' corespunzătoare lui E* este egală cu —Z x E* iar inducția 
c 


magnetică B- corespunzătoare lui E- este egală cu — IE Astfel, induc- 
c 
ţia magnetică corespunzătoare superpoziției din expresia (3) este: 
cB(z,t) = 2 x [E*(2,1) — E-(2,9)). (4) 


Nu vom folosi relația (4) în mod explicit. Am vrut numai să vă arătăm (sau 
să vă reamintim) că B se cunoaște în mod „automat“ (în sensul în care și 
ecuațiile lui Maxwell sînt aplicabile automat) odată ce E este cunoscut (presu- 
punînd că știm că avem unde plane în vid). 


Sarcina punctiformă efectivă. O altă imagine fizică foarte folositoare în 
cazul undelor electromagnetice plane se obține dacă ne imaginăm că undele 
plane sînt emise de o sarcină punctiformă ce oscilează armonic în originea 
coordonatelor presupusă suficient de îndepărtată pentru ca undele radiate 
să fie unde plane într-o aproximaţie suficient de bună. Dacă deplasarea 
transversală instantanee a sarcinii g se notează cu: 


y(î) = x) + ŞV() => ăxocos(ot + gi) + $yo cos(ot + ga), (5) 


atunci știm din discuţia privitoare la radiația unei sarcini punctuale (paragraful 
7.5) că E(z,t), intensitatea cîmpului electric, este dată de: 


Bia) i DE Ch DAE 
i _ 4neg- rc2 Amcegzc?. 
Astfel, deoarece y = —?y, avem: 
peşti 
cd pg | £ — — 
adi pe) ivi i (6) 
: 4megzc2 4meegzc2 


Astfel, atunci cînd considerăm unde electromagnetice plane, ne putem gîndi 
la w(2,i) ca reprezentînd cîmpul electric E(2,1) ; altminteri, ni-l putem imagina 
ca reprezentînd (pînă la o constantă de proporționalitate cunoscută gw2/2c24re9) 
deplasarea sarcinii pozitive g la momentul (anterior) retardat /' = t — (2/0). 
Chiar dacă E(z2,?) nu este produs, realmente, de o singură sarcină g, putem 
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„inventa“ sarcina g, definind-o cu ajutorul relației (6). (Lipsindu-ne orice 
cunoștință explicită despre sursa de radiație nu putem spune că radiația nu 
este produsă de sarcina punctuală efectivă g.) 


Polarizarea liniară. În cazul undelor transversale (unde plane electro- 
magnetice și unde transversale pe o coardă), dacă deplasarea reprezintă o 
oscilație înainte și înapoi de-a lungul unei drepte fixe perpendiculare pe 2 
se spune că undele sînt polarizate Yimar. Există două direcţii transversale 
independente. Acestea pot fi luate ă și ş. Să considerăm o valoare fixă a 
lui z. Atunci nu este nevoie să spunem dacă avem de-a face cu unde sta- 
ționare, sau cu unde progresive sau cu ambele ; adică nu trebuie să specificăm 
relațiile de fază între oscilaţiile la diferite valori ale lui deoarece considerăm 
acum doar o singură valoare a lui z. Atunci oscilațiile corespunzătoare unei 
unde plane polarizate liniar pot avea una sau alta dintre formele: 


w(î) = XA, cos of, ss) 
(7) = $ Aa cos of, 27 NB) 


unde l-am suprimat pe z din notație și am făcut constanta de fază egală cu 
zero. Mai general, putem avea o oscilație polarizată de-a lungul unei direcții 
care nu este nici 4 nici $. Întotdeauna, o astfel de oscilație se poate scrie 
ca suprapunerea celor două oscilații independente, polarizate liniar, date prin 
relaţiile (7) și (8), unde componentele x și y aie suprapunerii au aceleași con- 
stante de fază (sau constante de fază ce diferă prin z): 


w(î) — XA, cos ot + Ş$ Aa cos of, (9) 
adică i 
w(î) = (X4, + 3 A2) cos ut. (10) 


Vectorul XA, + Y2Aa are mărimea și direcția independente de timp. Astfel 
w(î) așa cum este dat de (10) reprezintă o oscilație de-a lungul unei drepte 
fixe. Amplitudinea A a oscilației este dată de: 

ANAF A (11) 
Direcția lui w(7) (pentru polarizare liniară) este întotdeauna de-a lungul lui 
+6 sau (o semiperioadă mai tîrziu) de-a lungul lui —€ unde € este versorul: 


A A 
e a ef. 12 
Y (12) 


Putem vedea că t este un versor: 
Ani + 439) _ tr A 3 + 244 
A? A, 


a 


ara 


(13) 


În figura 8.1 este arătată deplasarea w(/) pentru o undă polarizată liniar 
(la z fixat). 


Undă staționară polarizată - liniar. Să presupunem că vrem să descriem o 
undă staționară „pură“ liniar polarizată avînd pentru w un nod (de exemplu) 
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la z=0. Înmulțim, atunci, pur și 
“simplu deplasarea la z fixat pentru 

unda polarizată liniar [dată de rela- 
ţia (10)] prin sin kz: 


w(z,î) = (SA. + YA2) sin kz cos ot. 
(14) 


Undă progresivă polarizată lini- 
ar. Pentru a descrie o undă pro- 
gresivă care se propagă (de exem- 
plu) în direcția +2, înlocuim of 
prin wt — kz în deplasarea la z fixat 
pentru unda polarizată liniar: 


w(2,b) = (XA, + YA2) cos (ot — k2). 
(15) 


Polarizarea circulară. Dacă ex- 
tremitatea vectoralui deplasare din- 


Fig. 8.1. Polarizarea liniară. Pentru z fixat, tr-o undă transversală se mișcă pe 
deplasarea W(7) dată de relaţiile (9) și (10) un cerc, undele se zic polarizate 
oscilează armonic de-a lungul linici măr- circular. Considerăm la început o 

ct til și valoare fixă pentru 2. Nu precizăm. 


(încă) dacă undele se propagă în direcția +2 sau în direcția — 2 (sau chiar 
dacă sînt unde progresive). Dacă degetul mare de la mîna dreaptă este de-a 
lungul lui +2 cînd celelalte degete sînt curbate în sensul rotației, atunci 
se zice că oscilaţia este polarizată circular în direcția +2. (În mod simi- 
lar, folosim regula miinii drepte pentru a defini polarizarea circulară în 
direcția —2.) O oscilație polarizată circular în direcția +2 se poate exprima 
ca suprapunerea unei oscilații polarizate liniar de-a lungul lui & șia unei 
oscilații polarizate liniar de-a lungul lui ş cu aceeași amplitudine ca și a 
oscilației de-a hengul lui &. Luînd axele x,y,z (ca de obicei) un sistem drept 
de axe, astfel încît % x $ = 2, vedem că, pentru oscilația polarizată circular 
de-a lungul lui +2, oscilația. pe direcția & este în avas față de oscilația 
pe direcția $ cu 90”: 


w(î) =3 A cosuol+ $ A cos (o —, i (16), 


= XA cosot + ŞA sin of. 


În mod similar, pentru oscilația polarizată circular de-a lungul lui — , soci- 
laţia pe direcția %& este în urmă față de oscilația pe direcția x cu 90*: 


W(î) — XA cosot + ŞĂ cos (o dh ”) 


= %A cos of — ŞA sin of. (17) 


În concordanță cu cele ce am discutat despre undele electromagnetice 
(paragraful 7.4), undele plane circular polarizate poartă momentul cinetic 
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Fig. 8.2. Polarizarea circulară. (a) Polarizarea circulară şi momentul cinetic de-a lungul lui 
+2, unde 2 este fixat în spațiu și independent de direcția de propagare. (b) Polarizarea circulară 
şi momentul cinetic de-a lungul lui —2. 


] = +(W/w)2, unde W este energia iar w este frecvența unghiulară. Sai 
momentului cinetic este același cu cel al sensului de rotație a cîmpurilor. 
Astfel momentul cinetic este de-a lungul lui +2 pentru polarizarea circulară 
în sensul +2 şi de-a lungul lui —2 pentru polarizarea circulară în sensul 
—2, (În discuția de pînă acum 2 este o direcție fixă în spațiu. Consideraţiile 
de mai sus sînt valabile pentru oricare din direcţiile de propagare a undelor 
progresive: sînt valabile, de asemenea, pentru unde staționare). Desigur, 
și undele pe o coardă sau pe un resort polarizate circular poartă moment 
cinetic. 

În figura 8.2 este arătată deplasarea w(/) la z fixat pentru o oscilație po- 
larizată circular. 


Undă staționară polarizată circular. O undă staționară polarizată circular 
cu polarizarea (și momentul cinetic) în sensul +2 se obține multiplicînd osci- 
lația corespunzătoare, la z fixat, polarizată circular dată prin relația (16) cu 
o funcție sinusoidală de z. Astfel, pentru o undă staționară cu un nod în 2 =0 
(de exemplu) și polarizarea circulară +2, avem: 


w(z, £) = |: cos ot + $ cos(c — 5) A sin kz. (18) 


Undă progresivă polarizată circular. O undă progresivă polarizată cir- 
cular cu polarizarea (și momentul cinetic) de-a lungul lui +2 se obține cel 
mai ușor înlocuind wt prin of — kz (pentru propagarea de-a lungul lui +2) 
în oscilația polarizată circular dată de relația (16): 


w(2,î) = Al cos [ot — k2z] +3 cos]( Ea Ă — e] (19) 


Similar, dacă vrem o undă care se propagă de-a lungul lui —4, îl înlocuim 
pe ot prin of + kz; dacă vrem o undă cu momentul cinetic în direcția —2 
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plecăm cu o oscilație polarizată circular dată prin expresia (17) și înlocuim 
pe ot prin ot — kz sau prin ot + kz. 


Convenţiile de semn pentru undele progresive polarizate circular. Fie o 
undă progresivă polarizată circular ce se propagă în direcția +2, Fie, de 
asemenea, momentul ei cinetic în direcția +4 şi, astfel, sensul de rotație a 
cîmpurilor (în unda electromagnetică) sau a deplasărilor (pentru undele pe 
un resort) este în direcția +2 așa cum rezultă cu regula miîinii drepte. O 
astfel de undă este normal să o denumim undă „polarizată pe dreapta“; 
această convenţie a primit numele de convenția momentului cinetic. În acord 
cu convenția momentului cinetic o undă progresivă polarizată circular se 
zice polarizată pe dreapta, dacă sensul momentului ei cinetic este același cu 
sensul propagării și se zice polarizată pe stînga dacă sensul momentului ei 
cinetic este invers sensului propagării. Această convenţie este, totuși, opusă 
convenției folosită în mod obișnuit în optică. Ea se opune, de exemplu, 
convenției folosite în optică care denumește polarizorul circular „pe stînga“. 
Convenţia din optică se mai poate numi și „convenţia șurubului“. Justifi- 
carea ei se întrezărește, dacă vom considera emisia unei unde progresive pola- 
rizată circular în propagare pe un resort lung. Să considerăm că rotiți rapid 
un capăt al resortului într-o mișcare circulară în sens orar (văzut din locul 
dumneavoastră). De-a lungul resortului se propagă un tren de unde. Sensul 
său de rotaţie este orar; sensul momentului cinetic este același cu sensul 
propagării. După convenţia momentului cinetic unda este polarizată pe 
dreapta. Acum, „să înghețăm mișcarea“ cu o fotografie mintală și să ne 
uităm la forma instantanee a resortului. Arată ca un șurub pe dreapta sau 
pe stînga? Convenţia din optică este de a denumi polarizarea după cum 
numim șurubul. Din nefericire, șurubul care se observă este pe stînga ! (Pentru 
a vedea acest lucru imaginați-vă mișcarea miinii și a resortului pe măsură 
ce se emite unda. Reprezentaţi-vă configuraţia resortului în apropierea miinii 
dumneavoastră. Poziţia unghiulară reală a resortului la o distanță mică de 
mîna dumneavoastră corespunde poziției unghiulare pe care mîna dumnea- 
voastră a avut-o cu puţin timp înainte — ea este în întîrziere față de poziția 
mâinii dumneavoastră. Porțiunea de resort mai îndepărtată de capăt întîrzie 
și mai mult deoarece unda a fost emisă și mai înainte. Pe măsură ce la un 
moment de timp fixat, parcurgeți resortul, veți trasa un șurub pe stînga.) 
Astfel, convenția şurubului dă denumiri inverse celor utilizate în convenţia 
momentului cinetic. Convenţia momentului cinetic este mai ușoară pentru 
creier. Convenţia din optică este mai ușor de ținut minte, dacă ne aducem 
aminte că este cea a şurubului. 

Este instructiv ca, jucîndu-ne cu un resort slab și lung, să avem o expe- 
riență reală a diferitelor polarizări transversale. Pentru a obține unde stațio- 
nare, legați un capăt al resortului de un stîlp și scuturați celălalt capăt. 
Pentru a simula un capăt „liber“ legați un capăt al resortului de o coardă 
lungă de 10 m și legați celălalt capăt al corzii de un stîlp. Sînt foarte ușor 
de generat unde staționare polarizate liniar sau circular. Este dificil de generat 
unde armonice progresive, deoarece nu-i ușor de terminat resortul cu o sar- 
cină rezistivă care să se potrivească cu impedanţa. [Cred că o combinaţie 
între o coardă lungă (pentru a avea un capăt „liber“) și pistoane sau palete 
din polistiren expandat („fără masă“) care să miște apa dintr-o găleată ar 
putea funcționa.) Totuși,-putem ușor trimite un puls sau un pachet de undă 
de-a lungul resortului și -să urmărim reflexia la capetele fixe sau libere. 
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Proprietățile undelor polarizate transversal. Jucîndu-vă cu resortul sau 
studiind ecuaţiile de mai sus, puteţi verifica următoarele proprietăți ale 
undelor polarizate transversal (care sînt, de asemenea, valabile și pentru unde 
plane electromagnetice) : : 


1. Într-o undă plană polarizată liniar, la z fixat deplasarea trece prin zero de două 
ori pe ciclu. 
Într-o undă staționară, toate punctele trec prin zero simultan. 
Într-o undă progresivă, toate punctele suferă același tip de mișcare dar cu un defazaj 
ce corespunde timpului de propagare a undei între două puncte. 


2, Într-o undă staționară sau progresivă polarizată circular la z fixat, deplasa- 
rea are mărime constantă. i 
Dacă pe resort se propagă o undă progresivă polarizată circular, un instantaneu făcut la 
momentul / ne-ar arăta resortul sub forma unui tirbuşon. 
Dacă, în schimb, ar exista pe resort o undă staționară polarizată circular, resortul se 
va afla tot timpul în întregime într-un plan. Un singur instantaneu n-ar „putea distinge 
între această formă și cea a unei unde staționare polarizate liniar sau chiar cea a unei 
unde progresive polarizate liniar. (Un al doilea instantaneu luat un pic mai tirziu, com- 
binat cu primul, ne va spune care din aceste trei posibilități este cea reală.) 


3. Reflexia unui pachet de unde progresive polarizate circular pe direcția +2 
(o direcţie fixă în spațiu) pe capătul unui resort dă o undă reflectată polarizată circular 
în aceeași direcție. Acest lucru e valabil și pentru reflexie pe capete fixate și pe capete 
libere (sau orice altă sarcină). Astfel, la reflexie, sensul de rotație în raport cu direcția 
fixă 2 se menține. Acest lucru decurge direct din legea conservării momentului cinetic. 
Capătul fixat sau liber al unui resort nu poate exercita nici un cuplu de forțe și astfel 
momentul cinetic în raport cu axa fixă +2 se conservă prin reflexie. Desigur semnul 
polarizării se schimbă deoarece la reflexie sensul de propagare se inversează. Radiația 
electromagnetică are aceeași comportare ca și resortul. Prin aceasta înțelegem că sensul 
rotației în raport cu direcția fixă 2 a luminii polarizate circular sau a microundelor sau 
a oricărei alte radiații electromagnetice nu se schimbă la o reflexie cu 180%, dar semnul, 
adică sensul rotației în raport cu direcția de propagare se inversează. Faptul că semnul 
polarizării luminii se schimbă la reflexie nu este o noutate pentru dumneavoastră. 
Ştiţi că dacă vă priviți mina dreaptă într-o oglindă ea seamănă cu mina stingă. S-ar părea 
că acest lucru nu este legat in mod evident de conservarea (în raport cu reflexia pe oglin- 
dă) sensului de rotație în raport cu direcția fixă z, a luminii polarizate circular, dar în 
realitate există o legătură. Amindouă se pot considera ca fiind rezultatul conservării unui 
impuls transversal pe z în interacţia undei cu mediul respectiv, adică cu peretele în cazul 
resortului sau cu electronii oglinzii în cazul radiației electromagnetice. (Vedeţi, totuși, 
experiența pentru acasă 8.27.) 


__ Polarizarea transversală generală-polarizarea eliptică. La z fixat o oscilație 
generală polarizată transversal are.forma: 


w(7) = XA, cos (of + pi) + ŞAzcos (ot + 92). (20) 


Dacă ge, este egal cu q, sau cu e + = avem polarizare liniară. Dacă gq; este 


9 — Dali și Aa este egal cu A, avem polarizare circulară pe direcția +2. 


| t 
Dacă 2 este qi Pa și Aa este egal cu A, avem polarizare circulară pe 
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Fig. 8.3. Polarizare generală. Amplitv linea mișcării pe y s-a luat de două ori mat mare decit 
cea pe x. Mișcarea.pe y este în urn:a mișcării pe x cu „diferența de fază, e, — qp, indicată. 


direcția —2. În cazul general, cînd A, și Aa sînt diferite și șa și q2 sînt arbi- 
trare extremitatea vectorului deplasare w(7) descrie o traiectorie eliptică. 
Putem vedea acest lucru în felul următor: să notăm ţ, și y,cu x și y. 
Atunci x este A, cos(ot + qi.) iar y este Azcos(ot+ 2). Să dezvoltăm 
fiecare din aceste cosinusuri astfel încît x să fie o anumită combinaţie liniară 
de cost și sint iar y altă combinație liniară. Să rezolvăm acum aceste 
două ecuații liniare în raport cu sin of și cos of. Veţi găsi că sin wf și cos ot 
sînt fiecare o combinaţie liniară (diferită) de x și y. Să adunăm acum pă- 
tratele lui sin wț și cos of. Rezultatul (care este egal cu 1) este o: expresie 
pătratică în +2, y? și xy. O astfel de expresie poartă numele de secțiune 
conică. Dacă valorile posibile ale lui x și y sînt finite (cum se întîmplă aici) 
secțiunea conică este o elipsă. (Vezi problema 8.1) În figura 8.3 se vede ce 
se întîmplă cînd variem în relația (20) faza relativă e, — ee. [Puteţi arăta 
efectul fazei relative asupra polarizării, folosind o bandă de celofan transpa- 
rent. Vezi experiența pentru acasă 8.16.] 


Utilizarea numerelor complexe. Cînd într-o suprapunere de unde avem 
diferite constante de fază este, adesea, convenabil să folosim numerele com- 
plexe. Vom ilustra acest lucru considerînd o undă electromagnetică armonică 
progresivă ce se propagă în direcția +2: 


E(z,) = zE, (2, + ŞE, &tb) = 
= E, cos(hz — ot — pi) + 3 Ea cos(hz — ot — ee). (21) 


Se vede ușor că expresia (21) a intensității cîmpului electric este partea 
reală a următoarei funcții de undă complexe: 


E. (2,1) = ei 4) (3 E e îi + Ş Egeit), (22) 


Faptul că exp î(hz — wt) poate fi scos în factor în expresia completă a lui E, 
ajută cîteodată la evaluarea expresiilor ce conțin suprapunerea cîtorva 
unde diferite. Ne vom întoarce întotdeauna la intensitatea cîmpului electric 
real E, înainte de a transpune orice rezultat într-o situație fizică. (Nu există 
nici un V—1 în ecuaţiile Maxwell; nu există nici un cîmp electric avînd inten- 
sitatea y—1 V/m.) 

Funcţii de undă complexe și amplitudini complexe. Mărimea complexă E, 


a cărei parte reală este intensitatea cîmpului electric E poate fi considerată 
ca o suprapunere, 


E(2) = Apale) + Aapaled), (23) 
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unde. 
Wa(z,b) = Xeit-at), 
vaz) = Ş ee-ma, 
Ag = pe ec Ag = Eset, (25) 
Funcţii de. undă ortonormate. Funcţiile de undă w, și we constituie zu 
set complet de funcții de undă ortonormate. Adjectivul „complet“ spune că orice 
undă progresivă armonică se poate dezvolta ca o suprapunere de w, și we, 


cu coeficienți „constanți, complecși, A+ și As, convenabil aleși. Adjectivul 
„ortonormat“ înseamnă: 


(24) 


Vi Wa =W:w2=l, 
Vi VW = Www =0, 


unde asterixul indică conjugarea complexă (adică, înlocuirea lui 5 prin —4). 
Avem astfel: 


(26) 


V! - v, = [3 eit—00] - [3 eit—0n] = LA 


i Wa = [ă p—i(k— ct)] z [Ş gilhi—0] = îi 


„Din cauza condiţiilor de ortonormare, ecuațiile (26), pătratul valorii absolute 
a vectorului complex E, are următoarea expresie simplă: 


LE, ? = (E) -(E) = (Avi + 43 vw) (Auf Ayo) = 


i | (27) 
n dai +A P=E +. 

Media în timp a fluxului de energie în notație complexă. Viteza de numă- 
rare a unui detector cu fotomultiplicator într-un fascicul de unde electromagne- 
tice progresive este proporțională cu media în timp a fluxului de energie 
a fasciculului. Mai precis, pentru frecvența unghiulară e un detector cu aria A 
și eficacitatea fotocatodului e va da o viteză de numărare R (în unități de 
pulsuri pe secundă): 


e -A-e, (28) 


unde media în timp a fluxului de energie este: 


9 > = pc <E >, (29) 


sI ippozfi (39) 


Factorii lia ultima egalitate a relaţiei (30) au rezultat din medierea în 


timp a pătratelor amplitudinilor oscilaţiilor armonice din expresia (21). 
Comparînd relaţiile (27) și (30) vedem că dacă vrem să lucrăm cu mărimea 
complexă E, a cărei parte reală este E putem obține expresia corectă a me- 
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_ diei în timp a fluxului de energie dacă luăm jumătate din pătratul valorii 
absolute a lui E, în locul mediei în timp a pătratului lui E: 


E — Re E, = partea reală a lui E,, (31) 


<E:> = = E, k, (32) 


unde 
<E> = <E> + <B>, 
E. P= Ea P+ EP. (33) 


Alte reprezentări complete pentru lumina polarizată. Cea mai generală 
stare de polarizare poate fi reprezentată ca o suprapunere a unor unde cu po- 
larizări liniare după & și după Ş. Există, desigur, un număr infinit de direcții 
(fixe față de un sistem de referință inerţial) care pot fi luate drept &. Astfel, 
poate fi utilizat un număr infinit de reprezentări de polarizări liniare. În 
notația complexă, putem spune că există un număr infinit de seturi complete 
de funcții de undă ortonormate w, și w2 ce pot fi folosite ca bază pentru o 
suprapunere (cu coeficienți complecși) care să ne dea pe E,. Să presupunem, 
de exemplu, că am obținut vectorii unitari €, și 6g din vectorii originali & 
și $ prin rotirea lui X și a lui Ş cu unghiul e (sensul de rotaţie de la ă înspre 
$). Puteţi, atunci, arăta ușor că: 

6, = ăcosp+ sing, €2= —ă sinp+ 3 cospe. (34) 
Setul complet de funcții de undă ortonormate corespunzătoare unei reprezen- 
tări cu polarizări liniare de-a lungul lui €, și 6, este dat de: 


pi Oprirea) pg si e pierit), (35) 
Puteţi verifica ușor că Wa și we, satisfac condițiilor de ortonormare (26). 


Reprezentarea unei unde polarizate arbitrar ca o suprapunere de com- 
ponente polarizate circular. O stare generală de polarizare a unei unde armonice 
progresive poate fi, de asemenea, reprezentată ca suprapunerea unor compo- 
nente polarizate circular pe dreapta și pe stînga cu amplitudini și constante 
de fază convenabile. De exemplu, o undă polarizată liniar după & se poăte 
scrie în oricare din formele echivalente: 


E = & A cos (f2— od) (36) 


sau 


B= iu cos[ot — kz]+ $ cos(or — 3) — i] + 
A. (3 2 TE 
+ k cos [ot — k2] + Ş cos (e - =) -- e]. 


(Termenii în $ au amplitudini egale și diferența de fază de 180“; deci la adu- 
nare dau zero.) Reprezentarea lui E sub forma (36) este o reprezentare în 
polarizare liniară cu amplitudinea A. Reprezentarea lui E sub forma (37) 
este o suprapunere a unor componente polarizate circular avînd momentele 
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cinetice pe sensurile +2 și —2 și, fiecare, amplitudinea 2 Expresiile în com- 
plex analoage expresiilor (36) şi (37) sînt următoarele: 

e aul, (38) 
și 


e aa, A[eite-0 3 Ş eitii-lot-(n]20) + 
2 


c 


(39) 
+ — A[teitiz—0b 4 Sei — lat + (5/2), 
2 
Să folosim acum relațiile: 
gilni2) = cos + 5 sin 2 =, 
2 & 2 
A * (40) 
g-ilri2 = cos— — îsin— = —. 
2 
pentru a scrie expresiile (39) într-o formă mai simplă 
1 E SASE ta 1 A Fc 
E, = > AL +13) ce-o) + — 48 — 3) eee) (41) 


Putem defini acum un set complet de funcţii de undă ortonormate polarizate 


circular, prin 
V, = Ș zi) eilhz— at) 


V2 


gale. fig (42) 
w_ = i gi(ti= ot), 
V2 
Puteţi verifica ușor că w, și w_ sînt ortonormate, adică, avem 
vivo pu, 0, (43) 


Atunci cea mai generală stare de polarizare a unei unde armonice progresive 
se poate scrie sub forma: 


E(2, î) = Ap + Ax, (14) 
unde A, şi A_ sînt constante complexe. În cazul special al polarizării li- 
niare corespunzătorare ecuației (38), vedem că A, și A_ sînt 


| 
2 Taz: (45) 


Viteza de numărare R mediată în timp a unui fotomultiplicator într-un 
fascicul de unde progresive armonice se poate exprima în termenii coeficien- 


ților complecși ai oricărui set complet de funcții de undă. Astfel, în loc să 
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folosim reprezentarea cu polarizările liniare &, $ [vezi relațiile de la (28) pîn 
la (33)], putem folosi reprezentarea cu momentele cinetice după +2 și —2: 


Pasi dag ini (46) 
o 
unde A este aria (nu amplitudinea!), e este eficacitatea și 
ZS5> tg <E>. (47) 
2 | 2 
<E: > ==—|EB,|% 
2 (48) 


| E, P == AN, se AN P = LA, = AP. 


Rareori vom folosi funcții de undă complexe. Cînd le-am introdus, scopul 
principal a fost de a ușura reajustarea dumneavoastră mentală atunci cînd 
veți studia în volumul IV fizica cuantică. (Funcţiile de undă folosite în meca- 
nica cuantică sînt aproape numai complexe. Rădăcina pătrată din —1 apare 
explicit în ecuaţiile de undă ale mecanicii cuantice.) 


8.3. PRODUCEREA UNDELOR POLARIZATE TRANSVERSAL 


Vom analiza, în acest paragraf, diferite metode pentru producerea stării 
dorite de polarizare. Polarizarea se poate controla cel mai ușor, atunci cînd 
se poate controla procesul radiativ prin mișcarea unui resort sau prin emisia 
undelor electromagnetice de către o antenă proiectată după dorință. Cu toate 
acestea, se poate întîmpla să nu putem controla procesul de emisie. În acest 
caz, ori de cîte ori aveţi de-a face cu lumina unui bec electric sau cu cea solară 
se pune problema de a selecta cumva o anumită stare dorită de polarizare 
dintr-o suprapunere complicată a diferitelor stări. Poate că acele componente 
cu polarizare nedorită pot fi absorbite de o folie de polaroid. Sau poate că 
puteți aranja o astfel de reflexie a luminii încît componenta cu polarizare 
nedorită să aibă o pondere neînsemnată în lumina reflectată. Tocmai această 
reflexie selectivă este cauza polarizării luminii albastre a cerului, ea este 
cea care face ca lumina reflectată pe apă, pe sticlă, pe beton sau chiar pe un 
genunchi să fie polarizată. : 


Polarizarea prin emisie selectivă. Cînd scuturați un resort controlați 
starea de polarizare a undelor controlînd direcția în care executați oscilațiile 
capătului. În același fel undele radio sau microundele emise de o antenă au o 
polarizare ce depinde de mișcarea electronilor în antenă. Dacă antena constă 
dintr-o sîrmă dreaptă normală pe 2, electronii care oscilează de-a lungul sîrmei 
generează linii de cîmp electric în acea direcţie și undele electromagnetice care 
se propagă pe direcția 2 sînt polarizate liniar cu cîmpul electric paralel cu 
antena. Cele radiate în alte direcții de propagare sînt polarizate liniar de-a 
lungul direcției proiecției antenei pe planul perpendicular pe direcția de pro- 
pagare. Cînd există o antenă dreaptă pe direcția ă și o alta pe direcția Ş și cînd 
intensităţile curenților care le parcurg sînt egale și au aceeași fază, radiația care 
se propagă de-a lungul lui +2 va fi polarizată liniar pe o direcție situată la 
45* între & și $. Dacă intensitatea curentului pe direcția i este egală cu inten- 


392 


sitatea curentului pe direcția $ dar în avans de fază cu 90%, radiația electro- 
magnetică ce:se propagă pe oricare din sensul +2 sau —2 va fi polarizată 
circular cu momentul cinetic de-a lungul lui +2. Radiația în direcția +2 
va fi polarizată pe dreapta (cu convenţia momentului cinetic) ; cea radiată 
în sensul —2 va fi polarizată pe stînga. Radiația (la o distanță suficient de - 
mare) nu poate fi deosebită de cea care poate fi produsă de o singură „sarcină 
punctiformă echivalentă“ oscilantă, g ce descrie o mișcare circulară: 


w = A[ă cosot + Ş sin of], (49) 


unde amplitudinea A (şi constanta de fază) a mișcării circulare a sarcinii g 
sînt legate de cîmpul electric al radiației polarizate circular prin relația (6) 
din paragraful 8.2. Polarizarea radiației emise în orice direcție de acest sistem 
de două antene este tocmai aceea pe care am obținut-o la mișcarea sarcinii 
punctiforme echivalente, așa cum se arată în expresia (49). Observată dintr-un 
punct oarecare, proiecția mișcării circulare a sarcinii echivalente apare ca 
(și este )o mișcare eliptică. Astfel polarizarea este' eliptică pentru o direcție 
oarecare de emisie. De exemplu, pentru undele emise într-o direcţie perpen- 
diculară pe 2, polarizarea este liniară (cazul special al unei „elipse degenerate“). 
Toate aceste rezultate sînt o urmare directă: a discuţiei privitoare la radiația 
unei sarcini punctiforme (paragraful 7.5); cu două condiţii: (4) să fim suficient 
de departe de antenă pentru a neglija cîmpurile zonei apropiate și (7) antena 
să fie scurtă în comparație cu lungimea de undă pentru a putea considera 
numai o Ai sarcină echivalentă în descrierea mișcării tuturor electronilor 
din antenă. (În cazul 'unei antene cu o lungime de cîteva lungimi de undă, 
electronii din diferite părți ale antenei contribuie cu faze diferite ; este nevoie, 
atunci, de mai mult de o sarcină echivalentă și avem ceea ce se cheamă radiație 
„multipolară “ în contrast cu radiația „dipolară“ obţinută de la o singură 
sarcină oscilind armonic.) 


Polarizarea prin absorbție selectivă. Dacă avem o stare generală de pola- 
rizare, o cale de producere a unei''polarizări date este aceea de a scăpa de 
componentele nedorite ale undelor aranjind în așa fel încît ele să efectueze 
un lucru mecanic asupra unor „părți mobile“, în timp ce componentele dorite 
nu vor efectua. Ca exemplu să considerăm unde staționare pe un resort. Fie 2 
orizontal (de-a lungul resortului), $ vertical iar ă orizontal. O vergea verticală: 
de masă neglijabilă (polistiren expandat) este atașată de un piston de masă 
neglijabilă care amestecă apa dintr-o căldare. Pistonul xa fi mișcat de compo- 
nenta y a vibraţiilor. Dacă plecăm cu o undă staționară constînd din vi- 
braţii atît pe direcția x cît și pe direcția y în egală măsură, vibraţiile pe 
direcția y vor fi repede amortizate pe măsură ce energia lor se convertește 
în căldură în găleata cu apă (cu condiția şă nu le întreținem). 


Reţea de fire conductoare paralelei” În cazul'microundelor putem efectua 
absorbția selectivă cu ajutorul unei rețele de fire conductoare paralele întinse 
de-a lungul lui Ș, așa cum se'arată în figura 8.4. Să considerăm că în radiația 
electromagnetică incidentă (radiația de microunde), cîmpul electric are atît 
componentă + cît și.y. Să considerăm, separat, efectul firelor conductoare 
asupra acestor două componente. Fie întîi componenta y de-a lungul firelor. 
Cîmpul electric al radiației incidente acționează asupra electronilor din fire 
conductoare. Sirma (dacă este de cupru sau de argint sau orice alt metal 
bun conductor) acționează ca o sarcină rezistivă. Electronii de conducție 
ating viteza limită într-un timp scurt în comparație cu perioada microundelor 
(de exemplu, cu frecvența de 1 000 MHz). Cîmpul electric efectuează un lucru 
mecanic asupra electronilor ; ei transferă, prin ciocniri, o parte din energia 
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Fig. 8.4. O reţea de fire care absoarbe acele microunde cu E de-a lungul lui 3. 


lor rețelei cuprului. Ei, de asemenea, radiază. Se arată că radiația lor pe di- 
recția înainte interferă distructiv cu' radiația incidentă și se anulează. În di- 
recţia înapoi, radiația datorită mișcării electronilor de-a lungului lui y ne 
dă o undă reflectată. (În fapt, numai o mică parte a energiei radiației inci- 
dente cu E pe direcția $ se transformă în energie termică. Cea mai mare parte 
este reflectată. înapoi în sensul —2.) Astfel, rețeaua de fire conductoare elimină 
componenta $, 


Să vedem, acum, ce se întîmplă de-a lungul lui &. Electronii nu se pot 
mișca pe direcția î deoarece ei nu pot părăsi:sîrma. În loc să ajungă la o 
viteză limită (așa cum o fac în mișcarea pe Y),-electronii vor determina sar- 
cini superficiale pe porțiunile + și —x ale firelor. Cînd cîmpul datorit sar- 
cinii superficiale este suficient pentru a anula cîmpul incident (în interiorul 
sîrmei), electronii încetează să se mai miște. Aceasta se petrece într-un timp 
scurt în compârație cu perioada microundei. Electronii sînt, astfel, tot timpul, 
într-un fel de echilibru static (sau aproape) fără viteză sau accelerație. În 
consecință componenta + a radiaţiei nu este afectată. 


Poate că v-aţi gîndit că şi la capătul +y al firelor s-ar aglomera sarcină 
superficială. Totuși, cimpul ce rezultă datorită acestei sarcini terminale (și 
care tind să anuleze componenta pe direcția Y a cîmpului incident în interiorul 
firului) poate fi făcut cît de mic vrein în reginnea care ne interesează (lîngă 
centrul reţelei) făcînd firele suficient de lungi în direcția y. 


În cazul luminii cu A 5 - 10-7 m nu-i uşor de făcut „fire“ conductoare 
paralele distanțate la mai puţin de un A. Cu toate acestea, s-a reușit !* 


* G.R. Bird şi M. Parrish, Jr., ]. Opt. Soc. Am. 50, 886 (1960) au evaporat aur, 
la incidență razantă,' pe o rețea de difracție din materia! plastic cu 2'000 trăsături/mm. Aurul 
s-a depus pe părțile din amonte ale zgiricturilor sub forma unor „fire“ paralele conductoare. 
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Polaroidul. În 1938 Edwin H. Land a inventat polaroidul care se comportă 
intrucîtva ca o rețea de fire conductoare. În procesul de fabricaţie, o folie 
de plastic conținînd lungi lanțuri hidrocarbonice este puternic întinsă într-o 
direcţie. Aceasta face ca moleculeie să se alinieze. Pe urmă folia este imersată 
într-o soluție ce conţine iod. Iodul se leagă de lungile lanţuri de hidrocarburi 
și cedează electroni de conducție ce se pot mișca de-a lungul lanțurilor dar nu 
perpendicular pe ele. Avem, astfel, „fire“ efective de-a lungul moleculelor de 
hidrocarburi. Componenta cîmpului electric în direcţia firelor este absorbită ; 
cea perpendiculară pe fire este transmisă cu o atenuare foarte mică. 
[Cîteodată, pentru a ne imagina acțiunea reţelei de fire asupra undelor elec- 
tromagnetice, se folosește o analogie simplă cu o funie şi un gard de scînduri. 
Funia trece prin crăpăturile gardului. Dacă viteza transversală a funiei este 
perpendiculară pe direcția crăpăturilor, undele vor fi absorbite. Viteza trans- 
versală a undelor pe o funie este analoagă inducției magnetice într-o undă elec- 
tromagnetică. Regula mnemonică este că se absoarbe inducția magnetică trans- 
versală pe fire și deci se absoarbe cîmpul electric paralel cu firele. Nu este oregulă 
mnemonică prea bună, deoarece trebuie să ne amintim că mai degrabă viteza 
transversală (și nu componenta transversală a tensiunii) face ca funia să 
lovească interstiţiile, și ar trebui să nc reamintim, de asemenea, că analogul 
vitezei funiei este inducția magnetică și nu cîmpul electric (care este analog 
tensiunii transversale). Regula mnemonică cere să ținem minte mai multe 
lucruri decît simpla explicaţie.) 

Astfel, foaia de polaroid areoaxă (în planul foii) numită axa /ransmisier 
ușoare. Dacă E este de-a lungul acestei axe, lumina este transmisă cu o ab- 
sorbție foarte mică. Dacă E este perpendicular pe axa transmisiei uşoare, 
lumina este aproape complet absorbită. Axa transmisiei ușoare este perpen- 
diculară pe direcția de întindere a plasticului, adică este perpendiculară pe 
ret, 

Dacă vă uitaţi, printr-o bucată de polaruid, la o foaie albă de hirtie, 
hîrtia pare gri. Aceasta se întîmplă deoarece jumătate din lumina ce vine 
de la hirtie este absorbită de polaroid și natural că hirtia. va părea :nai 
întunecată. Pe de altă parte o bucată de celofan transparent (sau alt plastic 
transparent) transmite aproape toată lumina ce cade pe ea. 


Trusa de optică concepută pentru efectuarea experiențelor din această 
carte* are cinci bucăţi de plastic de culoare cenușie. Una din ele este un pola- 
'rizor circular (îl vom discuta mai încolo). Celelalte patru sînt bucăţi de pola- 
rizori liniari Polaroid HN-32, numiţi simplu polaroizi (pe care îi analizăm 
acum). Polarizorul circular poate fi identificat în felul următor: puneţi pe 
masă o monedă (sau orice altă bucată de metal strălucitor). Așezaţi una din 
bucăţile de plastic cenușiu peste monedă. Uitați-vă la monedă, prin plastic. 
Intoarceți, acum, plasticul cu cealaltă față peste monedă și uitați-vă din 
nou. Arată moneda la fel? Dacă da, atunci nu este polarizorul circular. (£.si- 
metria fascinantă manifestată de polarizorul circular va fi discutată mai 
încolo.) Uitaţi-vă la un bec cu incandescență prin două piese de poluroid cu 
polaroizii paraleli situate în apropierea ochiului. Rotiţi un polaroid relativ 
la celălalt. Cînd lumina a dispărut, se zice că polaroiri: sînt „încrucișaţi“. 
Axele lor de transmisie ușoară sînt atunci la 90” una faţă de cealaltă. 


* Cei ce doresc să efectueze experiențele prezentate aici pot folosi elemente echivalente, 
(N.T.) 
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Cînd axele ușoare sînt paralele cea mai mare parte a luminii care trece 
prin primul polaroid trece și prin al doilea. Într-un caz idealizat am obţinut 
următorul rezultat: lumina becului este „nepolarizată“ — ceea ce înseamnă 
că avem tot atîta intensitate luminoasă cu polarizarea liniară pe o direcție 
transversală & cîtă există și pe direcția transversală, perpendiculară, 3 (unde 
î este orice direcție transversală — orice & și $ formează o reprezentare com- 
pletă pentru descrierea luminii polarizate). Dacă primul polaroid ar avea pe 
ambele fețe cîte un strat nonreflexiv cu impedanța adaptată perfect și dacă 
toate lanţurile de hidrocarburi ar fi perfect paralele și dacă grosimea ar fi 
suficientă pentru a absorbi toată componenta nedorită a polarizării atunci 
50%, din intensitatea luminii becului va fi transmisă. Totuși, polaroizii nu 

“au suprafețe nereflective. Astfel cam 4% din intensitate se pierde la fiecare 
suprafață. [Indicele de refracție al polaroidului este cam cît al sticlei, adică, 
în jur de 1,5. Atunci intensitatea luminii reflectate este [(n — 1)/(n + 1)]a 
= 0,04 pe fiecare suprafață. Putem neglija efectele de interferență pe cele două 
suprafețe, atunci cînd mediem peste o bandă rezonabilă de culori. Există, 
deci, o pierdere totală de 8%.] Dacă lanțurile de hidrocarburi ar fi perfect 
aliniate, n-am mai avea alte pierderi. Un astfel de polaroid s-ar chema HN-46 
înțelegînd că 46% din lumina incidentă nepolarizată ar fi transmisă. Pola- 
roidul dumneavoastră se numeşte HN-32 ceea ce ar însemna că în jur de 
32%, din intensitatea originară de 100% se transmite prin primul polaroid. 
Asta înseamnă că este transmisă cam 64%, din componenta dorită a luminii 
incidente nepolarizate. (Din întreg spectrul mai puțin de 10-4din intensitatea 
celeilalte componente este transmisă.) Dacă cel de al doilea polaroid este 
paralel cu primul el va transmite aproximativ 64%, din intensitatea ce cade 
pe el deoarece toată lumina are acum direcția de polarizare corectă pentru 
a putea fi transmisă. Astfel, intensitatea, prin doi polarizori liniari paraleli 
HN-32, este în jur de: 


Impe = ca X 0,32 X004.210,21 (50) 


dacă I,, este intensitatea luminii incidente nepolarizate. 


Polarizorul perfect — legea lui Malus. Prin polarizor perfect vom înțelege 
un polaroid „HN-50“. (Nu există, dar e mai ușor de discutat decît cel real.) 
Neglijăm. orice pierderi de intensitate datorite reflexiilor pe suprafeţe. Presu- 
punem că este complet absorbită componenta nedorită, iar cea dorită (aceea 
cu E paralel cu axa ușoară, adică, perpendicular pe lanțul hidrocarbonic) 
este complet transmisă. Dacă lumina polarizată liniar este la incidență nor- 
mală pe direcția 2 cu amplitudinea cîmpului electric transversal E și dacă € 
este direcția transmisiei ușoare a polarizorului perfect, atunci este transmisă 
numai componenta (E :€)e a amplitudinii. Intensitatea luminii transmise 
lem este mai mică decît intensitatea luminii 1, incidente cu factorul 
(E. €)?/E2: 

Lu = Ip cos2 0 = L(E-6)2, (51) 


unde E = E/|E | este vectorul unitar pe direcția lui E. 
Relaţia (51) se numește adesea Legea lui Malus. Vezi figura 8.5. 

Doi polaroizi succesivi, nr. | și nr.2, cu axele de transmisie ușoară €, și 
€ la 90” una față de cealaltă se numesc „încrucișați“. Primul polaroid trans- 
mite E pe direcția €, iar al doilea absoarbe complet acest cîmp. Totuși, dacă 
între cei doi polaroizi se introduce un al treilea, cîmpul transmis nu este zero, 
cu condiția ca 6 să nu coincidă nici cu £, nici cu 62. Vezi problema 8.3. 
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kA E, 
Incidență 


Fig. 8.5. Polarizorul perfect. Axa transmisiei ușoare a lui E este de-a lungul lui €. E|, componenta 
lui E care este paralelă cu £, se poate transmite. Cealaltă componentă, E. , este complet absorbită. 


Polarizarea printr-o singură împrăștiere. Într-o zi însorită, uitați-vă la 
cerul albastru. printr-o bucată de polaroid ținută aproape de unul din ochi 
astfel încît să vedeți o porțiune mare din cer. Rotiţi polaroidul și căutați un 
minim care arată ca o cărare întunecată. de-a curmezișul cerului. Lumina ce 
vine din acea parte a cerului este puternic polarizată. Măsuraţi (cu aproxima- 
ție) unghiul dintre linia ce unește capul dumneavoastră cu soarele și linia ce 
unește capul cu regiunea de maximă polarizare a cerului albastru. (Veţi găsi 
că e în jur de 90%.) Aflaţi direcția de polarizare. (Puteţi găsi axa de transmisie 
ușoară, privind prin polaroid la o sursă cu polarizare cunoscută. De exemplu, 
priviți lumina reflectată de o fereastră sau de un parchet de lemn sau plastic. 
După cum vom arăta mai tîrziu în acest paragraf, lumina reflectată este pola- 
rizată paralel cu suprafața plană, să zicem.parchetul.) 

Explicaţia polarizării luminii albastre a cerului este următearea: fie 2 
direcția de propagare a luminii de la Soare pînă la o moleculă din aer dată 
(vezi figura 8.6). În cazul luminii solare, cîmpul electric este nepolarizat. 
(Acest lucru îl puteţi verifica făcînd un mic orificiu într-o bucată de carton 
și ţinînd cartonul astfel încît lumina ce vine de la Soare și trece prin orificiul 
cartonului să formeze o pată strălucitoare pe parchet. Acoperiţi orificiul cu 
o bucată de polaroid, rotiți polaroidul și urmăriţi variația intensității spotului 
de lumină pe parchet. Nu priviți la Soare). Electronii dintr-o moleculă de 
aer acționează întrucîtva ca niște oscilatori acționați de lumina incidentă. 
Astfel, oscilațiile !or se pot descompune într-o suprapunere de mișcări de-a 
lungul lui ă și al li $ (direcţiile transversale pe 2). Electronii oscilanți radiază 
în toate direcţiile, dar nu radiază în toate direcţiile la fel de bine. Din discu- 
ţia anterioară din paragraful 7.5 știm că amplitudinea și direcția polarizării 
cîmpului electric radiat de o singură sarcină punctuală oscilantă este propor- 
țională cu „proiecția“ amplitudinii mișcării sarcinii oscilante așa cum este 
văzută de un observator care privește spre sarcina oscilantă radiantă. Prin 
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Fig. 8.6. Polarizarea în urma unei singure împrăștieri, Axa Ş este aleasă în planul lui 2 și ?. Obser- 
“atorul vede mișcarea electronului de-a lungul lui & în proiecție integrală, dar în ceea ce priveşte 
mișcarea pe $ vede o amplitudine proiectată ce reprezintă doar cos 0im. din mișcarea reală. La 


a 


0im. = 90” radiația împrăștiată este polarizată 100%, de-a lungul lui &. 


proiecția amplitudinii mișcării înțelegem amplitudinea acelei componente a 
vectorului, ce descrie mișcarea electronului, perpendiculare pe direcția de pro- 
pagare î ce unește sarcina oscilantă cu observatorul. Dacă f este pe direcţia Y, 
observatorul vede, atunci, numai componenta & a mișcării electronului. Astfel, 
el vede radiația care este 100%, polarizată liniar după &. Intensitatea este 
numai jumătate din cea care ar fi dacă s-ar uita înapoi pe direcția 2 și ar 
putea vedea atît mișcările electronului pe ă cît şi pe $. [Este greu, în exem- 
plul nostru, să ne uităm direct de-a lungul lui 2, pentru că am fiorbiți de Soare. 
Dar puteți privi sub diferite unghiuri și veți vedea că pe măsură ce priviți 
mai aproape de direcția Soarelui, cerul pare nepolarizat. Tot așa s-ar petrece 
lucrurile, dacă ați privi la lumina ce are un unghi de împrăștiere mare (cît de 
apropiat de 180” puteți).] Acest proces de polarizare este ilustrat în figura 8.6. 

„Albinele n-au nevoie de polaroizi pentru a detecta polarizarea luminii 
albastre a cerului; ele folosesc acest lucru pentru a zbura*. Unii oamenii (dar 
nu eu) pot și ei detecta polarizarea fără polaroid ; ei văd „peria lui Haidinger“** 


* Karl vom Frisch, Bees, Their Vision, Chemical Sense, and Language (Cornell Uni- 
versity Press, Ithaca, N.Y. 1950) Albinele, vederea, simțul chimic și limbajul. 

** M. Minnaert, Light and Coulor (Dover Publications, Inc., New York, 1954). Lumină 
și culoare. Aceasta este o carte minunată plină de „experiențe care pot fi realizate în natură“. 
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Depolarizarea prin imprăştiere multiplă. Lumina albăstruie pe care o 
vedem cînd privim „dintr-o parte“ fasciculul unui proiector în aerul obișnuit 
(adică, cu ceva praf și fum) este polarizată prin acelaşi mecanism ca în cazul 
cerului albastru. Dacă aerul este cețos, fasciculul proiectorului apare alb în 
loc de albastru, atunci lumina nu mai este polarizată. Nici lumina soarelui 
nu este polarizată, atunci cînd este reflectată de norii albi, de o bucată de 
zahăr sau de o bucată de hîrtie albă. Deși o singură împrăştiere la unghiul 
potrivit poate da lumină puternic polarizată aceasta nu înseamnă că mai 
multe împrăștieri sînt și mai bune ! Dacă reflectați lumina pe o bucată de sticlă 
la un unghi corect, obţineţi lumină polarizată 100%. (Acest lucru se va dis- 
cuta în paragraful următor). Dar dacă măcinaţi sticla transformînd-o în pul- 
bere lumina pe care o primiţi în ochi din acea parte a suprafeței va fi suferit 
multe reflexii și va fi pătruns considerabil în sticla măcinată. Ca rezultat, vă 
uitaţi la electronii ce vibrează în toate direcțiile (transversale pe linia dumnea- 
voastră de privire), deoarece au fost excitați de radiația care a căzut pe ei 
din multe direcții pe lîngă cea originară de la sursa de lumină. Ei pot fi exci- 
taţi chiar și de lumina care a pătruns un pic, a fost reflectată de cîteva ori şi 
este pe cale să iasă afară. Puteţi obține o demonstrație simpatică a efectului 
de depolarizare prin împrăștiere multiplă, punînd o bucată de hîrtie de calc 
translucidă între doi polaroizi încrucișați. Hîrtia de calc depolarizează aproape 
complet lumina polarizată liniar de primul polarizor. Faptul că hîrtia de 
calc împrăștie multiplu lumina se poate vedea printr-o experiență simplă. 
Puneţi hîrtia de calc peste o pagină scrisă. Dacă hirtia este foarte aproape de 
tipăritură, puteți vedea bine literele negre. Dacă depărtaţi hiîrtia de calc cu 
cîțiva milimetri deasupra paginii, literele devin așa de mișcate încît nu mai 
pot fi distinse. Pentru a înțelege acest lucru, gîndiți-vă la „lumina neagră“ 
provenită de la o literă de pe pagină ca la un mic fascicul de proiector — acest 
fascicul este difuzat de către hiîrtia de calc. Pentru o altă experienţă, luaţi 
un fascicul de proiector și focalizați-l pe ceva prin hîrtia de calc. Uitaţi-vă 
la dimensiunea spotului pe măsură ce deplasați proiectorul mai departe şi 
mai departe în spatele hîrtiei de calc. O bucată transparentă de sticlă sau de 
plastic nu împrăștie lumina multiplu (puteţi citi prin ele, fie că sînt sau nu 
apropiate de litere) și nu depolarizează. 


Polarizarea prin reflexie regulată — unghiul lui Brewster. Priviţi la un 
obiect prin reflexie pe o bucată de sticlă obișnuită, de geam sau pe suprafața 
unei ape liniștite. Verificaţi polarizarea luminii reflectate cu o bucată de pola- 
roid. Veţi vedea că la un unghi de incidență de aproximativ 56" (măsurat 
de la raza incidentă la normala la suprafață) pentru sticla cu indicele de refrac- 
ţie 1,5 sau la un unghi de incidenţă în jur de 53” pentru apă (indice de refracție 
= 1,33) lumina reflectată este 100% polarizată liniar paralel, cu suprafața. 
Acest unghi special de incidență se numește unghi Brewster. Rotind polaroi- 
dul într-o poziție convenabilă, puteți obține o extincție completă a luminii 
reflectate, dacă incidența s-a făcut la unghiul Brewster. (Dacă orientați pola- 
roidul în mod convenabil și îl ţineţi aproape de unul din ochi astfel încît să 
vedeţi o zonă largă de unghiuri, veţi observa o bandă de „extincție“ centrată 
pe unghiul lui Brewster). 

Pentru orice unghi de incidență, unghiurile de incidență și de refracție 
(corespunzătoare) sînt legate prin legea lui Snell, 


n sin 6, — na sin 03. (52) 
Razele incidentă și reflectată formează unghiuri egale cu normala. (Aceasta 
este legea reflexiei.) Astfel la un anumit unghi de incidență 0,, pentru care 
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Fig. 8.7. Unghiul lui Brewster. Unghiurile desenate au valorile corecte pentru sticlă (n = 1,5). 
Lumina reflectată este polarizată 100%, perpendicular pe planul de incidență, adică, planul 


razei incidente şi al normalei. (Punctul încercuit indică polarizarea cimpului electric înspre sau 


din pre planul hirtiei.) 


6, + 02 — 90%, raza reflectată “ace un unghi de 90” cu raza refractată (adică 
transmisă), după cum se arată în figura 8.7. Direcţia de oscilație a electro- 
nilor în sticlă este transversală pe direcția razei transmise (deoarece aceasta 
este direcția forței de excitar€). Pentru orice unghi de incidență, componenta 
mișcării electronului perpendiculară pe planul de incidență (perpendiculară 
pe planul hîrtiei în figura 8.7) este complet „vizibilă“ unui observator care 
priveşte lumina reflectată (lumina radiată de electronii excitați din sticlă), 
deoarece această componentă a mișcării este perpendiculară pe direcția de 
propagare de la electron la observator (adică, direcția razei reflectate). Uneori 
componenta mișcării electronului situată în planul de incidență nu este per- 
pendiculară pe direcția razei reflectate. Numai componenta mișcării proiec- 
tate perpendicular pe raza reflectată contribuie la radiaţia reflectată. Pentru 
unghiul de incidență Brewsteriană componenta mișcării electronilor în planul 
de incidență este exact de-a lungul liniei ce unește electronu. cu observatorul 
și nu contribuie la lumina reflectată. Astfel lumina reflectată este complet 
polarizată perpendicular pe planul de incidență. Din figura 8.7 vedem că 
această condiție corespunde la 6, + 02 egal cu 90”. Atunci relația (4) ne dă 
[cu Mm = Î, na=n şi sin 02 egal cu sin (90* — 0,) care este cos]: 


tg 0, =, 0, = unghiul lui Brewster. (53) 
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Relaţii d= fază pentru lumina reflectată. Relaţiile de fază dintre lumina 
incidentă, transmisă și reflectată sînt interesante. Ele sînt arătate în figura 
8.8 ( (pag. 402). Aceste relații de fază pot fi înţelese în modul următor. Unda trans- 
misă are întotdeauna aceeași fază ca unda incidentă. Acest lucru poate fi înțeles 
făcînd analogie cu undele reflectate și transmise pe o coardă. Unda incidentă 
furnizează forța excitatoare și produce o undă transmisă cu coeficientul de 
transmisie pozitiv, deoarece forța excitatoare datorită undei incidente este 
similară cu forța excitatoare care a produs inițial unda incidentă. (Pentru 
o discuţie cantitativă privind reflexia și transmisia la incidență normală, vezi 
paragraful 5.3.) Unda transmisă se datorește în principal luminii originare a 
sursei dar, parțial, şi electronilor excitați din sticlă. Unda reflectată se dato- 
rește în întregime radiației electronilor excitați. Știm că la incidență normală 
coeficientul de reflexie al cimpului electric (din aer în sticlă) este negativ (vezi 
paragraful 5.3). Intensitatea cîmpului electric reflectat, după cum știm, 
poate fi considerată ca o suprapunere a unor contribuții proporționale cu pro- 
jecția mișcării electronilor așa cum este ea văzită de un observator ceseuită 
la lumina reflectată. Mișcarea electronilor este proporțională cu cîmpul elec- 
tric transmis. Astfel, toate relațiile de fază la incidență normală sînt corecte, 
dacă spunem că pentru lumina incidentă din aer pe sticlă observatorul care 
Briveşte pe direcția luminii reflectate observă o intensitate a câmpului electric care are 
sens opus intensității în proiecția câmpului transmis, proiecția făcîndu-se per pen- 
dicular pe lima de vedere a observatorului. Această afirmaţie este valabilă nu 
numai pentru incidența normală ci pentru toate unghiurile de incidență. 
Ea dă corect unghiul lui Brewster și, de asemenea, dă relațiile de fază pentru 
toate celelalte unghiuri de incidență. (Intensitatea este dată numai aproxi- 
mativ.) Puteţi verifica ușor relaţiile de fază din figura 8.8, folosind două bucăţi 
de polaroid și o lamelă de micrescop. (Vezi experiența pentru acasă 8.26.) 


Relaţii între intensități pentru lumina reflectată. Nu vom deduce aceste 
relaţii *. Folosind polaroizi și o lamelă de microscop, puteți verifica ușor că 
componenta polarizată liniar perpendicular pe planul de incidență este reflec- 
tată cu intensitate relativă din ce în ce mai mare pe măsură ce unghiul de 
incidență crește de la 0” (incidența normală) la 90” (incidența razantă). La 
incidență normală, în jur de 4%, din intensitate este reflectată de o singură 
suprafață ; pentru o lamelă de microscop cu două suprafețe,ereflectată de 
două ori mai mult. La incidență razantă lumina este practic reflectată 100%. 
În cazul componentei polarizate în planul de incidență, intensitatea reflectată 
de cele două fețe ale lamelei descrește de la aproximativ 8% la incidență 
normală pînă la zero la unghiul lui Brewster (56*) și apoi crește gradat la 100% 
la incidență razantă. Vezi experiența pentru acasă 8.26. 


Fereastră pentru laser la unghi Brewster. O aplicație interesantă a unghiu- 
lui Brewster o găsim la o fereastră de sticlă cu transmisie 100% numită fe- 
veastra Brewster. Să presupunem că aveți un aparat în care este necesar să: 


trimitem o rază de lumină printr-o fereastră de sticlă. La incidență normală, 
numai 92%, din intensitatea incidentă este transmisă prin fereastra de sticlă. 
(În jur de 4%, se pierde la fiecare suprafață.) Acest lucru poate fi tolerabil în 
anumite situații dar nu într-un laser cu gaz cu oglinzile în afara ferestrelor unde 
avem nevoie, poate, de o sută de traversări ale ferestrelor; deoarece 0, 92 


* O frumoasă deducere a acestor relații, numite formulele lui Fresnel, o găsiți în R; Feyn- 
man, The Feynman Lectures on Physics, vol. I, cap. 33 (Addison Wesley, Reading? Mass., 
1963) [R. Feynman, Fizica modernă. Ed. științifică 1971). 
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Fig. 8.8. Relaţii de fază pentru lumina reflectată pe sticlă. (a) O, este mai mic decit unghiul lui Brewster. (p) 0, este mai mare decit unghiul 
lui Brewster, (Un punct înseamnă că E iese din hirtie, un semn în cruce înseamnă că E intră în planul hirtiei iar o săgeată în planul hirtiei 
| „înseamnă că E este de-a lungul săgeți.) 


Fig. 8.9. Fereastră la unghi Brewster. Desenul este realizat pentru cazul n = 1,5. 


la puterea o sută este numai aproximativ 0,0003. O soluţie ingenioasă este 
de a înclina fereastra astfel încît fasciculul de lumină să fie incident la unghiul 
de incidență Brewster. Componenta luminii polarizate perpendiculară pe 
planul de incidență este parțial reflectată și parţial transmisă. După un mare 
număr de transmisii prin fereastră ea este aproape complet scoasă din fascicul 
datorită reflexiilor. Pe de altă parte, componenta polarizată paralel cu planul 
de incidență este complet transmisă — coeficientul de reflexie la unghi 
Brewster este zero. Astfel, chiar după multe traversări ale ferestrei această 
componentă a suferit pierderi neglijabile. Rezultatul net este că jumătate din 
lumină este aproape complet transmisă, jumătate este aproape complet 
reținută și lumina emisă de laser este 100%, polarizată liniar. Laserii ieftini 
ce pot fi găsiți la orice catedră de fizică au, de obicei, ferestre Brewster, 
Găsiți un asemenea laser. Încercați cu o bucată de polaroid polarizarea lumi- 
nii emergente. Scoateți-l din priză și desfaceți capacul pentru a vedea feres- 
trele Brewster, (Unele lasere nu folosesc ferestre Brewster — lumina lor 
nu este polarizată.) Modul de funcționare al unei ferestre Brewster este prezen- 
tat în figura 8.9. 


Polarizarea curcubcului. Chiar mai spectaculoasă decît polarizarea lumi- 
nii cerului este polarizarea curcubeului. A încerca să preziceți dacă polarizarea 
este radială sau tangențială (în raport cu arcul de cerc al curcubeului) constituie 
un exercițiu interesant. Dacă nu putcți aștep“a o plcaie pentru a vă verifica 
predicția, luați un furtun de gsădină și așteptați soarele (sau, ncaptea, fclosiți 
o sursă de lumină). Pentru o explicație a m-dului cum apz-e curcubeul, vezi 
Minnaert, Light and Colour (Dover Publicaticns. Inc., New Ycrk, 1954) [Lr- 
mină și culoare]. 
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8.4. DUBLĂ REFRACȚIE 


__ În paragraful 8.3 am învățat cum să modificăm starea de polarizare a 
unui fascicul de unde electromagnetice prin absorbție sau emisie selectivă 
(selectivă în sensul că o componentă este absorbită sau reflectată mai mult 
decît alta). În acest paragraf, vom învăța să modificăm starea de polarizare 
modificînd faza relativă a celor două componente. 


Celofanul. Luaţi două bucăţi de polaroid și încrucișați-le astfel încît să 
nu treacă lumina. Introduceţi acum între polaroizii încrucișaţi o bucată obiș- 
nuită de celofan (de la o bomboană — merge aproape orice fel de plastic). 
- Acum lumina trece ! Deoarece celofanul este perfect transparent, fără nici o 
zonă „întunecată“ ca a polaroidului știm că celofanul nu poate absorbi lumina. 
Singurul mod în care el poate să modifice polarizarea luminii este de a schimba 
faza relativă a diferitelor componente ale luminii polarizate. (Atunci nu 
există pierdere în intensitate, după cum puteți arăta ușor). 

Rotiţi, acum, între polaroizi bucata de celofan ținînd polaroizii Ancru- 
cișați. Veţi găsi două unghiuri situate la 90” unul față de celălalt (într-o 
rotație de 180%) pentru care celofanul are efect maxim și două unghiuri situate 
la 90” unul față de altul pentru care celofanul n-are nici un efect. Astfel, celo- 
fanul are două direcții speciale orientate la 90” una față de cealaltă și situate 
în planul său care se bucură de proprietatea de a introduce diferențe de fază 
relative în anumite componente ale luminii polarizate. 

Pentru a arăta că nu orice plastic transparent are această proprietate 
ciudată, luaţi o bucată de folie de plastic pentru împachetat cum este polieti- 
lena folosită la împachetatul rufelor la spălătorii. Intercalați-o între polaroizii 
încrucișați. Veţi găsi că are un efect mic. Nu trece prea multă lumină. (Va 
fi un oarecare efect, dar va fi mic în comparație cu cel al celofanului.) Deoarece 
(sau dacă) aţi găsit acum o bucată de plastic care nuare „axe optice“, adică, 
nu are direcții speciale în planul foliei, încercaţi să creaţi o direcție specială. 
Luaţi o bucată de plastic și întindeţi-o. Introduceţi plasticul între polaroizii 
încrucișați cu direcția întinderii la 45* față de axele polaroizilor încrucișați. 
Ar trebui să găsiți, acum, un efect uriaș. 

Iată explicația comportării deosebite a foliei de plastic întinse. Înainte 
de întindere lungile molecule organice erau învîrtite în toate direcţiile ca și 
macaroanele fierte. Totuși, prin întindere, moleculele tind să se îndrepte și 
să se alinieze. Electronii unei singure molecule organice lungi au diferite 
„constante elastice efective“ pentru vibraţiile în lungul lațului hidrocarburii, 
în comparație cu vibraţiile pe două direcții perpendiculare pe el. Astfel, 
polarizabilitatea moleculei este diferită pentru deplasările în lungul lanțului 
și cele perpendiculare pe el. După operaţia de întindere, direcția asociată cu 
lungimea. moleculei tinde să se alinieze pe direcția de întindere. Una dintre 
direcțiile perpendiculare pe direcția de întindere poate fi luată în planul 
foliei de plastic. (Cealaltă este perpendiculară pe folie și nu ne privește). Sus- 
ceptibilitatea electrică (polarizarea indusă pe unitatea de volum și pe unitatea 
de cîmp electric incident), în cazul cîmpurilor electrice pe direcția de întindere, 
va fi astfel diferită de aceea a cîmpurilor perpendiculare pe direcția de întin- 
dere. Astfel, constanta dielectrică pentru cele două direcţii și tot așa smdicele 
de refrachie sînt diferite pentru cele două direcții. 


Axe lente și rapide ale unei lame de întîrziere. Aceste două direcţii, 
direcția de întindere și cea perpendiculară pe ea (și în planul foliei), se numesc 
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axe optice. Axa optică corespunzătoare celui mai*mare dintre cei doi indici 
de refracție (pentru E de-a lungul ei) se numește axa lentă. (Indice de refracție 
mai mare înseamnă viteză de fază mai mică.) 

Cealaltă axă optică se numește axa rapidă. Vom nota cei doi indici de refrac- 
ție corespunzători cu 4, și n, (r pentru rapid și ] pentru lent) cu n, >. O 
folie de celofan sau de plastic sau un alt material cu aceste proprietăți se nu- 
mește lamă de întirziere. 

Să examinăm, acum, efectul unei astfel de lame asupra unei unde plane 
progresive electromagnetice incidente. Să descompunem, întîi, cîmpul electric 
incident în două componente ortogonale orientate pe axa lentă €, = ă și 
axa rapidă €, = 3. Considerăm că pentru 2 < 0 sîntem în vid, că lama de 
întîrziere începe la z = 0 și se extinde pînă la z = Az, după care avem din 
nou vid. Fie oscilaţiile cîmpului electric al undei incidente la z = 0 date de 
partea reală a mărimii complexe: 


E.(0, 7) = eiot [8 Aueie + ŞA, eter]. (54) 


Mărimile A, și A, și constantele de fază q, și q, sînt cele pe care le obținem 
cînd descompunem cîmpul electric incident în două componente polarizate 
liniar pe direcțiile & și pe Ş. [Deoarece aceste amplitudini și constante de fază 
sînt arbitrare, expresia (54) reprezintă o polarizare generală.] În interiorul 
plăcii de întîrziere să considerăm acum unda transmisă, între z = 0 şi Az. 
Neglijăm orice pierdere datorită reflexiei la prima suprafață și, în expresia 
(54), înlocuim pe wt prin wtf — kz. Dar trebuie să ne reamintim că mărimea 
k nu este aceeași pentru E în lungul lui €, ca cea pentru E în lungul lui €,. 
Astfel, reamintindu-ne că mărimea k este proporțională cu indicele de re- 
fracție și este dată de nu/c, în interiorul plăcii de întîrziere avem: 


E,(z, t) = giol [SA eieie— imale + ȘI Apeitre—inroilc) (55) 


Întîrzierea de fază relativă. În timpul în care unda a ajuns să iasă din 
placă la z = Az, fiecare componentă a suferit o întîrziere de fază relativă 
față de faza pe care ar fi avut-o dacă placa ar fi fost vidul (cu n = 1). Pentru 
componenta /, aceasta este dată de (n, — ljoAz/c: 
wAz 


întîrzierea de fază a lui E, relativ la vid = (n, — 1) (56) 
Similar, avem: 
întîrzierea de fază a lui E, relativ la vid = (n, — 1) ae d (57) 
e 


Scăzînd relația (57) din relația (56) găsim întîrzierea de fază a lui E, relativ 
Ia A 


: se ; ; Az Az 
întîrzierea de fază a lui E, relativ la E, = (n, —n,) ri a 


sai (n 15. n,)2n 
c vid 


A (58) 
unde Ay este lungimea de undă în vid. 


Lamă sfert de undă. Să considerăm următorul exemplu, care vă va ajuta 
să nu încurcați semnele. Considerăm lumina incidentă polarizată liniar cu 
E la 45 între €, și €,. Atunci A, și A, sînt egale și de asemenea e, și q, sînt 
egale. Fie grosimea lamei astfel aleasă încît componenta lentă suferă o întîr- 
ziere de 1/4 de perioadă relativ la componenta rapidă, adică ea suferă o 
întîrziere de fază de x/2 relativ la componenta rapidă. O astfel de lamă de 
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întîrziere se numește Jamă sfert de undă. La ieşirea din lamă, unda are ampli- 
tudini egale pentru componentele lente și rapide și componenta rapidă este 
defazată înaintea celei lente cu 90”. Aceasta înseamnă că avem lumină polari- 
zată circular cu sensul de rotaţie de la 6, către €,. Expresia (55) implică aceste 
rezultate. Ele sînt arătate în figura 8.10. 


Obţinerea corectă a semnelor este esențială pentru înțelegerea lamelor 
de întîrziere. lată un alt argument care vă poate ajuta să vă convingeți că 
sensul de rotație pentru lama sfert de undă este cel din figura 8.10. Dacă 
cele “două. componente ale polarizării s-ar propaga prin vid atunci la orice 
poziție dată z și orice moment de timp £ oscilația pe direcția & și oscilația 
pe direcția $ corespund amîndouă aceluiași timp anterior, retardat al emisiei 
__ din sursa luminoasă. Aceste două componente ale polarizării trec acum prin 
blocul cu 4, mai mare decît n,. La ieșirea din bloc, valoarea instantanee a lui 
E, trebuie să fi fost emisă la un timp retardat anterior decît cel al valorii 
instantanee, simultane E, în aceeași poziție (ieșirea din bloc). Şi asta pentru 
că unda progresivă ce îl poartă pe E, a parcurs aceeași distanță cu unda care 
l-a purtat pe E, dar a făcut acest lucru cu o viteză de fază mai mică; deci 
trebuie să fi plecat mai devreme. Astfel, E, corespunde unui timp de emisie 
mai recent și, deci unui avans în faza oscilației în raport cu E,, în acest fel 
E, îl conduce pe E,. Aceste relaţii de fază sînt ilustrate în figura 8.11. 


Proprietăţile lamelor de întirziere. Ar trebui să vă convingeți de adevărul 
următoarelor afirmaţii și „reguli“. (Nu trebuie să le memoraţi. Trebuie să le 
înțelegeți așa de bine încît să puteți uita răspunsurile dar să vi le refaceți 
ori de cîte ori vreți.) 

(4) O lamă semiundă (una de două ori mai groasă ca o lamă sfert de undă) 
transformă lumina polarizată liniar în lumină polarizată liniar avînd ca direcție 
de polarizare la ieşire, direcția de polarizare obţinută din cea de la intrare 
prin reflexie față de una din axele optice. (Aproape nici o dată nu ne preocu- 
păm de care axă este vorba; adică nu ne interesează faza absolută. Nu ne 
deranjează un semn minus pentru direcția amplitudinii.). Adică, lama semi- 
undă inversează semnul rejaliv al componentelor liniare ale amplitudinii 
luminii incidente. 


Fig. 8.10. Lamă sfert de undă. Lumina incidentă polarizată liniar cu E la 45 față de fiecare 
axă optică. (a) Intrarea. (b) Ieşirea. Acest rezultat se obține atit pentru direcția de propagare 
înspre hîrtie cît şi în cazul propagării dinspre hirtie, 
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Fig. 8.11. Întirzierea relativă a fazelor componentelor lentă și rapidă ale undei polarizate. 

Numerele ne dau momentele la care au fost emisie undele de către sursă. La intrarea în lama 

de întirziere cele două componente ale undei sint desenate ca fiind emise la același moment. La 

ieșire, componenta lentă emisă în a 10-a perioadă este prezentă în același moment cu compo- 

nenta rapidă emisă în a 13-a perioadă. Componenta rapidă este în avans față de componenta 
lentă cu tre! perioade întregi. 


(12) O lamă semiundă convertește lumina polarizată circular pe dreapta 
în lumină polarizată circular pe stînga și viceversa. 


(141) O lamă sfert de undă transformă lumina polarizată liniar cu direcția 
de polarizare situată între €, și €, în lumină polarizată eliptic cu sensul de 
rotaţie de la €, la €,. Dacă direcţia de polarizare a luminii incidente se află la 
45* față de &, și de 6,, unda la ieșire este polarizată circular. (Notă. Înseamnă 
că dacă rotim, în figura 8.10, direcția de polarizare liniară a lui E,, cu 90%, 
direcția polarizării la ieșire se va roti cu frecvența « în sensul opus sensului 
arătat în figura 8.10. Exprimarea unei reguli, în acest caz, ar consta în schim- 
barea convenției de semn pentru unul sau altul dintre versorii 6, sau 6, în 
figura 8.10 astfel încît E,, să fie din nou între versorii unitari €, și 6,. Acum 
regula zice că rotația la ieșire este de la 6, la 6,). 

(v) O lamă sfert de undă transformă lumina polarizată circular în lumină 
polarizată liniar. Pentru a obține o regulă simplă, să notăm semnele axelor 
lente și rapide astfel încît sensul de rotație a luminii incidente polarizate circu- 
lar să fie de la axa rapidă spre axa lentă. Atunci lama sfert de undă transformă 
lumina polarizată circular în lumină polarizată liniar la 90” față de direcția 
bisectoarei unghiului dintre 6, și 6,. (Vibraţia 7 este, deja, în avans de fază cu 


1/4 perioadă. După traversarea unei lame sfert de undă, ea este în avans cu. 


1/2 de perioadă). 

(7) O lamă de întîrziere n-are nici o influență asupra stării de polarizare 
a luminii incidente cu E fie pe direcţia 6, fie pe direcția 6,. 

(v) O lamă de întîrziere nu poate converti lumina „nepolarizată“ (cea 
pe care o obţineţi direct de la un bec sau de la soare) în lumină polarizată. 
Vom studia lumina nepolarizată în paragraful 8.5. Acum vom face o afirmație 
destul de vagă și anume că în cazul luminii nepolarizate există o relație de fază 
„întîmplăteare“ între componentele x și y atunci cînd se face media pe inter- 
valul de timp al observaţiei. Diferența de fază relativă introdusă de lama de 
întîrziere lasă relaţiile de fază dintre x și y tot așa de la întîmplare ca și 
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înainte, adică, dacă ș, și ș, sînt legate la întîmplare tot așa sînt și o, și 
9 + Aș. 

(vii) Se poate obține un polarizor circular, dacă lipim (față în față) o 
bucată de polaroid și o bucată de lamă sfert de undă cu axa optică la 45* 
față de axa transmisiei ușoare a polaroidului. Lumina nepolarizată trebuie 
să cadă pe fața polaroidului. 


(v141) Un polarizor circular care produce lumină polarizată circular pe 
dreapta va transmite cu eficacitate 100%, (neglijînd micile pierderi datorite 
reflexiei) lumina polarizată circular pe dreapta și care se propagă în sens invers 
(adică, incidentă pe fața sfert de undă a sandwich-ului.) E1 va absorbi complet 
„lumina polarizată circular pe stînga, incidentă pe fața sfert de undă. (Acest 
lucru se ține minte ușor făcînd analogia cu o filieră și un șurub. O filieră care 
transformă o bară cilindrică „nepolarizată” într-un șurub pe dreapta va trans- 
mite, de asemenea, un șurub pe dreapta în sensul invers dar ar distruge complet 
un șurub pe stînga ce ar înainta în sens invers.) Acest fapt are consecințe 
interesante. Vezi experiența pentru acasă 8.18. 


Am considerat lame de întîrziere obținute prin întinderea pe o direcție 
a unei folii de plastic. Este ceea ce ați făcut (sperăm) cu o bucată de plastic 
pentru ambalaj. Așa a făcut Corporaţia Polaroid lamele sfert de undă și 
semiundă din trusa de optică. Așa capătă celofanul proprietățile sale (iese 
dintre valțuri care presează și aliniază moleculele). O bucată obișnuită de 
sticlă de geam este izotropă și nu prezintă dublă refracție (adică, nu are axă 
optică). Dar dacă vă uitaţi la o bucată de sticlă tensionată pusă între doi pola- 
roizi încrucișați în unele locuri veți vedea lumină transmisă. Sticlele securit 
sînt puternic tensionate și prezintă interesante figuri de dublă refracție. E- 
cherele de plastic și farfuriile de plastic prezintă contururi de tensiune frumos 
colorate, cînd sînt puse între polaroizi încrucișați. Efectele de culoare sînt 
datorite, în parte, variației indicelui de refracție cu culoarea (adică, cu lungi- 
mea de undă) dar cel mai mult se datoresc variaţiei cu lungimea de undă a 
defazajului. 

Multe materiale cristaline prezintă dublă refracție. Dacă (la fel ca în 
cazul plasticului întins) ele au numai o direcție de anizotropie se numesc 4m- 
axiale. Direcţia de-a lungul axei de anizotropie se numește direcția „extra- 
ordinară“. Celelalte două direcții perpendiculare pe axa de anizotropie se 
numesc direcţii „ordinare“. Indicii de refracție corespunzători se numesc 
n, Şi n, (e pentru extraordinar și o pentru ordinar) pentru cîmpul electric 
de-a lungul direcțiilor e și o. Axa de anizotropie poate fi sau o axă rapidă sau 
o axă lentă, depinzînd de structura cristalului. Tabelul 8.1 ne dă cîteva exem- 
ple, cu indicii de refracție corespunzători luminii cu lungimea de undă de 
5 890 A (lumina galbenă emisă de atomii excitați de sodiu). 


Cîteva cristale uniaxiale Tabelul 8.1. 
-Materialul ne no axa e 
Lă 
—— : poata; 
Cuarț 1,553 1,544 lentă 
Calcită 1,486 1,658 rapidă 


| Gheaţă 1,307 1,306 lentă 
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Activitatea optică. Iată o experienţă interesantă de făcut acasă. Umpleţi 
un pahar sau o cană al cărei fund este de sticlă (nu de plastic) cu sirop'de porumb 
(sau de melasă) pînă la înălțimea de 5 cm. Puneţi o sursă de lumină sub cană, 
o bucată de polaroid sub cană și o alta deasupra cănii. Uitaţi-vă acum prin 
sirop. Veţi vedea frumoase efecte de culori. Faceţi acum niște determinări 
cantitative: folosiți un filtru roșu sau unul verde, de gelatină, pentru a lucra 
cu o bandă de lungimi de undă rezonabil de mică. Variaţi înălțimea stratului 
de sirop. Ar trebui să găsiți că lumina polarizată liniar rămîne polarizată 
liniar dar direcția de polarizare este rotită cu aproape 30” în sens orar (cînd 
priviți spre lumină) pentru fiecare variație a înălțimii stratului de sirop. cu 
2,5 cm. Acest fenomen se numește activitate optică. 

lată explicația. Lumina polarizată liniar, produsă de primul polaroid 
este o suprapunere de intensități egale de lumină polarizată circular pe dreapta 
și pe stînga (vezi fig. 8.12): 


E, = Epeioi Fa a [eta Sa Ş eiolt— (4/21) ENE - [seic ze Şeilot+ (1/12)70), (59) 


Moleculele de zahăr au o structură elicoidală. Toate moleculele de zahăr 
obținut din porumb au același sens al elicei. O elice are același sens fie că e 
văzută dintr-un capăt fie că e văzută dintr-altul. Astfel, o soluție formată 
din molecule de zahăr orientate la întîmplare rotește direcția de polarizare în 
același sens ca și moleculele individuale. Din cauza structurii elicoidale a mole- 
culelor, soluția de zahăr are indici de refracție diferiți pentru undele progresive 
cu polarizări circulare pe dreapta sau pe stînga. Pe măsură ce unda liniar 
polarizată înaintează prin soluția de zahăr una din componentele polarizate 
circular o ia, înaintea celeilalte, în fază. Dacă veţi face o schiță și vă veți 
gîndi puțin vă veţi convinge că direcția de rotaţie a luminii polarizată liniar 
este aceeași cu direcția de rotație a componentei rapide (componenta rapidă 
fiind cea cu cel mai mic indice de refracție). Iată acum un prilej de gîndire: 
ce se întîmplă dacă trimitem lumină prin soluția de zahăr, o reflectăm pe o 
oglindă și o trimitem înapoi prin soluție în sens opus? Se va dubla rotația? 
Sau va reveni la zero? 

Prima mare descoperire a lui Pasteur. Prima mare descoperire a lui Louis 


Pasteur a fost aceea că acidul racemic, o formă inactivă optic a acidului tar- 
tric, este un amestec de părți egale de cristale de acid tartric dextrogir și de 


SE ste] 
Sa 
/ 


Fig. 8.12. Oscilaţia polărizată liniar, de amplitudine E, este o suprapunere de oscilații polarizate 
1 
circular pe stînga şi pe dreapta, amindouă avînd âniplitudinea = Ey. Direcția rezultantei pola- 


rizate liniar depinde de fazele relative ale componentelor circulare, 
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acid tartric levogir. El a reușit să recuncască la micresccp cristalele dextro- 
gire de cele levogire din amestecul racemic și le-a separat în dcuă grămezi 
folosind o pensetă foarte fină. Cînd le-a dizolvat în apă, una din grămezi 
a rotit planul luminii polarizate în același sens ca și acidul tartric natural pro- 
dus din struguri. Cealaltă grămadă rotea planul luminii polarizate cu un 
unghi egal dar în sens opus. Acest fel de acid tartric nu mai fusese văzut pînă 
atunci în lume!* 

Observaţia că moleculele organice elicoidale create de organismele care 
trăiesc în prezent au un singur sens al elicii este, fără îndoială, un fapt funda- 
mental pentru lămurirea istoriei evoluției vieții pe planeta noastră. Toate 
moleculele prezente de ADN (substanţa vieţii) sînt elice pe dreapta ! De ce? 
Din cauza șansei originare? A conținut oare oceanul primar cantități egale din 
ADN primitiv pe stînga și pe dreapta? A învățat ADN pe dreapta cum să-l 
devoreze pe cel pe stînga? Nimeni nu știe, încă **. 


Reflexia pe suprafeţe metalice. După ce am observat o polarizare puternică 
(ce poate ajunge pînă la 100%, la unghi Brewster) obținută prin reflexie pe un 
material dielectric cum ar fi sticla sau apa avem aproape un șoc cînd cercetăm 
polarizarea luminii reflectate de o oglindă obișnuită argintată sau aluminizată 
(sau orice altă asemenea substanță cu strălucire argintie ca, de pildă, bara 
cromată a unui automobil sau un cuțit de masă) și descoperim că polarizarea 
este esențialmente zero. Acest lucru se întîmplă fiindcă metalele lustruite 
reflectă aproape complet ambele componente ale polarizării. Acesta este și 
motivul pentru care strălucesc; ar părea întunecate dacă ar produce polari- 
zarea prin reflexie mai mică a unei componente decît a celeilalte. (Ca să vedeţi 
acest lucru, puneţi o oglindă argintată lîngă o bucată de sticlă și priviţi-le 
pe amîndouă la unghiul Brewster corespunzător sticlei. Puneţi ceva întunecat, 
în spatele sticlei.) 

Faptul că o piesă strălucitoare de metal nu produce lumină polarizată 
din lumină nepolarizată nu trebuie să ne facă, prea repede, să credem că ea 
n-ar avea nici un efect asupra luminii polarizate. În fond, o bucată de celofan 
nu produce lumină polarizată din lumină nepolarizată, dar poate schimba 
starea de polarizare a luminii incidente polarizate. Exact așa cum face și o 
bucată de metal lucios. Puteţi verifica acest lucru într-o experiență ușoară 
prin care să transformați lumina polarizată liniar în lumină polarizată circu- 
lar prin reflexie metalică. Vezi experiența pentru acasă 8.28. 


8.5. LĂRGIMEA DE BANDĂ, TIMPUL DE COERENȚĂ 
ȘI POLARIZAREA i 
În acest paragraf se va discuta polarizarea luminii emise de atomi. Vom 
folosi imaginea clasică a unui electron legat de un nucleu greu. În această 
imagine, electronul oscilează și emite clasic unde electromagnetice, ca și cînd 


* Pentru o relatare a acestei experiențe şi a altor mari experiențe ale lui Pasteur, vezi 
Rene Dubos, Pasteur and Modern Science (Pasteur şi știința modernă) (Anchor Books Double- 
day și Company. Inc., Garden City, New York, 1960). 

** Pentru o frumoasă relatare a rolului elicității în - organismele vii precum și în interac- 
țiile slabe ale particulelor elementare, vezi Martin Gardner, The Ambidextrous Universe (Uni- 
versul ambidextru), (Basic Books, Inc., Publishers, New York, 1964). 
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atomul ar fi o mică antenă de radio. Această imagine omite caracterul „coi-: 
puscular“ al luminii emise,-adică omite faptul că lumina este emisă și absorbită 
în „pachete“ numite fotoni. În afara acestui lucru, imaginea clasică ne dă 
multe rezultate identice cu cele obținute cu o teorie cuantică sofisticată. Dife- 
rența principală constă în faptul că în teoria clasică noi ne imaginăm unda 
electromagnetică purtînd un flux continuu de energie pe cînd în teoria cuantică 
învăţăm că fluxul de energie nu este continuu. Totuși, ecuaţiile lui Maxwell 
(ecuaţiile teoriei clasice a electromagnetismului) ne dau într-adevăr preziceri 
corecte pentru fluxul mediu de energie. Clasic, ne imaginăm cîmpurile electric 
și magnetic ale radiaţiei electromagnetice ca fiind foarte „tangibile“, cu pătra- 
tele lor obţinînd densitatea de energie „reală“ din undă. Teoria cuantică 
reinterpretează densitatea de energie clasică considerînd-o egală cu numărul 
mediu de fotoni înmulțit cu energia unui foton. (Cînd numărul mediu de fotoni 
într-un volum dat este mai mic decît unitatea el se numește probabilitatea 
de a găsi un foton.) Veţi studia teoria cuantică în volumul IV. Dar am remar- 
cat aceste lucruri pentru a vă asigura că rezultatele pe care le vom obține cu 
imaginea clasică sînt valabile și în teoria cuantică după reinterpretarea conve- 
nabilă a fluxului de energie ca fiind fluxul de probabilitate înmulțit cu energia 

fotonului. 


Atom clasic ce emite radiație polarizată. Să considerăm un singur atom 
clasic situat în x =y =z = 0. Electronul poate oscila cu o suprapunere 
de mișcări pe &, pe 3 și pe 2. Observatorul este situat undeva foarte departe 
de semidreapta pozitivă z. Numai componentele x și y ale mișcării electro- 
nului contribuie la undele electromagnetice observate (lumina). 


Să considerăm că la = 0 electronul este excitat într-o vibraţie, poate 
printr-o ciocnire. După t = 0 electronul vibrează liber cu frecvența proprie 
wo. Starea de polarizare a radiației emise depinde de amplitudinea compo- 
nentelor x și y ale mișcării și de faza relativă a mișcării pe x și pe y. Elec- 
tronul nu vibrează tot timpul. El pierde energie prin radiație cu un Him 
mediu de dezexcitare = (timpul în care energia descrește cu un factor e, numit 
și timp de viaţă). După cîţiva timpi de viaţă, electronul a pierdut cea mai 
mare parte din energia sa și radiația sa ulterioară este neglijabilă. În timpul 
radiaţiei (de ordin 7) mișcările sale pe x şi pe y menţin o fază relativă con- 
stantă. (Amîndouă oscilează cu aceeași frecvență și presupunem că atomul 
nu este perturbat în acest interval.) Astfel în acest interval polarizarea radia- 
ției emise este constantă. 

La un moment de timp ulterior atomul poate suferi o a doua ciocnire, 
electronul fiind excitat din nou într-o mișcare ce se pcate descompune în osci- 
laţii pe &, pe și pe 2, toate cu aceeași frecvență proprie op și cu amplitudini 
și constante de fază ce depind de circumstanțele ciocnirii. Dacă atomul 
este într-un gaz și este bombardat uniform din toate părțile putem presupune 
că, practic, nu există nici o corelaţie între amplitudinile pe x și pe y precum 
și nici între fazele din excitări succesive. Astfel starea de polarizare a radiației 
emise în timpul celui de-al doilea interval de timp (de ordin 7) ce urmează 
celei de-a doua excitări nu se află în nici o relație cu cea emisă după prima 
excitare. 


Durata stării polarizate. Să considerăm, acum, că în locul unui singur 
atom avem mai mulți atomi excitaţi la orice moment de timp. Toţi sînt loca- 
lizați într-o regiune mică lingă x = y = 2 = 0 şi observatorul îndepărtat 
aflat pe axa z observă o undă electromagnetică ce este o suprapunere de unde 
emise de atomi individuali. Prin „moment“ să denumim un interval de timp 
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care este scurt în ccmparație cu timpul mediu de dezexcitare 7 dar în care, 
cu toate acestea, au loc multe oscilații cu frecvența wo. Să considerăm că 
observatorul descrie radiația în termenii amplitudinilor lui E, și E, și a fazei 
relative dintre E, şi E,. La orice „mcment“ E, este o suprapunere a tuturor 
contribuţiilor atcmilor care radiază în acel moment. Același lucru este valabil 
și pentru E,. Toţi atomii oscilează cu aceeași frecvență dominantă « dar cu 
diferite amplitudini și constante de fază. Astfel suprapunerea E, are frecvența 
dominantă «o și amplitudinea și constanta de fază ce depind de amplitudinile 
și constantele de fază ale tuturor atomilor ce contribuie la radiație. (Aceeași 
afirmaţie este valabilă și pentru E,). În timpul oricărui interval de timp scurt 
în comparație cu , toți atomii care vibrează pierd uneori o mică fracțiune 
din energia lor și își mențin aceleași constante de fază. Astfel, amplitudinea 
și constanta de fază a suprapunerii ce îl dă pe E, (sau pe E,) nu se modifică 
substanțial în timpul unui interval de timp mic în comparație cu 7. Starea de 
Bolarizare a undei electromagnetice totale rămîne constantă într-un interval de 
timp scurt în comparaţie cu +. În particular, faza relativă dintre E, și E, ră- 
mîne constantă. Să presupunem acum că după un interval de timp egal cu 
cîțiva timpi de viață z reexaminăm starea de polarizare a undei totale. După . 
un interval de timp lung egal cu mulți timpi de viață, atomii care radiau (la 
începutul intervalului) s-au dezexcitat și au fost înlocuiți cu alții noi. (N-are 
importanţă ce fracțiune din atomii „noi“ sînt atomi vechi care au fost reexci- 
taţi). Mișcarea atomilor noi nu este corelată cu cea a celor vechi, cu excepția 
faptului că putem presupune pentru simplificare că energia medie de excitare 
este cam aceeași pentru atomii noi ca și pentru cei vechi. Cînd adunăm com- 
ponentele x ale radiaţiei tuturor atomilor găsim componenta x a undei totale. 
Trebuie să obținem cam aceeași amplitudine cu cea a lui E, obținut cu vechiul 
set de atomi. Dar între constanta de fază a noului E, și constanta de fază a 
vechiului E, nu este absolut nici o legătură. Aceeași afirmaţie este valabilă și 

entru E,. Mai mult, deoarece între faza relativă a mișcărilor pe x și y ale 
noului set de atomi și faza relativă a mișcărilor pe x și y ale vechiului set de 
atomi nu există nici o corelație, observăm că fazele relative ale lui E, și E, 
„alunecă“ într-o mamieră complet imprevizibilă şi la „întîmplare“ într-un inter- 
val de timp lung în comparație cu =. 

Am presupus că electronul oscilează liber în atom în timpul de dezexci- 
tare z. Am mai presupus că atomul este în repaus. Atunci spectrul Fourier 
al radiaţiei emise de un singur atom are o lărgime de bandă Aw aproximativ 
egală cu zl. (Timpii de viață tipici sînt de ordinul a 108 s, în cazul atomilor 
ce emit lumină dînd o lărgime de bandă în jur de 10% rad - s1). Într-un tub 
cu descărcare în gaz, atomii nu sînt în repaus ci se mișcă cu viteze de ordinul 
a 10% m/s. Această viteză dă o deplasare Doppler a cărei semn depinde de 
faptul că atomii se mișcă înspre sau dinspre observator. „Lărgirea“ Doppler 
dă o lărgime de bandă ce este mai mare decît lărgimea „naturală“ 71 cu un 
factor de ordinul lui 100. Mai mult, ciocnirile scurtează adesea procesul de 
radiație înainte ca atomul să fi avut șansa să se dezexcite. În acest caz lăr- 
gimea de bandă crește și mai mult cu „lărgimea prin ciocniri“. 

Timpul de coerență. Cînd luăm în considerație toți factorii „lărgirii frec- 
venţei“ ajungem în final la o anumită lărgime de bandă Ac ce poate fi mult 
mai mare decît z-1. În acest caz, timpul în care starea de polarizare poate fi 
considerată aproximativ constantă nu mai este timpul propriu de dezexcitare 
ci ceea ce vom numi timp de coerenţă, 4, dat de: 


E 22 


60 
„2 (60) 
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Putem înțelege relația (60) în felul următor. Starea de polarizare rămîne 
în -mod esenţial nemodificată, atîta timp cît fazele relative ale lui E, și E, alu- 
necă cu o cantitate mică în raport cu 2x. Atunci timpul de coerență i. este 
dat aproximativ de timpul necesar ca frecvențele maxime și minime din bandă 
să fie defazate cu 2: 


2 27, (61) 


care este o expresie identică cu expresia (60). 

Faptul că există o lărgime de bandă finită Aw nu înseamnă în mod nece- 
sar că polarizarea se va schimba după un interval de timp de ordinul (Av). 
De exemplu, între atomii care radiază și observator ar putea exista o bucată de 
polaroid. În acest caz, componentele x şi y ale radiației văzute de către obser- 
vator menţin o relație de fază constantă deși lărgimea de bandă este tot Av. 
Aceasta, deoarece componentele x și y nu mai sînt „independente“. Polaroi- 
dul a reușit, să zicem așa, să „examineze“ componentele x și y ale radiaţiei 
incidente și la orice moment de timp a „selectat pentru transmisie“ numai acele 
părți ale componentelor incidente x și y care se suprapun cu o relație de fază 
convenabilă pentru a împinge electronii din polaroid pe direcția ușoară, trans- 
versală pe „fire“. Acele părți ale radiației x și y incidente care au faza relativă 
astfel încît să conducă electronii „de-a lungul“ firelor vor fi absorbite. 


lată un alt exemplu. Să presupunem că avem două surse de lumină 
identice cu descărcare în gaz ce dau lumină cu aceeași frecvență dominantă 
wp, aceeași lărgime de bandă și aceeași intensitare medie. Utilizînd o placă 
de știclă convenabilă sau o „oglindă „semiargintată“ putem aranja în așa fel 
încît cele două surse să apară observatorului ca fiind suprapuse una peste alta 
(adică, imaginile lor să fie suprapuse). Lumina fiecărei surse ajunge să se pro- 
page în direcția +z spre observator. Să acoperim acum fiecare sursă cu o bu- 
cată de polaroid astfel încît o sursă să dea radiație polarizată liniar pe direcția 
ă și cealaltă să dea radiație polarizată liniar pe y (după care ambele fascicule 
de lumină” se propagă în direcția +2). Dacă observatorul ar face o măsură- 
toare de polarizare î în timpul unui interval scurt în comparaţie cu timpul de 
coerență (Ay) „el va găsi o anumită stare de polarizare. Dacă așteaptă un 
timp mare în comparaţie cu (Av)! și face o altă măsurătoare de polarizare, 
el va găsi o stare de polarizare care este complet necorelată cu măsurătoarea 
precedentă. De fapt, observatorul va găsi că este esențialmente important 
să deosebească această radiație de aceea pe care ar obține-o dacă ar îndepărta 
una din surse și, în același timp, ar îndepărta bucata de polaroid din dreptul 
sursei care a mai rămas. 


Definiția radiației nepolarizate. Sîntem acum pregătiți să spunem ce 
înțelegem prin lumină „nepolarizată“. Lumina nepolarizată este lumina ale 
cărei componente (x și y, sau pe dreapta — şi pe stînga —) sînt emise „inde- 
pendent“ (adică, nu sînt corelate în fază, cum ar face-o o piesă de polaroid) 
și ale cărei amplitudini și faze relative ale celor două componente ale luminii 
polarizate au fost măsurate printr-o tehnică ce le mediază peste un interval de 
timp lung în comparație cu timpul de coerență (Av)"1. Ceva ce s-ar numi lu- 
mină „intrinsec“ nepolarizată nu există. Tot ceea ce trebuie să faceți pentru a 
schimba lumina - „nepolarizată“ în lumină „complet polarizată“ este de a 
inventa o tehnică ce v-ar permite să măsurați polarizarea înainte ca fazele să 


aibă o șansă să alunece. 


Măsurarea gradului de polarizare. O descriere cantitativă a „gradului de 
polarizare“, ceea ce înseamnă gradul de corelație între faze și amplitudini 


Ac 


co 
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și care se mențin în intervalul de timp al măsurii, se poate face în felul următor: 
să presupunem că reprezentăm starea instantanee de polarizare prin E,, 
Ea, q Și q2 în cazul polarizării liniare, în care E este partea reală a lui 


E, = eiladt—te) (3 Evei + Egee). (62) 


Aceasta o putem scrie ca o suprapunere continuă Fourier a unor unde riguros 
armonice ocupind o bandă îngustă de frecvențe; dar la fel de bine ne putem 
reprezenta relația. (62) ca o undă aproape armonică cu frecvența dominantă 
cp Și Cu amplitudinile și constantele de fază E,, Es, qi şi 2 care nu sînt chiar 


Pi 


constante în timp ci lent variabile (de o manieră neașteptată). 

Acum să vedem cum putem exprima pe E,, Es, qi și g2 numai în funcție 
de măsurători de intensitate. (Folosim cuvîntul sntensitate ca un sinonim 
pentru fluxul de energie). Aceasta este măsurătoarea cea mai ușor de făcut. 
Considerăm că avem polaroizi și lame sfert de undă și, de asemenea, un foto- 
multiplicator cu care putem măsura fluxul de fotoni (numărul de fotoni pe 
unitatea de suprafață și pe unitatea de timp) pentru a realiza orice dispozitiv 
experimental. Fluxul mediu de fotoni este proporțional cu fluxul clasic mediu 
de energie. Fluxul mediu clasic de energie este proporțional cu media pe un 
ciclu a pătratului intensității cîmpului electric. Presupunem că avem un foto- 
multiplicator cu un fotocatod de arie cunoscută și cu eficacitate de detecție 
cunoscută și putem, astfel, determina media în timp a pătratului intensității 
cîmpului electric în fasciculul cîmpului electric incident pe fotocatod. 


Timpul de măsură. Fie 7 durata totală a tuturor măsurătorilor pe care 
sîntem gata să le descriem: acest interval îl vom numi fimp de măsură. El 
este timpul în care determinăm f/oate constantele interesante E, E2, qi și 
go. Vrem să terminăm măsurătoarea înainte ca starea de polarizare să aibă 
timp să se modifice. Presupunem, astfel, că timpul de măsură 7 este mic în 
comparație cu timpul de coerență (Av). În descrierea noastră va părea că 
avem de-a face cu o experiență de plăcere care ține „toată ziua“; nu acesta 
este cazul. Ar trebui (manifestînd suficientă ingeniozitate) să fim în stare să 
aranjăm lucrurile astfel încît să măsurăm totul simultan. În acest caz limita- 
rea de bază a timpului de măsură 7 ar trebui să fie timpul de rezoluție instru- 
mentală. Dacă instrumentul este un fotomultiplicator tipic, timpul de rezo- 
luție este în jur de 10 s. Astfel, va trebui să măsurăm starea „instantanee“ 
de polarizare a radiației cu un timp de coerență mai mare decît 10% s, să 
zicem 108 s. 


Măsurarea celor patru constante. Trebuie să lăsăm și experimentatorului 
să facă ceva. Nu vom specifica, atunci, exact cum ar putea el să facă măsu- 
rătorile (pe care le descriem acum) într-un timp 7 de ordinul a 10% s. lată 
acum un procedeu (destul de lent) de determinare a celor patru constante ce 
descriu fasciculul de lumină, considerînd că îi cunoaștem deja frecvența și 
direcția. Presupunem că, în plus față de fotomultiplicatorul etalonat, avem 
un polaroid perfect (sau unul etalonat) și o lamă sfert de undă. lată cum 
procedăm: 


1. Puneţi polaroidul în fața fotomultiplicatorului. Alegeţi niște axe 
transversale arbitrare . & și ş. Rotiţi axa transmisiei ușoare peste &. Determinați 
media în timp a vitezei de numărare a fotonilor. Atunci rezultatul ne dă: 


<E2> = - E. (63) 
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2. Rotiţi polaroidul peste Ş şi determinaţi viteza de numărare. Obţinem: 
<EI> = - E3, (64) 


3. Rotiţi polaroidul pe o direcţie aflată la 45* între & și y. Fie această 
direcție 6. Vedem că vectorul unitar este dat de: 


pe ae a di (65) 
N2 
Componenta intensității cîmpului electric transmisă de polaroid este Brodusul 
scalar al lui 6 și intensitatea cîmpului electric incident E. Folosind forma 
complexă E,, avem din ecuaţiile (65) și (62): 


6 5 E, (2, £) == eiloot—ho2) fie git + ie a). j (66) 


Fluxul transmis de fotoni ne dă acum o măsură a lui: 


E Laz ! 
<B> = | E4+ B+ Pieces (ee: (60 
Deoarece i-am determinat deja pe E? și E3 (E, şi Ea sînt numere reale pozitive) 
din relaţiile (63) și (64), vedem că relația (67) ne dă cos (1 — 2). 

Pentru a obține faza relativă avem nevoie și de sin(ep, — 2). (Nu sîntem, 
în mod normal, interesați în fazele -absolute.) Pentru a-l obține, să folosim 
lamele sfert de undă: 

4. Să lăsăm polaroidul de-a lungul lui 6 la 45 între & și 3. Ecuația (66) 
ne dă atunci cîmpul transmis. Să introducem acum și lama sfert de undă în 
fața polaroidului cu axa sa lentă în lungul lui & sau al lui Ş. Pentru precizare 
să zicem că axa lentă este pe 3. Atunci în expresia lui E, dată de relația (62) 


trebuie să-l înlocuim pe ez prin Și 0 m. (De asemenea, atît, cît. și a 
au căpătat o constantă neinteresantă, pe care o omitem.) În consecință în 


& - E, dat de relaţia (66) trebuie să-l înlocuim pe 2 cu p2 — re m. Să măsurăm 


acum fluxul de fotoni în, spatele sistemului lamă sfert de undă plus polaroid. 
Fluxul este dat printr-o expresie de forma relației (67) în care 2 este înlocuit 


! | Ă 
prin q2— ŞI m. Astfel determinăm: 


<(6 -EP> Pda B+ 2 Bi — Eu sin (az) (68) 


Astfel, i-am determinat complet pe E, Ea și pi — ea prin măsurătorile 
reprezentate de relaţiile (63), (64), (67) şi (68). Aceste rezultate se obțin. dacă 
timpul de măsură Ț este mic în comparație cu timpul de coerenţă. 

După cum am menţionat înainte, dacă fasciculul luminos trece printr-un 
polarizor (ca o bucată de polaroid sau un polarizor circular) înainte să ajungă 
la echipamentul de detecție atunci timpul de coerență al polarizării nu este 
atît de mic ca Av?. Timpul de coerență al polarizării este chiar infinit (cel 
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puțin atît timp cît nimeni nu dă deoparte bucata de polaroid). Atunci puteți 

face în voie măsurătorile implicate în descrierea de pînă acum ; în locul foto-. 
multiplicatorului puteți folosi chiar și ochiul dumneavoastră. Trebuie să vă 

învățați să folosiți trusa optică pentru a determina starea de polarizare a unei 

surse luminoase de polarizare necunoscută. Dacă lumina provenită de la sursă 

“este polarizată liniar sau circular sau eliptic și are timpul de coerență mai 

lung decît cele cîteva minute care vă sînt necesare pentru a face măsurătorile, 

puteți determina complet starea de polarizare folosind ochiul, un polaroid și 

o lamă sfert de undă. “(Puteţi folosi, de asemenea, un polarizor circular și o 

lamă semiundă.) 

Măsurătorile pe care le-am prezentat pînă acum sînt mai generale decît 
este necesar, în multe dintre cazurile de interes practic. De exemplu, dacă lu- 
mina este liniar polarizată de-a lungul unei direcţii transversale ar fi o prostie 
să folosim direcțiile carteziene & și $ oarecare. Îndată ce aflați că lumina 
este polarizată liniar în mod natural, veți orienta mental direcția & de-a lungul 
direcției de polarizare. În acest caz, faza relativă o, — q2 este irelevantă 
deoarece amplitudinea de-a lungul lui $ este zero. La fel, dacă, de exemplu, 
aflați că lumina este polarizată circular pe dreapta ar fi stupid să folosiţi 
pentru a descrie lumina, reprezentarea utilizată în cazul polarizării liniare (care 
a fost descrisă în cazul general de mai sus). 


Polarizorul circular. Polarizorul circular din trusa de optică este un 
pachet constituit dintr-o bucată de polarizor liniar lipită cu o lamă sfert de 
undă. Axa transmisiei ușoare a polaroidului este la 45* față de axele optice ale 
kmei sfert de undă. „Intrarea“ în sistem se face prin fața cu polarizorul 
liniar. leșirea se face prin fața lamei sfert de undă. Dacă proiectați lumina 
nepolarizată provenită de la un bec cu incandescență pe fața de intrare, la 
ieșire, veți obține lumină polarizată circular pe stânga (cu convenţia din optică, 
a şurubului). Polarizorul a absorbit toată lumina cu excepţia celei ce corespunde 
mișcării electronilor pe cerc în sens antiorar pentru dumneavoastră (dacă 
i-ați putea vedea) cînd priviți spre bec. Dacă la fața de ieșire a polarizorului 
alipiți lama sfert de undă veți transforma lumina polarizată pe stînga (după 
șurub) în lumină polarizată pe dreapta. Dacă, în schimb, veţi reflecta pe o 
oglindă la incidență aproape normală lumină polarizată pe stînga veți obține 
lumină polarizată pe dreapta. 

Puteţi folosi polarizorul circular „în sens invers“ ca analizor. El va 
lăsa să treacă lumina cu același semn al polarizării ca cea pe care o produce, 
va absorbi lumina de sens opus. Putem înțelege acest lucru în felul următor. 
Întîrzierea în fază a componentei lentepolarizate liniar relativ la componenta 
rapidă este. independentă de direcția de traversare a lamei sfert de undă. 
Cînd polarizorul circular este folosit în sens direct, polarizorul liniar urmat de 
o lamă sfert de undă produce polarizare circulară cu vectorul E rotindu-se 


de la î la |. Dacă această lumină este reflectată de o oglindă, ea continuă să 
se rotească în același sens în raport cu o axă fixă în spaţiu (prin conservarea 
momentului cinetic). Cînd trece înapoi prin lama sfert de undă întîrzierea în 
fază are loc ca şi înainte dînd o întirziere în plus de 90” în momentul în care 
lumina întîlnește din nou polarizorul liniar pe care îl parcurge în sens invers. 
Acest lucru înseamnă că lumina este acum polarizată liniar la 90” față de 
direcția originară a axei ușoare a polarizorului liniar, deoarece o componentă 
liniară a suferit o schimbare de semn în raport cu cealaltă componentă. Astfel 
lumina va fi absorbită. Se explică astfel de ce o oglindă sau o bucată strălu- 
citoare de metal pare „neagră“ (este, de fapt, albastră închis) atunci cînd așezați 
pe ea polarizorul circular cu fața de intrare în sus. Oglinda inversează sensul 
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polarizării. La fel, orice lumină polarizată circular pe dreapta (cu regula 
șurubului) va fi absorbită de polarizorul dumneavoastră care produce lumină 
polarizată pe stînga (după șurub) cînd cade pe fața de ieșire. Pe de altă parte, 
cînd lumina polarizată circular pe stînga (după șurub) cade pe fața de ieșire a 
polarizorului circular pe stînga, componenta liniară pe axa 1 a lamei sfert de 
undă este în avans de fază în raport cu componenta f. Lama sfert de undă 
reduce acest avans de la 90” la zero. Astfel cînd lumina atinge polarizorul 
liniar, componentele liniare | și 7 sînt în fază și lumina este complet transmisă 
prin polarizorul liniar. Eay iese polarizată liniar și cu întreaga intensitate (cu 
excepția pierderilor pe care de regulă le neglijăm). 

lată un exemplu: priviți o sursă luminoasă printr-un polaroid; rotirea 
polaroidului în jurul liniei de vedere nu produce nici o variație de intensitate. 
Priviţi apoi la sursă prin polarizorul circular pe stînga (folosit invers): intensi- 
tatea este neschimbată. (Ce concluzie aţi trage în acest stadiu?) Puneţi, apoi, 
lama semiundă între sursă și polarizorul circular și repetați măsurătoarea ; 
lumina este absorbită complet. Concluzia: lumina este polarizată circular pe 


stînga. 


Lamă sfert de undă și lamă semiundă. Luaţi una din cele două bucăți 
de plastic transparent din trusa de optică. Ţineţi-o față în față cu o bucată 
de polaroid cu marginea la 45" față de marginea polaroidului. Uitaţi-vă prin 
ambele piese la lumina becului sau la cer, cu polaroidul înspre sursă. Puneţi 
un al doilea polaroid pe cealaltă parte a plasticului transparent. Rotiţi al 
doilea polaroid. Repetaţi, acum, experiența cu cealaltă bucată transparentă 
de plastic. Care din ele este lama sfert de undă și care este lama semiundă ? 
Repetați experiența cu marginea plasticului transparent paralelă cu cea a 
polaroidului. 

Eticheta de pe foaia din care s-a tăiat lama de întirziere sfert de undă nu 
zice „lamă de întîrziere sfert de undă“ ; zice, în schimb „valoarea întîrzierii 
este 140 + 20 mu“. Un mu este un milimicron = 103: 10-%m = 107cm= 
= I0Â. Întîrzierea este astfel de 1400 Â. Ea este un sfert din lungimea 
de undă cu valoarea 4 x 1 400 A = 5 600 A (care este în verde). Întîrzierea 
reprezintă altă fracțiune de lungime de undă, dacă aceasta din urmă diferă 
de 5 600 Â. Să încercăm să înţelegem ce vrea să spună eticheta. Întîrzierea 
relativă în fază Ag dintre componentele / și 7 ce traversează lama de întîrziere 
de grosimea Az și cu indicii n, și n, este: 


” 


Ag = 2r (n —n,) =, (69) 


În cazul unei lame sfert de undă defazajul corespunde la 1/4 dintr-o perioadă, “ 


adică la a radiani. O lamă sfert de undă trebuie să aibă: 


(n, — n,)Az= - A. (70) 


Eticheta spune că (n, — n,)Az este 20 unde A este 5 600 A. Aceasta 


este „întîrzierea spațială“, independentă de A (în cea mai mare parte a dome- 
niului vizibil). Aceasta înseamnă că într-o bună aproximație n, —, este 
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independentă de lungimea de undă. Pentru o lungime de undă arbitrară 
(din vizibil) avem: 
56004 
da DE, 7 
Pe (71) 


La fel lama semiundă introduce o întîrziere de 280 + 20 mu. 


Lumina nepolarizată. Dacă folosiți trusa de optică pentru a determina 
starea de polarizare a luminii unui bec cu incandescență veți constata că pola- 
rizorul liniar nu vă dă nici o variație a intensității pentru orice unghi în jurul 
liniei de vedere ; nici cînd se interpune între sursă și polarizor o lamă sfert de 
undă nu apare vreo variație de intensitate. În termenii reprezentării prin 
polarizare liniară x și y prezentată în relațiile (63), (64), (67) și (68), aceste 
fapte implică (punem o „bară“ deasupra simbolurilor mărimilor măsurate pen- 
tru a ne reaminti că măsurătorile au loc în „timpul de măsură“ 7): 


| EEST aa 
— B2=—-—E2 = 
Şc parea 
ami: pc ri oa cos (ei — ș2)| = 
mud bx: Ja 12 Pi Pa | 
za E? - 2 Da E,Ea Sin (ea — 2); (72) 


Cu alte cuvinte, penţru orice alegere a axelor x și y media în timp a lui E 
este egală cu media în timp a lui E2, și mediile în timp a lui cos(p1 — 2) 
și a lui sin (1 — q2) sînt zero. Sigur că nu există nici un unghi cu proprietatea 
ca atît sinusul său cît și cosinusul său să fie zero! Lucrul esenţial în relaţiile 
(72) este bara care indică media în timp peste intervalul de timp 7. Motivul 
pentru care faza relativă are atît valoarea medie a sinusului cît și valoarea 
medie a cosinusului zero este acela ca faza a variat la întîmplare în intervalul 
de timp lung 7 în care am. făcut măsurătoarea. A luat toate valorile între 
—rn şi + (faza relativă se definește numai pe un interval 27). Atît cosinusul 
cît și sinusul au avut tot atîtea valori pozitive cît și negative și s-au mediat 
la zero. 

Dacă am putea termina măsurătoarea în mai puțin de 10-1 s (pentru o 
sursă tipică cu descărcare în gaz cu lărgire Doppler) am obține un rezultat 
foarte diferit. Am găsi că lumina este complet polarizată la orice „moment“, 
unde momentul include multe oscilații dar este mic în comparaţie cu inversul 
lărgimii de bandă (timpul de coerență). 

Cu ajutorul unui resort slab putem simula lumina nepolarizată. Scutu- 
rați resortul un anumit timp pe o direcție, apoi scuturați-l un timp pe altă di- 
recție. Faceţi o fotografie cu timpul de expunere 7. Dacă 7 este mai mic în 
comparație cu timpul cît scuturatul s-a făcut în același fel, fotografia vă va 
indica o polarizare completă. Dacă 7 este lung atunci oricine va examina 
fotografia va spune „resortul este nepolarizat“ — ceea ce spune tocmai că 
T a fost prea lung. 


Polarizarea parțială. Dacă 7 nu este nici scurt nici lung în comparație cu 
timpul de coerență, radiația se numește parțial polarizată. În acest caz, există 
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diferențe sesizabile între rezultatele celor patru măsurători de intensitate care 
ne dau E2, E?, cos (pa — p2) și sin (pi — 2). Există diferite modalităţi 
în care se poate exprima faptul că polarizarea a fost „ștearsă“ în timpul de 
măsură 7. De exemplu, se poate defini „polarizarea fracțională P“ prin: 


P2 = [sin (1 — 2)]? + [cos (pa — p2)]?, (73) 


unde sin (a — 2) și COS (pi — q2) sînt definite prin măsurătorile de inten- 
sitate care ne-au dat rezultatele din expresiile (63), (64), (67) și (68). Dacă T 
este mic în comparație cu timpul de coerență atunci P este 1. Dacă 7 este mare 
în comparaţie cu timpul de coerență atunci P este zero. Pentru 7 intermediar 
P este cuprins între 0 și 1. Desigur, P nu reprezintă întreaga poveste ; întreaga 
poveste are nevoie de toate cele patru măsurători. 


PROBLEME ȘI EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


8.1. Efectuați concret pașii indicaţi după relația (20) din paragraful 8.2, pentru a arăta 
că relația (20) reprezintă o deplasare ce urmează o traiectorie eliptică. 

8.2. Lumina nepolarizată a unui tub cu descărcări în mercur trece prin filtrul de gelatină 
verde care izolează linia verde. Fante și lentile formează un fascicul paralel ce se propagă în 
direcția +z. Fasciculul este bine definit la z = 0. La z = 100 există un fotomultiplicator care 
numără fotonii din fascicul. Viteza medie de numărare este de 64 pulsuri pe minut, R = 64. 

(a) La z = 10 introducem o lamă sfert de undă cu axa rapidă de-a lungul lui &. Cit este 
acum R? (Neglijați micile pierderi datorite reflexiilor etc.) 

(b) Introducem la z = 20 un polarizor liniar cu axa de transmisie ușoară pe direcția 
(2 + $)/N2. Cit este acum R? (Notă. Pe măsură ce, în această problemă, introducem diferite 
obiecte le lăsăm pe toate celelalte vechi la locul lor. Poziţiile z sînt tocmai pentru a menţine 
ordinea corectă.) 

(c) La z = 30, punem o lamă semiundă cu axa rapidă de-a lungul lui &. Cit este R? 

(d) La z = 40, adăugăm un polarizor liniar cu axa ușoară pe &. Cit este R? 

(e) La z = 50, introducem un polarizor circular pe stinga. Cit va fi viteza de numărare 
maximă (cu polarizorul folosit în sensul direct)? Cit va fi viteza de numărare minimă? 

(/) Cu polarizorul circular pe stinga de la punctul (e) aranjat pehtru viteza de numărare 
maximă introducem, la z = 60, o lamă semiundă cu axa rapidă pe direcția (& + $)/N2 urmată 
la 2 = 70 de un polarizor liniar cu axa de transmisie ușoară pe $. Cit este R? 

8.3. Lumina polarizată circular cu intensitatea 1 (intensitate înseamnă fluxul de energie 
pe unitatea de suprafață pe unitatea de timp; acesta este proporțional cu curentul fotomulti- 
plicatorului pentru o frecvență dată) cade pe un polaroid. Arătați că intensitatea la ieșire (inten- 


1 
sitatea luminii ce iese de pe fața cealaltă a polaroidului) este — 10. 
2 


8.4. Lumina polarizată liniar într-o direcție de polarizare ce formează unghiul 0 cu & 
cade pe un polaroid cu axa ușoară pe &. Primul polaroid este urmat de un al doilea polaroid. 
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cu axa uşoară pe direcția originară de polarizare a luminii incidente. Arătaţi că dacă la intrare 
intensitatea este Jp, atunci la ieșire intensitatea este 7, cost 6. 


8.5. Lumina polarizată circular de intensitate 7, cade pe un pachet cu trei polaroizi. Pri- 
mul și al treilea polaroid sînt încrucișați, adică, axele lor ușoare sînt la 90” una față de cealaltă. 
Polaroidul din mijloc formează un unghi O cu axa primului polaroid. Arătaţi că, la ieșire, intensi- 


l 
tatea este — Ig cos26 sin? 6. 
2 


8.6. Un număr mare N + | de polaroizi sint aranjați într-un pachet. Unghiul axei ușoare 
a fiecărui polaroid este mai mare decit cel al predecesorului său imediat din pachet cu o valoare 
constantă a. Astfel ultimul polaroid este la unghiul 0 = Na de primul polaroid. Neglijind orice 
pierderi datorite reflexiilor pe multe suprafețe şi presupuniînd că pe primul polaroid cade lumină 
polarizată liniar cu intensitatea /p cu polarizarea de-a lungul axei ușoare a primului polaroid, 
găsiți intensitatea la ieşirea din pachet. Consideraţi-l pe N foarte mare și rețineți numai primii 
termeni interesanți în seria de puteri corespunzătoare (dezvoltarea Taylor). 


6 
R: I= 2 ( da + termenii de ordin superior] . 


Aceasta inseamnă că, chiar dacă 0 este 90“ astfel încit primul şi ultimul polaroid să fie încruci- 
şați, intensitatea la ieșire este egală cu intensitatea la intrare, dacă am avea suficienți polaroizi 
intermediari. Putem roti „uşurel“ planul de polarizare fără să pierdem nimic! Astfel, dacă am 
cimenta împreună un număr mare de polaroizi (folosind un ciment transparent cu același indice 
de refracție ca al polaroizilor, încît să minimalizăm reflexiile), 'rom obține ceva ca o moleculă 
gigantică de zahăr care rotește planul de polarizare fără să absoarbă deloc energie. 

Alt mod de a obține „activitatea optică macroscopică“ este de a răsuci fișii de staniol sub 
formă de tirbuşon (toate cu același semn), de a le introduce în polistiren (o bună proximație 
pentru un mediu rigid, fără masă, pentru a susține electronii liberi) și de a trimite prin dispo- 
zitiv microunde polarizate liniar. Planul de polarizare al microundelor va fi rotit. 


8.7. Aveţi lumină incidentă polarizată liniar pe direcția &. Vă trebuie lumină polarizată 
liniar cu direcția de polarizare la 30” față de &, adică, pe direcția: 


e = 3 cos 30” + Ş sin 30%. 


Cum puteți obține acest cimp transmis (a) cu prețul unei anumite pierderi în intensitate; (5) 
fără pierderi în intensitate și fără a utiliza nici un polaroid? 


8.8. Care este intensitatea luminii transmise în cazul luminii nepolarizate de intensitatea 
Ig incidente pe polaroizi incrucișați cu o lamă sfert de undă între ei (a) cind axa optică (să zicem 
axa lentă) a lamei de întirziere este paralelă cu axa uşoară a unuia dintre polaroizi ; (b) cînd axa 
optică a lamei este la 45* față de axele ușoare? 


8.9. Răspundeţi la aceeași intrebare ca în problema 8.8 dar folosiți o lamă sfert de undă. 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


8.10. Încercați diferite folii de plastic (instrumente de desen, celofan, bandă Scotch etc.) 
pentru a vedea dubla refracție rotindu-le între polaroizi încrucișați. Cind puteți spune că sîn- 
teți norocoși că ați dat peste o lamă sfert de undă sau semiundă? Încercați experiența întinzind 
o folie de împachetat pentru a face să prezinte dublă refracție. 


8.11. Lamă sfert de undă din folie de împachetat. Luaţi de la un magazin un sul de folie 
de împachetat (plastic transparent care se întinde). Cinci sau șase straturi paralele formează o 
lamă sfert de undă foarte bună. Ea se poate acorda pentru diferite culori scăzind sau adăugînd 
o foaie. De exemplu, dacă șapte foi formează o lamă sfert de undă perfectă pentru 5 600 Â (ver- 
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de) atunci 8 foi ar trebui să formeze o lamă perfectă pentru lungimea de undă de ( Zi 5600 = 
? 


= 6 400 A (roşu). Pentru a scăpa de unele încrețituri puteți lipi foliile pe un carton în care s-a 


practicat o gaură. 


8.12. Dependența de culoare a lamelor de întirziere. O „lamă semiundă“ este cu adevărat 
o lamă semiundă numai la o anumită lungime de undă. Lama semiundă din trusa de opticd este 
lamă semiundă pentru 5600 A. Luaţi o sursă liniară de lumină albă strălucitoare. (Orice bec 
cu incandescență transparent este bun, de exemplu, un bec de 150 W cu un filament drept care 
este o elice de 2 cm lungime și | mm diametru.) Uitaţi-vă la sursa albă cu rețeaua de difracție. 
(Desfaceți culorile perpendicular pe linia sursei pentru a obține o rezoluție cît mai bună.) Luaţi 
acum doi polaroizi paraleli. Puneţi lama semiundă la 45 între polaroizi. Atunci culoarea pentru 
care lama semiundă este o lamă semiundă va avea polarizarea liniară rotită cu 90% și va fi absor- 
bită. Uitați-vă prin pachet folosind rețeaua de difracție. (Țineţi totul aproape de unul din ochi). 
Vedeţi banda neagră din verde? Aceasta este culoarea cu A de 5600 Â! Notă. Rotiţi ușor ulti- 
mul polaroid pentru a-l acorda cu întunecimea maximă din banda de observaţie.) 


8.13. Lamă semiundă din folie de împachetat. Construiți-vă o lamă semiundă prin metoda 
descrisă în experiența 8.11. Veţi avea nevoie de 12 pînă la 15 foi. Poate veți folosi metoda din 
experiența 8.12 pentru a „acorda“ lama adăugind foi pînă cînd banda de absorbție este de 
5 600 A. Veţi obține astfel cu mare precizie valoarea lui (n — n,)Az pentru un strat. 


8.14. Polarizarea în cazul resortului slab. Găsiți-vă un resort lung și slab și un partenere 
Dumneavoastră și partenerul veți ține de capetele opuse ale resortului. 

(a) Mişcaţi fiecare resortul într-o mișcare de rotaţie în sens orar (din propriul punct de 
vedere). Dacă aceasta nu vă va convinge că polarizarea liniară este o suprapunere a două pola- 
rizări circulare de sens opus, nimic altceva nu va reuși să vă convingă. 


(b) Fiecare persoană va folosi marginea dreaptă a unei cărți drept ghidaj pentru mînă, 
unul din parteneri va mișca resortul ca pentru polarizarea liniară la 45" față de orizontală iar 
celălalt partener în mod asemănător dar la 90" față de primul. (Unghiul de 45 este astfel incit 
să împiedice gravitația să intervină cu o puternică asimetrie.) Unul va număra cu voce tare, 
„1,2, 3, 4, 1,2, 3, 4, ...“ patru bătăi la o perioadă (sau patru la o semiperioadă), cu „unu“ la 
repetarea mișcării inițiale a miinii. Celălalt partener va scutura resortul în fază, sau defazat cu 
180* sau cu 90%. Trebuie o anumită concentrare, pentru a nu fi perturbat de ceea ce vedeţi. 


(c) Cu capătul depărtat fixat de ceva (acum partenerul dumneavoastră se poate duce 
acasă), cu unul sau două mișcări circulare ale miinii, creați un pachet de unde polarizate circu- 
lar. Verificaţi că la reflexie momentul cinetic se conservă. Verificaţi faptul că dacă momentul 
cinetic este de-a lungul direcției de propagare forma resortului este cea a unui șurub pe stînga și 
mai verificați că tipul şurubului se schimbă la reflexie. 


8.15. Lamă semiundă din bandă transparentă de celofan. Lipiţi o foaie de bandă transpa- 
rentă de celofan pe o lamelă de microscop (lamela e necesară ca suport mecanic). Cu metoda din 
experiența 8.12 verificați dacă ea este o lamă semiundă. Estimați valoarea lui (n — np)Az. 


8.16. Diferite tipuri de polarizare observate cu o bandă transparentă de celofan. Lipiţi pe 
o lamelă de microscop 16 straturi de bandă adezivă, transparentă de celofan (scotch). Vor apă- 
rea, probabil, bule și nu se va vedea bine prin sistem. lată o tehnică îmbunătățită: puneţi pe 
masă o lamelă curată de microscop, și apoi puneţi o picătură de ulei (ulei de mașină de cusut 
sau ulei mineral) în centrul lamelei. Luaţi o bucată de bandă lungă cit este lamela plus cîțiva 
centimetri într-o parte și alta. Lipiţi banda de lamelă făcînd un contact optic bun prin întinde- 
rea uleiului. Cind faceți acest lucru lipiți banda adezivă de masă. Puneți o picătură de ulei în 
centrul benzii. Puneţi o nouă bandă. (Benzile se vor lipi una de cealaltă la capetele unde nu este 
ulei.) Ulei, bandă, ulei, bandă... La al 16-lea strat de bandă puneţi încă o picătură de ulei şi în 
final o lamelă de microscop. Fixaţi lamela tot cu bandă adezivă — dar nu obturaţi regiunea 
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rămasă transparentă. Aveţi acum un pachet cu două suprafețe plane de sticlă și 16 straturi de 
bandă. Sistemul este destul de transparent și se poate vedea prin el ușor. 

Experienţă. Fixaţi cu bandă adezivă pe una din fețele pachetului un polaroid cu axa sa 
la 45 față de axa benzilor. Fixaţi şi rețeaua de difracție. Țineți pachetul în așa fel încît să vă 
uitaţi la sursa liniară strălucitoare, albă. Cu cealaltă mină ţineţi un polarizor liniar (polaroid) 
la fața de ieșire a pachetului și paralel cu primul polaroid. 

(a) Observaţi citeva benzi negre! Aceste benzi negre corespund luminii polarizate liniar 


"| ce este absorbită de polarizorul liniar. Ele sint separate în faza relativă cu 27 (faza relativă, 


a componentelor polarizate liniar de-a lungul axelor lentă și rapidă ale scotch-ului). Lumina 
din regiunea dintre două benzi întunecate are o fază relativă ce variază între 0 și 2 și astfel 
trece prin toate polarizările. arătate în figura 8.3, paragraful 8.2. 

(2) Rotiţi polaroidul „analizor“ din spate cu 90%. Regiunile întunecate devin luminoase 
iar cele luminoase întunecate! De ce? 

(c) Înlocuiți polaroidul prin polarizorul circular folosit în sens invers, ca analizor, adică, 
cu fața de ieșire spre sursă. (Cind îl așezați peste o monedă și moneda devine albastru închis, 
atunci fața de intrare este în sus.) 

(d) Puneţi unul lingă altul polarizorul liniar și cel circular, astfel încît să împărțiți cîmpul 
de vedere între cei doi. Ei trebuie să fie paraleli cu primul polarizor (45* față de lamelă). De- 
plasați pachetul astfel încît să vă uitaţi întîi prin analizorul circular apoi prin cel liniar. Benzile 


se deplasează cu un sfert din distanța dintre benzile negre (adică, diferența de fază este de sa 
2 


radiani.) Rotiţi acum polarizorul liniar și repetați. Sensul deplasării benzilor se inversează. Cu 
asemenea metode vă puteți convinge că polarizarea variază atunci cind facem o rotație completă 
(de exemplu) de la liniară dreapta-sus, la circulară pe dreapta, la liniară stinga-sus, la circulară 
pe stinga şi la liniară dreapta-sus. Reprezentaţi grafic polarizarea luminii în funcție de culoare 
(lungimea de undă) indicind lumina polarizată liniar prin săgeți cu două capete iar lumina pola- 
rizată circulară prin „săgeți circulare“. 


8.17. Filtru Lyot cu bandă transparentă de celofan și polaroid. (Pentru această experiență 
este nevoie de patru bucăți de polaroid.) Faceţi o lamă de întirziere cu 16 straturi de scotch ca 
în experiența 8.16. Prin aceeaşi tehnică faceți o lamă de 8 straturi precum şi o lamă cu 4 stra- 
turi. Să denumirm aceste pachete prin simbolurile I6LI, 8LI și 4LI. Prin P să denumim un pola- 
rizor liniar din polaroid iar prin P(45*) să înțelegem că axa ușoară a polaroidului este la 45 față 
de axa benzii de scotch. Reţeaua de difracție o vom nota cu RD. Faceţi acum următoarele expe- 
riențe: 

(a) Faceţi un ansamblu constind din; RD, P(45%), 16LI, P(45*) (în ordinea indicată.) 
Uitaţi-vă la sursa albă, liniară. La fel ca și în experiența 8.16. Repetați acum experiența cu 
SLI în locul lui 16LI. 

(b) Adăugaţi 8LI și alt P la ieșirea pachetului cu I6LI astfel încît să aveți ansamblul: 
RD, P(45%), 16 LI, P(45*), 8LI, P(45*) (în ordinea indicată). Uitaţi-vă la sursa liniară. 

(c) Adăugați acum 4LI, P(45*) la ieşirea ansamblului din (b) şi uitați-vă din nou. Obser- 
vaţi că ați reușit, cu filtre succesive, să ştergeţi „benzile laterale“! Obţineţi, în final, un filtru 
de bandă. (Dacă doriţi puteți curăți radiația cu filtrul cu gelatină.) Lărgimea de bandă este dată 
de pachetul 16LI. Dacă vreți să înjumătățiți lărgimea de bandă aveți nevoie de 32LI. (Chiar cu 


"ulei mineral și multă grijă prin pachetul meu se vede destul de greu.) Acest gen de filtru a fost 


inventat de B.F. Lyot în 1932. Astronomii folosesc un filtru Lyot făcut din lame de întirziere 
din cuarț în locul lamelor de întirziere cu benzi de scotch. De obicei aceste filtre au o lărgime 
de bandă de 1 A centrată (de exemplu) pe linia spectrală Ha a seriei Balmer a hidrogenului, 
cu lungimea de undă de 6 563 Â. Un astfel de filtru este folosit pentru fotografierea, soarelui. 
Intensitatea totală a luminii transmise prin filtru este produsul curbelor ce reprezintă intensi- 
tatea luminii transmise de filtrele individuale 16LI, SLI și 4LI. (Ordinea nu contează. Puteţi 
folosi filtrul într-un sens sau în celălalt.) Acest lucru este prezentat în figură. 
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Problema 8.17. Filtrul Lyot. Curba I6LI ne dă intensitatea transmisă de filtrul alcătuit din 

pachetul: P(45%), 16LI, P(45%). Curbele 8L/ şi 4L/ corespund filtrelor ce folosesc 8LI sau 

4L1 în loc de 16 LI. Cind se folosește întregul pachet curba de transmisie este produsul celor 
trei grafice individuale, așa cum se vede. 


Întrebare. De ce intensitatea totală transmisă se obține luind produsul curbelor intensi- 
tăților luminii transmise prin filtrele individuale. De ce (de exemplu) nu adunăm cele trei ampli- 
tudini din cazul celor trei filtre (cind numai unul din ele ar fi prezent) și apoi să le ridicăm la 
pătrat şi să facem media în timp? 


8.18. Polarizorul circular. (a) Puneţi polarizorul circular pe o bucată de folie de aluminiu 
sau pe o oglindă obișnuită ori un cuțit lucios. Rotiţi-l astfel încît folia să apară „neagră“ (sau 
albastru închis). Întoarceți-l pe cealaltă parte și priviți. (Faceţi același lucru cu o bucată de 
polaroid.) Fixaţi-l înapoi în poziția în care folia apare „neagră“. Ridicați puțin polarizorul 
astfel încit lumina să ajungă la metal fără să treacă prin polarizor. Priviţi „umbra“ sau „imagi- 
nea“ polarizorului pe măsură ce îl îndepărtați încet de pe metal și apoi puneți-l la loc. Explicați 
ceea ce vedeţi. 

(5) Luaţi folia de aluminiu şi faceți pe ea o cută în formă de V. Aranjați-vă astfel încît 
lumina să vină dintr-o anumită direcție (lampă sau fereastră). Puneţi polarizorul circular peste 
folie astfel încît o parte a sa să acopere cuta iar altă parte să acopere folia fără cută. Observați 
că acum cuta este luminoasă pe cînd restul foliei este tot întunecoasă. Explicați cele observate ! 
(Indicaţie: Cînd priviți printr-o oglindă la mina dreaptă ea arată ca cea stingă. Cum se va vedea 
ea (mîna dreaptă) într-o „oglindă dublă“ obținută punînd două oglinzi obișnuite la 90* sub formă 
de jgheab?) 

(c) Luaţi acum folia, faceți-o ghemotoc și desfaceți-o la loc astfel încit să aibă o supra- 
față aspră. Așezaţi pe ea polarizorul circular. Uitaţi-vă cu atenție. Explicați următoarea afir- 
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mație „lumina este nepolarizată la scară mare dar este complet polarizată la scară mică.“ Expli- 
cați afirmaţia „aceasta este întrucitva analog cu depolarizarea luminii la scară mare a timpul ui 
şi cu polarizarea completă a luminii la o scară de timp suficient de mică“. 

(d) Puneţi polarizorul pe o bucată de hirtie obișnuită. Puteţi deosebi, în acest mod, pola- 
rizorul circular de o bucată de polaroid? Explicaţi. 

(e) Puneţi din nou polarizorul pe o suprafață metalică netedă. Introduceţi lama semiundă 
între polarizor şi metal. Spuneți intii ce veți vedea și apoi faceți experiența. Repetaţi-o folosind 
lama de întirziere sfert de undă. (Notă. Fiecare culoare, după cum aţi învățat, este întirziată cu 
o cantitate diferită. Folosind filtrul verde cu gelatină puteți întări întrucitra efectele. Nu este 
totuşi necesar dacă înțelegeți că „negru“ reprezintă o aproximaţie.) 


8.19. Momentul cinetic al luminii. Să considerăm că lumina polarizată circular pe dreapta 
(cu convenția momentului cinetic) cade pe o plăcuță absorbantă. Plăcuța este suspendată 
printr-un fir vertical. Lumina este dirijată în sus și lovește suprafața inferioară a plăcuței. 

(a) Dacă fasciculul de lumină polarizată circular are o putere de 1 W pentru lumina cu 
lungimea de undă medie de 5 500 A și dacă toată lumina este absorbită de plăcuță care este 
cuplul de forțe exercitat asupra ei? (Daţi răspunsul în m + N.) Amintiţi-vă că momentul forței 
este viteza de variaţie a momentului cinetic iar plăcuța absoarbe, desigur, momentul cinetic al 
radiaţiei ? 

(b) Consideraţi că în locul plăcuței absorbante folosiți suprafața argintată a unei oglinzi 
obișnuite astfel încît lumina este reflectată înapoi la 180” față de direcția inițială. Care este acum 
cuplul? 

(c) Plăcuța este o lamă semiundă transparentă. Lumina trece prin lamă și nu atinge ni- 
mic altceva. Care este cuplul? (Neglijaţi reflexiile pe suprafețele lamei.) 

(d) Plăcuța, este o lamă semiundă cu fața de sus argintată astfel incit lumina care trece 
prin lamă este reflectată de oglindă și trece din nou prin lamă. Care este cuplul exercitat asupra 
plăcuței ? 

(e) Plăcuța este o lamă semiundă transparentă. Deasupra plăcuței este fixată o lamă sfert 
de undă (ea nu este în contact cu plăcuța) și este argintată pe fața superioară astfel încit să 
reflecte lumina înapoi în plăcuță. Ce cuplu se exercită asupra plăcuței? 

(7) Cum puteți afla cuplul maxim? 

(g) Consideraţi că firul de care este suspendată plăcuța împreună cu ea are perioada pro- 
prie a oscilaţiilor de torsiune de 10 min. Cum ați proiecta o experiență astfel încît să „ampli- 
ficați“ efectul cuplului încit în final să obţineţi o determinare decentă? (Vrem numai ideea expe- 
rienței nu și detalii constructive.) Cum s-a făcut, de fapt, experiența de către R.A. Beth puteți 
citi în Physical Review, 50, 115, (1936). 


EXPERIENŢE PENTRU ACASĂ 


8.20. Polarizarea prin împrăștiere. (a) Puneţi citeva picături de lapte într-o cană de sticlă 
în care se află apă. Treceți prin lichid fasciculul de lumină provenit de la un proiector. Priviţi 
lumina cu tentă albăstruie împrăștiată de „moleculele de lapte“. Verificaţi polarizarea cu pola- 
rizorul liniar. Faceţi acest lucru pentru împrăștierea la 90” (împrăștierea la un unghi de deviație 
de 90%) și pentru unghiuri de imprăștiere mici (apropiate de 0") și mari (apropiate de 180”). 

Notă. Puneţi o bucăţică de bandă adezivă pe polarizorul liniar pentru a marca axa trans- 
misiei uşoare. Această axă se poate afla privind lumina reflectată de o bucată de sticlă sau de 
parchet sau de orice altă suprafață vopsită, la un unghi de incidență de 45” (care este destul 
de apropiat de unghiul Brewster). 

(5) Polarizaţi liniar fasciculul proiectorului (colimat cu o bucată de carton astfel încît 
secțiunea fasciculului să fie mai mică decit suprafața polaroidului) şi priviți lumina împrăștiată 
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pe diferite direcții în planul perpendicular pe fascicul (sau rotiți polaroidul în dreptul proiec- 
torului). 

(0) Studiaţi figura 8.6 şi legenda sa. Definiţi gradul de polarizarea P prin: 
_ 1015), 

I(ă) + 1(3) 

unde /(3) este intensitatea luminii împrăștiate polarizate de-a lungul lui & iar 7($) este intensi- 
tatea luminii împrăștiate polarizate de-a lungul lui Ş văzută de observator. Arătați că dependența 
lui P de unghiul de împrăștiere 0; din figura 8.6 este dată de: 


1 — cos? Gim 


P= 
1 + cos? 0im 
Observaţi că P este 0 la împrăștiere sub un unghi de 0” sau de 180 şi este 1la împrăștierea sub 
un unghi de 90. 

(d) Adăugaţi puțin lapte; fasciculul devine mai albicios. Observaţi polarizarea pentru 
un unghi de împrăștiere de 90”, atunci cînd este maximă. Mai adăugați lapte. Explicați ce se 
întîmplă. V-aţi aștepta ca lumina solară împrăștiată de un nor alb să fie polarizată? Încercați 
experiența şi vedeți ce se întimplă. 


8.21. Polarizarea curcubeului. Este el polarizat? În locul ploii puteți folosi picăturile fine 
date de un aspersor de grădină. 


8.22. Lumina provenită de la Lună și lumina provenită de la Pămint. Cind Luna este la 
primul sau ultimul pătrar partea iluminată constă din lumina solară împrăștiată la' 90” spre 
ochiul dumneavoastră. Știm că în cazul împrăștierii sub un unghi de 90” cerul albastru este 
polarizat liniar aproape complet. Credeţi că lumina provenită de la Lună aflată la primul (sau 
ultimul) pătrar este polarizată? Faceți experiența. Imaginați-vă cum s-ar vedea Pămintul de 
pe Lună aflat la primul şi la ultimul pătrar. Este polarizată lumina provenită de la Pămînt? 
(Puteţi privi 24 de ore, timp în care Pămiîntul se invirtește.) 

R: cîteodată; depinde de momentul de timp ales și de vreme. De ce? 


8.23. Consideraţi că un fascicul de lumină polarizată liniar cade pe o lamă semiundă ce 
se rotește în jurul fasciculului cu viteza unghiulară wg. Arătaţi că la ieșire lumina este polarizată 
liniar cu direcție de polarizare ce se rotește cu viteza 2 op. 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


8.24. Priviţi un bec printr-o bucată de polaroid. Este lumina polarizată? Puneţi între 
bec și polaroid o bucată de celofan (sau lamele dumneavoastră sfert — ori semiundă). Este 
acum lumina polarizată? Reflectaţi lumina pe un metal lucios, cum ar fi un cuțit. Este pola- 
rizată lumina reflectată? 


8.25. Măsurarea indicelui de refracție prin aflarea unghiului Brewster. Aveţi nevoie de un 
bec (acoperit, mai bine, cu un carton prevăzut cu o gaură pentru a obţine o sursă rezonabil de 
mică), o bucată de sticlă, o masă, o cutie de carton sau orice altceva pentru a putea aprecia pozi- 
ţia ochiului și o mică bucată de polaroid. Lăsaţi bucata de sticlă să stea culcată pe masă și uitați- 
vă cum se reflectă becul în ea. Veţi vedea două imagini reflectate, una pe suprafața de deasupra 
și alta pe cea de dedesubt. Dacă vreți puteţi elimina imaginea de pe suprafața de jos acoperind 
această suprafață cu o vopsea neagră.) Variați unghiurile pină cînd polaroidul arată că lumina 
reflectată este complet polarizată. Măsuraţi distanțele corespunzătoare și calculați indicele de 
refracție folosind formula unghiului Brewster, tg Op = n. Cu acest dispozitiv primitiv nu puteți 
face măsurători cu o precizie mai mare de cîteva grade încit nu veți distinge între ele unghiu- 
sile Brewster pentru sticlă sau pentru suprafața liniștită a unei ape. 
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8.26. Relaţii de fază în reflexia luminii pe sticlă. Încercăm să verificăm relaţiile prezentate _ 
în figura 8.8. Dispozitivul experimental este cel din experiența 8.25 exceptind faptul că între 
bucata de sticlă de pe masă și fasciculul de lumină plasăm o bucată de polaroid cu axa pişoară 
la 45* față de orizontală. (Sugestie. Pentru a monta mai ușor dispozitivul puneţi puţină plasti- 
ină pe o lamelă de microscop și fixați colțul polaroidului în plastilină. Lama de microscop poate 
constitui suprafața de sticlă folosită pentru a reflecta lumina.) i 

Consideraţi că atunci cînd ochiul este în dreptul lamelei de microscop şi priviți inspre bec 
prin primul polaroid, direcția ușoară a polaroidului este „dreapta sus spre stinga jos“. Analizaţi 
mai departe polarizarea luminii reflectate pe măsură ce modificaţi unghiul de incidență deplasind 
lamela sau becul. Veţi găsi că la incidență aproape normală polarizarea luminii reflectate este 
„Stînga sus spre dreapta jos“. Pe măsură ce deplasați lamela și vă apropiați de unghiul Brewster 
polarizarea rămîne liniară dar se rotește spre orizontală. Devine orizontală la unghi Brewster și 
continuă să se rotească în același sens cind depășiți unghiul Brewster și mergeţi spre incidență 
razantă, adică, devine „stinga jos spre dreapta sus“. Astfel mergind de la incidența normală 
spre cea razantă, direcția de polarizare se rotește cu 90” cum prezice și figura 8.8. (La incidență 
normală ambele componente sint reflectate la fel, așa cum ar și trebui să fie deoarece, ca să 
zicem așa, ele nu știu care este una și care este cealaltă. Atunci direcția de polarizare se află la 
45. La incidență razantă ambele componente sint reflectate aproape complet, deci sint reflec- 
tate la fel și direcția de polarizare se află la 45%.) Este interesant de observat că polarizarea ră- 
mîne liniară în tot cursul experienței. Înseamnă că între componentele din planul de incidență 
și cele din planul perpendicular pe el nu s-au introdus alte defazaje decit 0” sau 180%. Astfel, la 
reflexie unda incidentă acționează asupra unei sarcini pur rezistive. Este tocmai ceea ce ne 
așteptăm la reflexia pe un mediu transparent. 


8.27. Conservarea momentului cinetic. La incidență normală reflexia modifică lumina pola- 
rizată circular pe dreapta în lumină polarizată circular pe stinga. (Cind vă uitaţi în oglindă la 
mina dreaptă ea arată ca cea stingă.) Ce se intimplă la incidență razantă? După reflexie, sensul 
polarizării este același sau se schimbă? Folosind figura 8.8 încercați un răspuns. 

(a) Faceţi acum experiența. (Folosiţi o lamă sfert de undă și un polarizor alipite pentru 
a forma un polarizor circular. Folosiţi polarizorul circular din trusă ca analizor. Aveţi grijă să 
cunoașteți sensul polarizorului circular pe care l-ați confecționat în raport cu cel din trusă.) 
Cum arată mîna dumneavoastră la incidență razantă ? Ce vrea să insemne următoarea afirmație 
„filozofică“: „Fiţi sceptici cînd utilizați măsurători de intensitate pentru predicții privitoare 
la semne, adică la faze“? Ce legătură are această afirmație cu modul în care arată mina dum- 
neavoastră în oglinlă? 

(b) Faceţi o experiență similară dar cu lumină polarizată liniar. Cu un polaroid obţineţi 
lumină polarizată liniar „dreapta sus“. Uitaţi-vă la reflexia sa la incidență razantă. Lumina 
reflectată este „dreapta sus“ sau „dreapta jos“? Dacă v-aţi uita la imaginea unui creion ținut 
astiel încit să fie aliniat cu viriul „dreapta sus“ cum ar arăta imaginea, „dreapta sus“ sau „stin- 
ga jos“ ? Care este semnificația afirmației „filozofice“ de mai sus? 


8.28. Modificări de fază în cazul reflexiei pe o suprafață metâlică. Dispozitivul experimental 
este ca cel din experiența 8.26. Dar în locul bucății de sticlă folosim orice bucată plană, lucioasă 
de metal, de exemplu, o lamă de oțel inoxidabil al unui cuțit de bucătărie sau orice obiect cro- 
mat sau argintat. (Nu folosiți o oglindă obișnuită, adică suprafața de dedesubt a unei plăci de 
sticlă, nu va merge.) Aveţi nevoie de doi polaroizi și de o lamă sfert de undă. Verificaţi întîi 
că lumina polarizată || (paralel) sau | (perpendicular) (adică, paralel, respectiv, perpendicular 
pe planul de incidență) își păstrează polarizarea prin reflexie. (Acest fapt este analog cu acțiunea 
unei lame de întirziere asupra luminii polarizate paralel sau perpendicular pe axa optică; pola- 
rizării nu i se întîmplă nimic.) Acum polarizați liniar lumina incidentă la 45" față de planul de 
incidență. Aranjați-vă unghiul de incidență astfel încît dacă becul este la 30 cm deasupra mesei 
cuțitul să fie ia | m de bec. Analizați acum lumina reflectată, folosind polaroidul și lama sfert 
de undă (sau folosind polarizorul circular ca analizor, cu sau iără lamă semiundă). Veţi găsi că 
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polarizarea este eliptică. Variind unghiul de incidență puteți găsi un unghi pentru care lumina 
reflectată este polarizată aproape circular. Dacă rotiți acum ușor polaroidul (utilizat ca polari- 
zor) cu 5 sau 10* față de 45" înspre verticală astfel încît să măriți ușor componenta || puteți 
obține lumină reflectată polarizată complet circular. (Această rotire ușoară este necesară pen- 
tru a compensa faptul că componenta || nu este reflectată atit de mult ca componenta 1.) 


Rotind polaroidul (utilizat ca polarizor) de la „dreapta sus“ spre „stînga sus“ direcția axei 
de transmisie ușoară inversează sensul de rotație a luminii reflectate. 


lată o explicație calitativă a acestui fenomen. Metalul este un mediu reactiv. Ambele 
componente ale luminii polarizate sint aproape în totalitate reflectate. Există o variație de 
fază corespunzătoare timpului necesar cimpurilor să pătrundă în mediu pe o distanță (medie) 
egală cu distanța de atenuare să se întoarcă și să iasă în afară. Componentele || şi | nu au 
același defazaj, din următorul motiv. Componenta |. este paralelă cu suprafața, electronii sînt 
liberi să se miște paralel cu suprafața și fac acest lucru în așa fel încît să anuleze radiația inci- 
dentă. Întirzierea în timp se datorește inerției electronilor. Componenta | are astfel o anu- 
mită retardare în fază datorită acestei întirzieri în timp. Să considerăm acum componenta ||. 
La incidență aproape normală componenta || este aproape paralelă cu suprafața și se com- 
portă la fel ca și componenta |. Retardarea fazei este aceeași ca și cea a componentei |. În 
plus, față de defazajul datorit penetrației, ambele componente primesc, la reflexie, un semn 
minus. Astfel lumina incidentă polarizată „dreapta sus“ (așa cum se vede privind înapoi spre 
bec de la reilectorul metalic) după reflexie devine polarizată „stinga sus“. Să presupunem acum 


că nu sîntem la reflexie normală. Atunci componenta || a cîmpului clectric nu este paralelă cu 
suprafața. O putem descompune într-o componentă paralelă cu suprafața și o componentă 
perpendiculară pe suprafață. Componenta paralelă cu suprafața continuă să se comporte în 
felul ei obișnuit și să aibă aceeași retardare de fază ca mai inainte. Dar componenta perpendi- 
culară pe suprafață se comportă într-o manieră total diferită ; sarcinile nu sînt libere să se miște 
perpendicular pe suprafață. Suprafața se încarcă cu o sarcină superficială și sarcinile se opresc 
din mișcare foarte rapid. Întirzierea în timp datorită inerției electronilor ce se mișcă paralel 
cu suprafața nu mai există în cazul mișcării perpendicular pe suprafață, deoarece mișcarea este 
prea slabă. Astfel, această parte a componentei paralele reflectă cu întirziere temporală negli- 
jabilă. 

Pentru a completa explicația, trebuie să fim în stare să calculăm retardarea fiecărei com- 


ponente şi să vedem cum depinde ea de unghiul de incidență. Acest lucru este dificil. 


8.29. Activitatea optică. Consideraţi că lumina polarizată liniar trece prin sirop pe o lun- 
gime L și găsiți că, pentru L = 5 cm, lumina roșie este rotită cu 45. Reflectați acum lumina 
pe o oglindă și dirijați-o înapoi prin sirop. (Cind efectuaţi experiența nu potriviți unghiul de 
reflexie chiar la 180*; uitați-vă atunci la „imaginea becului“ atit prin „siropul real“ cit și prin 
„siropul imaginar“. Ca experiență de control vă puteți uita numai prin „siropul imaginar“ miș- 
cîndu-vă capul.) Întrebare: după două traversări lumina liniar polarizată se află la 0” sau la 90* 


față de direcția inițială? 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


8.30. Cum se găsește axa rapidă a lamei sfert de undă. Cunoscînd faptul că polarizorul 
dumneavoastră circular dă lumină polarizată pe stinga (cu convenția din optică a şurubului 
— sau pe dreapta cu convenția momentului cinetic), găsiți axa rapidă a lamei dumneavoastră 


sfert de undă. (O dată ce ați găsit-o, marcați-o într-un fel oarecare, cu o mică zgirietură.) 
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8.31. Constante elastice efective pentru moleculele dintr-o folie de plastic. Întindeţi o bu- 
cată de plastic pentru împachetat și aşezați-o în spatele unui polaroid la 45 față de axa uşoară 
a polaroidului. N-o întindeți prea tare, nu vrem să depăşim un defazaj de 7/2. Determinați 
acum sensul luminii polarizate eliptic. Puteţi face acest lucru cu polarizorul circular şi cu lama 
semiundă. Odată ce știți sensul, veți ști dacă axa de întindere este lentă sau rapidă: Să conside- 
răm că întinderea a aliniat moleculele cu lungimea de-a lungul direcției de întindere. Acum pu- 
teți spune dacă indicele de refracție este mai mare sau mai mic pe direcția lungimii moleculei? 
Indice de refracție mare înseamnă constantă dielectrică mare ceea ce înseamnă polarizabilitate 
moleculară mare, adică constante efective elastice slabe (atita timp cît frecvența luminii este 
mai mică decit frecvențele proprii efective de vibrație a electronilor în moleculă. Acesta este 
cazul luminii în sticlă. Presupunem că și aici este la fel). Astfel dacă (de exemplu) axa de întin- 
dere se dovedeşte a fi axa lentă înseamnă că constanta elastică efectivă pentru vibrația de-a 
lungul moleculei este mai mică decit pentru vibrația perpendiculară pe ea. Ce rezultat dă expe- 
riența ? 


8.32. Spatul de Islanda (cristalul de calcită). Procuraţi-vă un cristal mare și frumos de spat 
de Islanda (gros de2—3 cm). Faceți cu creiorul un punct negru pe o bucată de hirtie, puneţi 
cristalul pe hirtie și uitați-vă prin cristal la punct; veți vedea două puncte. Uitaţi-vă acum la 
aceste două puncte printr-un polarizor liniar. Sînt fiecare polarizate 100%, ! În timp ce priviți 
punctele, rotiți cristalul în jurul unei axe verticale. Unul dintre puncte se rotește, celălalt nu! 
Punctul extraordinar are vectorul E de-a lungul axei optice. El este cel care se mișcă. Folosindu-ă 
de ochi şi de simțul de percepție a adincimii decideți care dintre cele două puncte este mai 
apropiat de dumneavoastră. Convingeţi-vă cu ajutorul unei plăci de sticlă (sau al unui acvariu) 
că obiectele par mai apropiate cind le priviți printr-un material cu indicele n mai mare decit 1. 
Care punct este mai apropiat, și deci, are indice mai mare, cel extraordinar sau cel ordinar? 
Concordă rezultatul dumneavoastră experimental cu indicii din tabelul 8.1, paragraful 8.4? 
Folosiţi un creion ca direcție de referință în spațiu și priviți în jos la incidență normală. 
Arătaţi că punctul ordinar nu are deplasare laterală. Astfel raza care este incidentă normal pe 
suprafață, işi păstrează direcția prin materia! şi la ieșire este tot normală pe suprafață este 
raza ordinară. Raza extraordinară nu se propagă normal pe suprafață! Arătaţi,. folosind un 
argument de reversie temporală, că raza extraordinară care părăsește punctul real la incidență 
normală cu suprafața trebuie să părăsească și suprafața de ieșire la incidență normală, chiar 
dacă în interiorul cristalului este oblică. (Suprafețele de sus și de jos sint paralele, pentru orice 
orientare a cristalului în raport cu foaia de hirtie.) Raza extraordinară se curbează în încerca- 
rea de a deveni mai paralelă cu axa optică sau încearcă, în schimb, să devină mai perpendicu- 
lară? (Gindiţi-vă la indicii de refracție.) Explicaţia fizică a deflexiei razei extraordinare este 
următoarea: să descompunem cimpul electric E al razei incidente extraordinare într-o compo- 
nentă de-a lungul axei optice și o componentă perpendiculară pe ea. Pentru E de-a lungul acestor 
două direcții, indicii sint diferiţi, astfel încit polarizabilitatea este diferită. Astfel amplitudinea 
oscilaţiilor electronilor forțați să oscileze este diferită și ei nu radiază în același fel în ambele 
direcţii (sau o componentă a mișcării nu radiază la fel cu cealaltă). Cînd suprapuneţi cîmpurile 
de radiație datorită acestor două componente ale mișcării electronice ele dau naștere la o undă 


progresivă într-o direcție „ciș“. Tot ce mai trebuie să faceți acum este să spuneți în ce parte 


s-a îndoit raza. Este rezultatul în acord cu observaţia experimentală? 


8.33. Cum navigau vikingii. La latitudinile înalte (să zicem dincolo de Cercul Polar), bu- 
sola magnetică nu mai prezintă încredere. Şi soarele este dificil de folosit pentru navigaţie; el 
poate [i sub orizont chiar şi la amiază. Navigatorii aerieni folosesc citeodată o „busolă crepuscu- 
lară” care localizează poziţia soarelui sub orizont cu ajutorul variației direcției de polarizare a 
lunii albastre a cerului. Busola conține o bucată de polaroid. Anumite cristale naturale au 


proprietăţi asemănătoare cu ale polaroidului — o astfel de substanță este turmalina, o alta este 
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cordierita. Cînd privim lumina polarizată liniar printr-un cristal de cordierită, cristalul este 
transparent (cu o tentă gălbuie) cînd polarizarea este de-a lungul axei transmisiei ușoare și, 
cristalul arată albastru-negru, cînd polarizarea este la 90” față de această axă. Astfel de substanțe 
se numesc „dicroice“. 

Marinarii vikingi ai secolului al IX-lea călătoreau în corăbiile lor fără să beneficieze nici 
de busola magnetică nici de polaroid. Noaptea foloseau stelele. Ziua foloseau soarele, cînd nu 
era, acoperit de nori. După vechile saga scandinave navigatorii vikingi puteau localiza tot timpul 
soarele chiar cînd era după nori folosind „pietrele solare“ magice. Mult timp a rămas un mister 
ce erau aceste „pietre solare“. Misterul a fost dezlegat probabil de un arheolog danez, cunoscă- 
tor al vieţii vikingilor, şi de un băiat de zece ani, care cunoştea busola crepusculară (tatăl său 
este pilot şei la Liniile Aeriene Scandinave). Arheologul Thorkild Ramskou a scris într-o revistă 
de arheologie ,„...dar este posibil să fi fost un instrument care să vadă pe vreme noroasă unde 
este soarele“. Citind acestea, copilul și-a amintit de busola crepusculară. Tatăl copilului, Jorgen 
Jensen i-a transmis observaţia lui Ramskou. Ramskou şi bijutierul curţii regale a Danemarcei 
au colectat și verificat diferite cristale dicroice găsite în Scandinavia. Cea mai bună „piatră so- 
lară“ s-a dovedit a fi corderita. Ramskou a văzut că poate localiza soarele cu o eroare de 12,5” 
şi îl poate urmări pînă la 7* sub orizont. 


Iată întrebarea : după relatarea din revista Time, iulie 14, 1967, pagina 58, vechile saga 
scandinave ar fi spus că soarele se poate localiza tot timpul cu „pietrele solare“ indiferent 
de vreme. Credeţi acest lucru? Explicaţi. 


8.34. „Operatorul de proiecție“ al luminii polarizate. Dacă plasăm o bucată de polaroid 
cu axa ușoară pe direcția & într-un fascicul de lumină care conține un amestec cu toate direcțiile 
de polarizare, polaroidul absoarbe toată lumina care nu este polarizată liniar după &. „leșirea“ 
din polaroid constă numai din lumină polarizată liniar după 8. Această bucată de polaroid o 
vom numi „operator de proiecție“. El „proiectează“ polarizarea după & fără pierderi (neglijind 
micile reflexii) și o conduce la ieșire. Observaţi că acest „operator de proiecție pe x“ poate 
fi folosit și într-un sens și în celălalt; adică oricare față a polaroidului poate fi folosită ca 
față de intrare. Să considerăm un polarizor circular făcut dintr-un polarizor liniar (fața de in- 
trare) lipit pe o lamă sfert de undă cu axa optică la 45 față de axa ușoară a polaroidului. 
Acest polarizor ne dă (de exemplu) lumină polarizată circular pe dreapta. Dar absoarbe jumă- 
tate din orice lumină incidentă polarizată circular pe dreapta. Dacă este folosit în sens invers 
lasă să treacă lumina polarizată pe” dreapta și absoarbe lumina polarizată pe stinga. Dar cind 
lasă să treacă lumina polarizată circular pe dreapta incidentă pe lama sfert de undă el dă 
la fața de ieşire cu polaroid lumină polarizată liniar. Astfel el nu este ceea ce numim operator 
de proiecție pentru polarizare. lată problema: inventați operatori de proiecție pentru polari- 
zare circulară, unul pentru lumina polarizată circular pe stinga, altul pentru lumina polarizată 
circular pe dreapta. Operatorul de proiecție pe dreapta ar trebui să transmită fără pierderi 
(neglijind micile reflexii) și să scoată la ieșire lumină tot pe dreapta. Ar trebui să absoarbă 
lumina polarizată pe stinga. Întrebare: este operatorul de proiecție circular, pe care l-aţi construit, 
reversibil? Puteţi folosi oricare dintre fețe ca față de intrare? 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


8.35. Eliminarea strălucirilor. Să presupunem că vreți să indreptați un fascicul de 
lumină printr-o fereastră de sticlă pentru a lumina ceva departe dincolo de fereastră. Cum 
puteţi scăpa de lucirile obositoare ale luminii reflectate pe sticlă? Să presupunem acum că 
vreți să vedeţi ceva noaptea, prin ploaie, folosind un fascicul de lumină pentru iluminare. 
Trucul folosit pentru a elimina lucirile ferestrei vă va scăpa de lumina reflectată de pică- 
turile de ploaie? Să considerăm că în loc de lumină vizibilă folosiți microundele de 10 cm 
emise și recepționate de același sistem de antenă, adică, un radar. Cum puteți aranja re- 
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laţiile de fază în cele două antene orientate după + și după y, pentru a climina strălucirea 
picăturilor de ploaie? 


8.36. Culori în plastice transparente. Găsiţi o bucată de plastic transparent cu ambele 
fețe lustruite. Priviţi la lumina reflectată provenită de la cer sub un unghi de incidență de 
45, Vedeţi culori? (Puneţi dedesubt pinză sau hirtie neagră pentru a reduce fondul.) Pentru 
a întări efectul ţineţi o bucată de polaroid în fața ochilor. Explicaţi originea culorilor. 
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9.1. 


9.2. Interferenţa undelor provenite de la 


9.3. 


9.4. 


95. 


9.6. 
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9.1. INTRODUCERE 


Multe dintre studiile efectuate de noi pînă acum s-au referit la cazul în 
care am presupus că există numai o singură cale prin care unda emisă într-un 
loc ajunge în alt loc. Vom considera acum situații în care de la emițător la 
detector există diferite traiectorii posibile. Aceste situaţii conduc la ceea ce 
denumim fenomene de interferență și de difracție, rezultind din suprapunerea 
constructivă sau distructivă a unor unde ce au diferențe de fază diferite, de- 
pinzînd de drumul parcurs. 

În paragraful 9.2, vom lua în considerare suprapunerea în dreptul detec- 
torului a undelor emise de două surse punctiforme care au aceeași frecvență 
și o relație constantă între faze. Ca exemple, putem considera unde pe apă 
emise de vîrfurile a două șuruburi în contact cu suprafața apei dintr-o tavă 
sau lumina emisă de curenții din marginile a două fante care sînt luminate de 
o sursă liniară sau punctiformă ori undele sonore emise de două difuzoare co- 
mandate de același oscilator audio. 

În paragraful 9.3, vom lua în considerare interferența dintre două surse 
„independente“ adică surse ale căror faze nu sînt constrînse să mențină o 
relație anumită. Vom vedea că figura de interferență rămîne constantă nu- 
mai pentru un interval de timp de ordinul (Av) !, unde Av este lărgimea de 
bandă în frecvență a surselor. Cu toate acestea, se poate determina figura de 
interferență printr-o măsurătoare suficient de rapidă. 

Vom afla, în paragraful 9.3, cît de extinsă poate fi o sursă astfel încît să 
se mai comporte ca o sursă punctiformă, atunci cînd sursa constă din părți 
care radiază independent și cînd detectorul mediază pe un interval de timp 
lung [adică, lung în comparaţie cu (Av) 1]. Rezultatul poate fi verificat printr-o 
experiență simplă (experiența pentru acasă 9.20). Altă experiență (experiența 
pentru acasă 9.21) demonstrează coerenţa oglinzii lui Lloyd. 

În paragraful 9.5, vom da o demonstrație mai puțin riguroasă a faptului 
că un fascicul cu lărgimea spaţială D are o divergență unghiulară („lărgime“) 
de ordinul A0 = 7/D în jurul direcției dominante de propagare. Acest fapt 
este legat matematic (prin intermediul analizei Fourier) de faptul că un puls 
cu lungimea temporală At are o lărgime de frecvență de ordinul (A/) !. 

Folosim, în paragraful 9.6, construcția lui Huygens pentru a găsi figura 
de interferență în cazul unei singure fante sau în cazul unor fante multiple. 
Vom pune accentul pe fenomenele optice și electromagnetice. Există diferite 
experienţe pentru acasă privind rețelele de difracție și diferitele figuri de di- 
iracție. Pentru a face aceste experienţe, vă sfătuim să faceți rost de o „lampă 
de proiecție“ — un bec din sticlă transparentă cu un singur filament lung de 
6—8 cm. Multe dintre experienţe folosesc unul din aceste becuri ca surse 
liniare. 

În paragraful 9.7 studiem așa-numita optică „geometrică“. Deducem 
întîi legea reflexiei precum și legea lui Snell a refracției din proprietățile ondu- 
latorii ale luminii. Ne vom ocupa apoi de diferite oglinzi, prisme şi lentile 
subțiri. 
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9.2. INTERFERENŢĂ UNDELOR PROVENITE DE LA DOUĂ 
SURSE PUNCTIFORME COERENTE 


Surse coerente. Cea mai simplă situație în căre apare interferența este 
aceea în care există două surse identice punctiforme în două poziţii diferite, 
fiecare emițînd într-un mediu deschis omogen unde armonice progresive cu 
aceeași frecvență. Dacă fiecare sursă are o frecvență perfect definită (și nu o 
frecvență dominantă și o lărgime finită a benzii de frecvență) atunci faza rela- 
tivă a-celor două surse (diferența dintre constantele lor de fază) nu se modifică 
în timp iar cele două surse se spune că sînt relativ coerente, sau mai simplu, 
coerente. (Chiar cînd au frecvenţe diferite ele sînt „coerente“ dacă sînt mono- 
cromatice deoarece faza lor relativă este întotdeauna complet determinată.) 
Dacă fiecare sursă ar avea aceeași frecvență dominantă iar fiecare ar avea 
o lărgime de bandă finită Av, atunci, dacă sursele ar fi „independente“, faza 
relativă a celor două surse ar rămîne constantă numai într-un interval de timp 
de ordinul lui (Av)-1. Pe de altă parte, două surse pot fi „calate“ în fază una 
cu cealaltă cînd sînt comandate de aceeași forță excitatoare. În acest caz, 
chiar dacă constanta de fază a fiecărei surse se va schimba într-o manieră 
incontrolabilă în întreg domeniul de faze de 2x în timpul (Av)!, unde Av 
este lărgimea de bandă a forței comune excitatoare, faza relativă va rămîne 
constantă. Se spune atunci că sursele sînt coerente chiar dacă nu sînt mono- 
cromatice. 

Ca exemplu de două surse coerente în cazul mișcării ondulatorii să consi- 
derăm două tije care ating suprafaţa unui volum de apă. Dacă tijele sînt for- 
țate să oscileze în același mod pe verticală ele produc pe suprafața apei unde 
de tensiune superficiale. Faza relativă a tijelor este constantă deoarece sînt 
comandate de o sursă comună. Ca un alt exemplu de două surse coerente să 
considerăm două antene de radio identice alimentate, cu o diferență de fază 
constantă, de către același oscilator. Chiar dacă oscilatorul nu este perfect 
monocromatic, faza relativă a celor doi curenți din antenă rămîne constantă. Ca 
exemplu de două surse coerente de lumină să considerăm două mici găuri sau 
fante paralele într-un ecran opac care este luminat pe una din fețe de către 
o sursă depărtată „punctiformă“ de lumină. În marginile fantelor cîmpul 
electric al radiației electromagnetice (lumina) emis de sursa punctiformă induce 
curenţi electrici. Se spune atunci că cele două fante sînt surse coerente de lu- 
mină. Vezi figura 9.1 (pag. 434). 

Pentru toate aceste exemple avem nevoie de un „detector“ care să răs- 
pundă la acțiunea undelor. În cazul undelor de tensiune superficială pe apă, 
putem folosi o bucăţică de plută care plutește pe apă și a cărei deplasare verti- 
cală poate fi măsurată. În cazul undelor radio putem folosi un detector constînd 
dintr-o antenă receptoare, un circuit oscilant acordat și un osciloscop. 
cazul luminii vizibile putem folosi proprii ochi, sau o emulsie fotografică sau 
un fotomultiplicator al cărui curent la ieșire poate fi măsurat. În orice caz, 
detectorul va sesiza o undă totală care este suprapunerea liniară a două 
contribuţii, cîte una de la fiecare sursă. 


Interferenţă constructivă și distructivă. Pentru anumite poziții ale detec- 
torului sosirea unei creste de undă (sau a unei văi) de la o sursă este totdeauna 
însoțită de sosirea simultană a unei creste (sau văi) din partea celeilalte surse. 
Astfel de poziții se numesc zone de 7nterferență constructivă sau un maxim de 
interferență. În alte poziţii, venirea unei creste din partea unei surse este în- 
totdeauna însoțită de venirea unei văi din partea celeilalte și avem atunci o 
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Fanta | 


Fanta 2 


Fig. 9.1. Două surse coerente.de lumină. Cureţii electrici din marginile fantelor 1 și 2 sînt exci- 
taţi de unda incidentă emisă de sursa punctiformă S,. Constanta de fază a lui Sg se poate schimba 
sau chiar modifica brusc dar faza relativă a curenților din fante rămîne constantă, 


zonă de interferență distructivă sau un minim de interferență. Deoarece (prin 
ipoteză) cele două surse menţin o diferență de fază constantă o , zonă care la 
un anumit moment de timp este de interferență constructivă va rămîne întot- 
deauna o zonă de interferență constructivă și, la fel, o zonă de interferență 
distructivă la un anumit moment de timp va rămîne astfel la orice moment de 
timp. 


Figura de interferență. Figura formată de regiunile cu maxime și minime 
de interferență se numește figură de interferență. Chiar dacă undele sînt unde 
progresive figura de interferență este staționară în, sensul menționat mai îna- 
inte. Observaţi că, chiar dacă oscilatorul care comandă cele două antene este 
închis și apoi deschis cu o nouă constantă de fază, diferența de fază a curenților 
din, antene rămîne constantă. La fel, dacă sursa punctiformă ce excită cele 
două fante este stinsă și aprinsă,curenţii din fante menţin o fază relativă cons- 
tantă. Astfel figura de interferență rămîne neschimbată. Pe de altăp arte, dacă 
mutăm sursa punctiformă astfel încît să modificăm distanța pînă la o fantă 
față de distanța pînă la cealaltă fantă cu o valoare diferită, faza relativă 
a curenților induși se va modifica, adică, figura de interferență se va modi- 
fica. La fel, dacă introducem un cablu de întîrziere între oscilatorul de radio 
și una din antene astfel încît să modificăm faza relativă a curenților din antenă 
și în acest caz se va modifica figura de interferență. 


Zona apropiată și zona îndepărtată. În cele mai multe dintre cazurile pe 
care le vom lua în considerație, detectorul este la o distanță față de cele două 
surse care este mare față de distanța dintre surse. Se spune atunci că detec- 
torul este în zona îndepărtată de surse. Luăm în considerație, de obicei, zona 
îndepărtată, fiindcă putem face aproximaţii geometrice simplificatoare. În 
ceea ce privește efectul distanței asupra amplitudinii undei putem spune, atunci, 
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că cele două surse identice sînt, practic, la aceeași distanță de detector. În 
acest caz, fiecare sursă va contribui cu cîte o undă progresivă care are aceeași 
amplitudine ca și cealaltă (cu condiția ca cele două surse să fie identice). 


La o poziție dată a detectorului (numită, adesea, punctul de cîmp P), 
dependența de timp a funcţiei de undă totale este dată de suprapunerea a 
două oscilații armonice avînd aceeași frecvență și aceeași amplitudine dar avind 
(în general) constante de fază diferite. Cele două constante de fază (pentru 
un punct de cîmp dat) depind de constantele de fază a celor două surse osci- 
lante și de numărul de lungimi de undă dintre fiecare sursă și punctul de cîmp. 
Dacă distanța de la punctul de cîmp P la una dintre surse ar fi egală cu distanța 
pînă la cealaltă sau dacă ele ar diferi printr-un număr întreg de lungimi de 
undă și dacă sursele ar oscila în fază atunci P ar fi un maxim de interferență 
și amplitudinea oscilației armonice în acest punct ar fi de două ori mai mare 
decît amplitudinea pe care ar fi avut-o dacă oricare dintre surse ar fi singură 
prezentă. (Dacă sursele oscilează cu un defazaj de 180” atunci P este într-un 
nod și are amplitudinea zero.) Dacă distanța de la punctul de cîmp Pla una 


din surse o depășește pe cealaltă cu - A (plus orice număr întreg de lungimi 


de undă) și dacă sursele oscilează în fază atunci P este într-un nod de inter- 
ferenţă și are amplitudine zero. Aproximaţia constă în faptul că am luat ampli- 
tudinile contribuţiilor individuale ale celor două surse riguros egale în ciuda 
faptului că ele sînt în general la distanțe ușor diferite de purictul de cîmp și 
că amplitudinea scade cu distanța. Astfel, amplitudinea într-un minim de 
interferență nu este în general exact zero. 

O a doua simplificare importantă ce poate fi folosită în zona depărtată 
este aceea că direcția de la sursa 1 la punctul de cîmp P este paralelă cudi- 
recția de la sursa 2 la P. Vom folosi această aproximaţie atunci cînd vom de- 
termina (mai jos) figura de interferență a două surse punctuale. Dăm acum un 
criteriu aproximativ care este folositor în a decide, într-un caz anumit, dacă 
aproximaţia cîmpului îndepărtat este justificată. Fie punctul de cîmp P 
pentru care direcția de la sursa 1 la P este perpendiculară pe linia ce unește 
sursa 1 cu sursa 2 (fig. 9.2). Aproximația zonei depărtate este justificată, 
dacă putem considera direcția de la sursa 2 la P paralelă cu cea de la 1 la P. 
Putem presupune, în acest caz, că diferența de fază a celor două contribuții 
în P din partea undelor este practic aceeași cu faza relativă a celor două surse 
(pentru geometria figurii 9.2). Această aproximație este nesatisfăcătoare, 
dacă distanța La, de la sursa 2 la P depășește distanța L., cu o jumătate 


*P 


Sursa 2 
Fig. 9.2. Zona depărtată. Detectorul din P se află în zona depărtată a celor două surse cu con- 
diția ca. Lap să-l depăşească pe Lp cu mai puțin de o lungime de undă, în cazul configurației 
arătate. 
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de lungime de undă (sau mai mult) deoarece atunci cele două contribuţii 
în P diferă în fază cu 180” (sau mai mult) dacă cele două surse sînt în fază. 


„Frontiera“ dintre zona apropiată și zona îndepărtată. Să definim un 
fel de „distanță de frontieră“ Lo între surse și punctul de cîmp astfel încît atunci 
cînd Lup Şi Lap Sînt foarte mari în comparaţie cu Lo aproximația cîmpului 
îndepărtat să fie bună. Astfel Lo reprezintă o frontieră imprecisă între zona 
îndepărtată și zona apropiată. O alegere naturală pentru distanța Lo ar fi o 
distanță L,p pentru care Lap este mai mare decît Lp cu exact o jumătate 
de lungime de undă. O expresie aproximativă pentru această frontieră aproxi- 
mativă o obţinem în felul următor: în conformitate cu figura 9.2 avem (exact): 


Lip = Lip + d, 
adică, 
Lip — Liv = (Lap — Lp) (Lap + Lip) = 42. 


Dar, în cazul în care ne interesează, ap și Lp sînt aproape egale una cu cea- 
laltă și amîndouă sînt practic egale cu Lo, deoarece Ip depășește pe Lup 


cutia 
2 


| 
eu ţbe 3 uz dit pu. apagirițig E: ) (Zaor3): 


Asttei, ca un criteriu practic, putem spune că aproximaţiile de cîmp depărtat 
sînt justificate pentru punctele P mult mai depărtate de surse decît o distanță 
La care satisface relaţia: 


| LA & d2. (1) 


Folosirea unei lentile convergente pentru obținerea figurii de interferență 
în zona îndepărtată. Veţi studia experimental figura de interferență în radiația 
vizibilă în cazul a două fante. (Vezi experiența pentru acasă 9.18.) Cele două 
surse coerente sînt produse ca în figura 9.1. O distanță obișnuită între fante 


este - mm. Să calculăm la ce distanță de fante trebuie să fie punctul de 
cîmp pentru a se găsi în zona îndepărtată a fantei duble. Folosind expresia (1) 


cu A = 5000 Ă și d = - mm, obținem: 


5 2 50 cm. 


Lo 3 = 
5,0 x 10“m 


d 


d (0,5 x 10-3m): 
pă 


Ar trebui să fie poate la 10 Lp 2 5 metri de fante, pentru a ne găsi în zona 
îndepărtată. Acest lucru este incomod și nici nu e necesar. lată cum putem 
obține o figură de interferenţă în zona îndepărtată folosind o fantă dublă fixată 
chiar în, dreptul detectorului. Detectorul este ochiul dumneavoastră care 
constă, practic, dintr-o suprafață fotosensibilă (retina) și o lentilă. (Vom studia 
lentilele în paragraful 9.7.) Lentila are o distanță focală variabilă ce poate fi 
modificată schimbînd tensiunea în mușchiul ocular de acomodare. Cînd pri- 
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Fig. 9.3. Lentilă convergentă. Razele paralele provenite de la sursele 1 și 2 sint focalizate în 

punctul P cu condiția ca cele două surse să oscileze cu aceeași constantă de fază. Distanţa de la 

centrul lentilei la punctul focal P se numește distanță focală f, în cazul unei lentile a cărei gro- 
EP 27 sime este mică în comparație cu /. 


viţi un obiect îndepărtat aceşti mușchi sînt relaxaţi (pentru un ochi normal); 
lentila are o astfel de formă încît razele de la o sursă punctiformă îndepărtată 
„care trec prin diferite zone ale suprafeței lentilei sînt strînse într-un „focar“ 
pe retină. (Dacă puterea refractantă a lentilei este fie prea mare fie prea mică, 
razele nu vor fi focalizate pe retină și obiectul îndepărtat va apărea în ceaţă.). 
Deoarece sursa este depărtată aceste raze sînt aproape paralele. Dar aceeași 
lentilă (cu mușchiul de acomodare relaxat) va focaliza pe retină orice raze 
paralele fie că vin sau nu de la o „sursă punctiformă îndepărtată“. Acţiunea 
de focalizare a lentilei este prezentată în figura 9.3. Se găsește că (după cum 
vom arăta în paragraful 9.7), deși distanța reală de la sursa 1 la P este mai mică 
decit cea de la sursa 2 la P, numărul de lungimi de undă este același. Punctul P 
este „efectiv“ la distanță infinită în sensul că razele paralele ce părăsesc sur- 
sele 1 şi 2 ating locul de detecție P după ce parcurg același număr de lungimi 
de undă. Astfel punctul P este un maxim de interferență (admiţînd că sursele 
| și 2 oscilează în fază) exact așa cum s-ar întîmpla dacă întreaga regiune 
ar avea un indice de refracție constant și P ar fi depărtat la infinit spre dreapta. 

De acum încolo vom presupune că P este în zona îndepărtată a surselor 
| şi 2 fie că P este realmente foarte departe de surse fie că folosim o lentilă 
iar P este „efectiv“ foarte departe de surse. 


Figura de interferență pentru zona îndepărtată. Prezentăm în figura 9.4 
două surse punctuale care emit unde electromagnetice detectate în punctul 
de cîmp depărtat P. Vom considera numai figura de interferență în planul 
ce conține cele două surse și punctul de cîmp P. Rezultatele noastre se vor 
aplica, de asemenea, la două surse „liniare“ (constînd din fante, în cazul lumi- 
unii) sau la două antene de radio sau la undele de suprafață pe apă. 


437 
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LE) L tg. 0=L0 


Fig. 9.4. Două surse punctiforme emițind unde care sint detectate în punctul de cimp, înde- 
părtat, P. 


Maximul principal. Cînd cele două distanțe 7, și 7a de la sursele 1 și 2 
la punctul de cîmp P sînt mari în comparaţie cu distanța de separare d, a- 
tunci cele două raze de-a lungul liniilor de vedere de la cele două surse la punc- 
tul P sînt aproape paralele, amîndouă fiind practic la același unghi cu axa z, 
după cum se vede și în figură. În acest caz, diferența de drum e — 7, este 
practic egală cu d sin 0. Astfel, dacă cele două surse oscilează în fază, P 
se află în zona de interferență constructivă atunci cînd dsin 0=0, +), 
+ 2) etc. Maximul de interferență la 6 = 0 se numește maximul principal 
sau maximul de ordin zero. Primul maxim de ambele părți, cînd d sin 6 este 
+A, se numește maxim de ordinul întîi etc. Regiunile de interferență distruc- 
tivă în care unda totală este întotdeauna zero se numesc noduri. Ele apar 


în cazul unghiurilor pentru care diferența de drum d sin 0 este + zi, = A 


etc. : 
Vom deduce acum o expresie pentru intensitatea cîmpului electric total 

în P cu presupunerea că ambele surse suferă aceeași „mișcare“ armonică 
exceptînd faptul că ar putea avea constante de fază diferite. În locul surselor 
reale, vom folosi imaginea a două sarcini punctiforme oscilante. Vom considera 
o singură componentă a polarizării pe care o. vom lua una sau alta din cele 
două direcții independente transversale pe linia de vedere de la surse la P. 
Nu este necesar să specificăm cum este polarizată luminată deoarece rezulta- 
tele ce se vor obține sînt verificate independent de oricare (sau orice altă) 
polarizare ; de exemplu dacă lumina este polarizată circular pe dreapta sau pe 
stînga. Totuși, pentru a lucra într-un caz concret, vom considera o componentă 
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polarizată liniar după $, unde $ este perpendicular pe planul figurii 9.4. Atunci 
mișcările sarcinilor punctiforme 1 și 2 au componentele y; 


Vyu(?) = Yo cos (at + și), 
Val?) = yo cos (of + pe). 


Punctul de cîmp P corespunde unghiului 6 arătat în figura 9.4 și se află la 
o distanţă 7, unde 7 va fi luat ca media lui 7, și 7a (adică, plasăm originea 
coordonatelor, la jumătatea distanţei, între cele două surse). În punctul de 
cîmp P cîmpul de radiație E,(/) datorit mișcării retardate v,(1) este dat de: 


(2) 


E,(t) atană ri qa(4) = 


47cegrac? (3 
= 400 cos (ot + și). 


A7eg rac? 
Cîmpul de radiație E,(/) datorit lui y,(4) este dat de o expresie analoagă. În 


aproximaţia cîmpului îndepărtat vom lua pe r şi re ca fiind practic egale cu 
distanța medie r: 


itzi d 
E.(?) = A(r) cos (oi + qi), (5) 
Ea(t) = A(?) cos (ot + a), 

Ar 3 De. (6) 


Te4eg?c2 


Timpii de emisie î, și 4 ai radiaţiei detectate la timpul ulterior / sînt dați de 
relațiile: 


ot, = o(1— 2) ori 
c 


(7) 


a = ai — 0) = at he 

Cc 

Diferența de fază datorită diferenței de drum. Datorită faptului că 
diferența de drum 7 — 7, depinde de unghiul 0, faza relativă a celor două 
unde în P va depinde de 0. Tocmai această variație a fazei relative cu unghiul 
dă naștere la figura de interferență. Această diferență de fază datorată dife- 
venței de drum este importantă, astfel încît i-am dat un nume, Ag: 


d sin 6 A (8) 


Ag = ol, — ol = (re —r) = k(d sin 0) = 2r 


unde 7 sin 0 este diferența de drum indicată în figura 9.4. Toate expresiile 
din, ecuația (8) sînt echivalente din punct de vedere matematic dar ele cores- 
pund la diferite imagini mentale, fiecare dintre ele trebuind a fi înțeleasă în 
mod independent. Astfel, în cazul primei expresii ne gîndim la timpi de emisie 
- diferiți, în cazul ultimei ne gîndim la faptul că diferența de fază este 27 
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înmulțit cu numărul de lungimi de undă cuprinse în diferența de drum; 
în cazul celei de-a doua și de-a treia, ne gîndim la numărul de radiani 24 uni- 
tatea de lungime (numărul de undă £) înmulțit cu diferența de drum. În plus 
față de Aq dat de expresia (8) există aaa diferența de fază qi — pa a osci- 
lațiilor celor două surse. 
Cîmpul total E din P este socati ese lui E, și Ez: 
Er, 0, î) > Esrk Es = 
= A(r) cos (ut + și) + A(r) cos (ot + șș) = 
= A(r) cos (ot + pi — kr) + A(r) cos (ot + po — ro). (9) 
Undă progresivă „medie“. În loc să-l exprimăm pe E ca o suprapunere 
de două unde sferice divergente plecînd de la sursele 1 și 2 putem să-l exprimăm 
ca o singură undă sferică divergentă „medie“ cu o amplitudine care este modu- 
lată ca o funcţie de direcţia de propagare 0 și cu o constantă de fază care este 


media constantelor de fază ș, și p2 ale celor două surse. Pentru a arăta acest 
lucru vom folosi identitățile trigonometrice: 


cos 4 + cos b = cos (a + d) + E (a — + cos a + d) — 


| | l 
a (a — »)- za (a + 5) Pia Id) 


cu 
a = ot+ ep —kn, 
b = ot po — ra. 


Atunci 


(rm +$+ 72) = ot pm—kr, (10) 


| | 
La at 2 (mt pF 


1 


i lut iq) —r) = (ea — șa) + 2 Ae. (11) 


Li 
2 
Atunci relația (9) devine: 
E(7,8,9 = ba (7) cos [a (pp) se)! cos (at-+ ga — A) = 
= A (r, 6) cos (of + p, — kr), (12) 
cu amplitudinea A(7, 6) dată de: 
Atv, 9) = 24(r) cos [3 (te: pal = se], 


d sin 6, 


Ag = k(rp— n) = 27 “ 


(13) 
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Fluxul de fotoni. Fluxul de fotoni în punctul de cîmp P este egal cu me- 
dia în timp a fluxului de energie <S>. Dacă avem numai o singură compo- 
nentă a luminii polarizate de-a lungul lui $ fluxul de energie este dat de: 


(S) = ep (E?) (14) 
cu 
E = ŞE(r, 6,5). (15) 
Atunci: 
(EP) = CA, 6) cos (at + ga — Ar) = > 407,0), (16) 
cu 
427,6) = (24 (7) cos e: (n—p+- se]! | (7) 


Figura de interferență în cazul a două fante. Să-l considerăm pe 7 fixat 
și să analizăm variația cu unghiul 6 a fluxului de fotoni. În acord cu relaţiile 
de la (14) pînă la (17) avem [numind fluxul de fotoni 1(6))]: 


1(0) = Las cost ţa (na) +2 se] (18) 


În acord cu expresia (18) intensitatea variază ca și pătratul cosinusului jumă- 
tății diferenței de fază, unde faza relativă este în parte cea a surselor oscilante 
și în parte cea datorită dependenţei de unghi a diferenței de drum. 


Surse care oscilează în fază. Dacă ș, și pe sînt egale, dependența de unghi 
a figurii de interferență în cazul a două fante (sau a două surse punctiforme) 
este dată de: 


1(0) = Imaa COS? - Aq = Îmax COS? | (19) 


d sin 8 
A 

În figura 9.5, am reprezentat această distribuție unghiulară în regiunea din 
jurul lui 6 = 0 cu ipoteza că sursele sînt separate prin multe lungimi de undă 
(d > A), astfel încît 7(0) trece prin multe maxime și minime în, timp ce $ 
este încă destul de mic. Acest lucru ne permite să construim o diagramă pe 
care să prezentăm diferite maxime și minime în aceeași zonă mică (lingă 
9$=0). 


Surse care oscilează în opoziție de fază. Dacă q, și o» diferă în fază prin 
: a e 1 pp 
+, atunci jumătate din diferenţa lor de fază este + ji 7, astfel încît ecuația 


(18) devine: 


zd sin 6 


1(0) = Lia sine — A9 == ) PSR sin? (20) 
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Fig. 9.5. Intensitatea superpoziției undelor emise de două surse care oscilează în fază. Distanţa, 
de separație d este mare în comparație cu ?. 


Am reprezentat, în figura 9.6, relația (20) în jurul lui 6 = 0 pentru cazul în 
care d este egal cu multe lungimi de undă iar cîteva maxime ale lui 1(0) se 
găsesc în, vecinătarea lui 6 =0. 


Figura de interferență în jurul lui 6 = 0”. Cînd vă uitaţi la o sursă liniară 
printr-o fantă dublă, de obicei, nu puteți spune exact unde se află 6=—0. 
Astfel figurile 9.5 și 9.6 conțin mai multă informaţie decît avem la dispozi- 
ție (cel puţin în experienţele pentru acasă). O informație importantă ne-o dă 
intervalul unghiular dintre maximele succesive sau intervalul spaţial cores- 
punzător de pe ecran (care poate fi retina dumneavoastră, de exemplu). Maxi- 
mele succesive din figurile 9.5 şi 9.6 corespund la o creștere în diferența de 
drum de o lungime de undă, adică, la o creștere a lui d sin 0 cu mărimea A. 
Pentru 6 în jurul lui 0”, putem folosi aproximația pentru unghiuri mici sin 0 2 
2 0. Atunci intervalul unghiular dintre două maxime succesive este A]d radiani. 
Să notăm acest interval unghiular cu 6: 

ră 


9% 3 —." (21) 


Să notăm cu x, distanța corespunzătoare dintre maximele succesive. Din 
figurile 9.5 și 9.6 se vede că pentru 6 în jurul lui 0”, x, este egal cu distanța 
L înmulțită cu 0: 


0 8 L Op ai—. (22) 
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Fig. 9.6. Intensitatea superpoziției undelor emise de două surse care oscilează cu un defazaj 
furi 180. y 


Conservarea di PA Dacă iildeli sursa 2, cîmpul electric în P este 
dat numai de sursa 1: 


E = E, = A) cos (ot + șa —4r,), (23) 
Fluxul de fotoni este atunci proporțional cut : | 
„KED = 42) (cos? (at + pi — hr) = > 40), 424) 


care este independent de 6. La fel, dacă numai sursa 2 este aprinsă, fluxul de 
fotoni este proporțional cu: 


(ED = 24%): Acmari o 


Când ambele surse sînt aprinse, doza! & fotoni 'este proporțional (en ART . 
constantă de pieporționaltEAA ca mai sus) cu 


<E2) = (E + Ey = Laz, 6) 


i 


(E5 = za cos ia ei pla 4e]) = 


= ap): zi basini e Las: 


Folosind relaţiile (24) și (25) vom scrie acest lucru în forma: 
1 1 
GED) = ED) + (ED 2 cost| (o, — a) + 3 ae) (26) 


cu 


Ag = (2md sin 0)]1 (27) 


„Astfel fluxul de energie cînd cele două surse sînt aprinse reprezintă produsul 
dintre factorul de modulație unghiulară 2 cos? E (pa — 2) + = az] înmulțit 


cu suma fluxurilor care ar fi produse de fiecare sursă dacă ar acționa separat. 
Cum sînt multe maxime și minime între 6 = 0” și 0 = 360%, factorul de modu- 
lare unghiulară va fi zero tot de atîtea ori de cîte ori va fi egal cu 2 și va avea 
o valoare medie 1. Pentru a produce multe maxime și minime, cele două surse 
trebuie să fie depărtate cu multe lungimi de undă. Vedem, astfel, că energia 
totală emisă (în planul figurilor) reprezintă tocmai suma a ceea ce sursele ar 
da în mod individual cu condiţia ca cele două surse să fie distanțate prin multe 
lungimi de undă. Aceasta pare rezonabil. 


Unu plus unu egal patru. Să considerăm, totuși, cazul cînd cele două 
surse sînt foarte apropiate între ele. Fie separarea dintre ele 4 mult mai mică 
decît o lungime de undă. Dacă sursele sînt în fază, expresiile (26) și (27) ne 
dau: 


CE?) a 2[E3) + (E3)|. (28) 


Astfel, în loc să avem o energie care să fie suma a ceea ce am obține individual 
de la fiecare sursă, avem o energie de două ori mai mare. Acest lucru pare 
straniu. Nu este violată conservarea energiei? Nu. Răspunsul este că fiecare 
sursă emite de două ori mai multă energie cînd cealaltă sursă este situată 
peste ea (și oscilînd în fază) decît ar emite cînd ar oscila singură. Cum este 
posibil acest lucru? Am descris mișcarea fiecărei surse prin ecuațiile (2) indepen- 
dent de distanța d dintre surse. Energia la ieșire se dublează nu pentru că miș- 
carea fiecărei surse s-ar dubla ci pentru că împedanța simțită de fiecare sursă 
s-a dublat! De ce aceasta? Pentru că forța rezistivă exercitată asupra elec- 
tronilor dintr-o antenă (luînd ca exemplu cele două antene de radio) nu se 
datorește numai cîmpului emis de acea antenă ; la această forță se adaugă și 
forța datorită cîmpului emis de cealaltă antenă. Deoarece curenţii sînt în fază 
(prin ipoteză) și deoarece antenele sînt în imediata vecinătate, forța netă (de 
frînare) exercitată asupra electronilor dintr-o antenă este de două ori mai 
mare decît cea care ar fi dacă cealaltă antenă n-ar exista. Pentru a menține 
viteza prescrisă, sursa de alimentare trebuie să efectueze un lucru mecanic 
de două ori mai mare. Deoarece acest lucru se întîmplă pentru fiecare antenă 
avem explicaţia dublării energiei totale emise. 


Unu plus unu egal zero. Dacă sursele oscilează în opoziție de fază (180*) 
și dacă suprapunem cele două antene aproape una peste cealaltă, energia emisă 
este zero, în concordanță cu expresia (20). Sursa de alimentare nu efectuează 
lucru mecanic și energia nu este radiată. Cîmpul emis de o antenă împinpe 
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electronii din cealaltă astfel încît să ajute oscilatorul. Cînd distanţa dintre 
antene tinde către zero electronii din cele două antene se trag unii peste cei- 
lalți fără nici un ajutor din partea oscilatorului. Avem atunci un sistem 
închis cu energie trecînd dintr-o antenă în alta și înapoi. Antenele nu sînt altceva, 
atunci, decît o parte o circuitului rezonant al oscilatorului şi sursa de alimentare 
nu este necesară decît pentru a compensa pierderile datorite rezistențelor 
din antene. Rezistenţa radiației — impedanța caracteristică — a devenit zero. 


9.3. INTERFERENȚA UNDELOR PROVENITE DE LA DOUĂ 
SURSE INDEPENDENTE 


Sursele independente și timpul de coerență. Să presupunem că fiecare 
din cele două surse are o frecvență unghiulară dominantă «y și o lărgime de 
bandă Aw. Să mai presupunem că sursele sînt independente. Adică nu sînt 
comandate de un același oscilator. Nu există atunci nimic ca să le poată 
menține exact în fază. În cazul a două antene de radio aceasta înseamnă 
că fiecare antenă are propriul oscilator și propria sursă -de alimentare. În 
cazul surselor de lumină, aceasta înseamnă că avem două surse independente 
cu atomi diferiți în fiecare sursă. De exemplu, putem avea o lampă cu vapori 
de mercur constînd dintr-o descărcare în gaz într-un tub de sticlă înconjurat 
de o manta opacă penetrată de două găuri mici sau de două fante. Fiecare 
gaură este luminată de atomi diferiți ai gazului. Astfel, putem avea două 
găuri sub forma unui vîrf de ac sau două fante înguste într-o bucată de material 
„opac așezat în fața unui bec obișnuit. (Pentru a avea o bandă de frecvență 
rezonabil de mică, putem pune un filtru de gelatină roșie în fața fantelor.) 

Vom presupune că banda de frecvență este mică în comparaţie cu frec- 
vența dominantă v. Există atunci multe oscilaţii cu frecvența vo in inter- 
valul de timp (Av). Intervalul de timp (Av)! este timpul de coerență, £,,; 
el este intervalul de timp necesar ca cele două frecvențe de la extremitățile 
benzii de frecvență să ajungă la un defazaj de 2m. Astfel dacă £,, se definește 
prin 


Aal,, 8 27, (29) 


vedem că î,, este 2x/Aw, adică 4, este (Av)1. Pentru intervale de timp 
mai mici decît (Av)1 putem considera că faza relativă a celor două surse 
rămîne practic constantă. (Pot exista multe oscilații într-un astfel de interval 
de timp, deoarece presupunem că vo(Av)”1 este mare.) 


„Necoerenţa“ și interferența. Să considerăm numai situația în care dis- 
tanța d dintre cele două surse este mare în comparație cu lungimea de undă 
>. Atunci, figura de interferență arată ca în figura 9.5, la momentele de timp 
în care faza relativă a celor două surse se întîmplă să fie zero. Ea seamănă 
cu cea din figura 9.6, atunci cînd faza relativă se întîmplă să fie 180%. Pentru 
faze relative între 0” și 180%, figura de interferenţă se află între cele două 
arătate în figurile 9.5 și 9.6. 

Dacă detectorul are nevoie de un timp mai lung pentru a detecta intensi- 


tatea într-o anumită poziție, cum ar fi ochiul (care are un timp de rezoluţie 
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în jur de 25 , atunci graficul mediei în timp a intensității în funcție de 6 


nu va arăta nici o dependență de 6 deoarece într-un timp lung în comparaţie 
cu (Av)1 figura de interferență va lua toate formele cuprinse între cele două 
situații extreme prezente în figurile 9.5 și 9.6 și fiecărei valori a lui 4 sin 0 
îi va corespunde aceeași medie în timp a intensității. Se spune atunci că cele 
două surse punctiforme sînt „necoerente“. Fluxul de energie mediat în timp 
(fluxul de fotoni) este atunci tocmai suma fluxurilor pe care le-am obține 
dacă cele două surse ar acționa singure. Figura de interferență este „ștearsă“ 
datorită timpului lung de mediere din timpul procesului de măsură. Acest 
fapt se poate exprima algebric observînd că ecuația (26), din paragraful 9.2, 
ne dă (E2 = (E?) + (E3), independent de 6, cu condiția ca faza rela- 
tivă ga — ga să ia toate valorile posibile cu, practic, același interval de timp 
petrecut de fiecare mic interval de fază relativă între zero și 2x. Acest lucru 


rezultă din: 
di Da pete i me iDieȚĂ tate (30) 
2 2 pă 


pentru Aq fixat și e — ea distribuit uniform de la zero la 27. 


Este clar că nu există surse „intrinsec“ necoerente. „Necoerența“ este 
pur și simplu rezultatul procesului de măsură care pierde informaţia ce există 
în figura de interferență dacă am avea posibilitatea (tehnică) de a o privi în 
intervale de timp comparabile sau mai mici decît (Av)-1. În cazul luminii, 
timpii de coerență sînt de ordinul a 10? pînă la 10-% s (pentru o sursă constînd 
din atomi ce radiază independent într-un tub cu descărcare în gaz) astfel încît 
este nevoie de o anumită ingeniozitate experimentală pentru a studia figura 
de interferență înainte de a se modifica. Totuși, R. Brown și R. Twiss* 
au făcut acest lucru într-o experiență foarte frumoasă. 


Experienţa lui Brown și Twiss. Metoda prin care Brown și Twiss.au „citit“ 
efectiv figura de interferență într-un timp mai mic decît 10-8 s este următoarea: 
se folosesc doi fotomultiplicatori pentru valori diferite ale lui x (așa cum este 
definit în figurile 9.5 și 9.6) și cu o distanță de separație, x, — x2, variabilă. 
Intensitatea curentului unui fotomultiplicator, 7, este înmulțită cu cea al celui 
de-al doilea, 72, într-un circuit rapid care poate urmări fluctuațiile de curent 
ce apar în intervale de timp de ordinul 10€ s. (Cu alte cuvinte circuitul rapid 
are o lărgime de bandă de 100 MHz.) Produsul 1,7, se determină „instantaneu“, 
adică, într-un interval de timp de ordinul a 108 s dar apoi se face media aces- 
tui produs (1,12) pe un interval de timp lung de cîteva minute. Se variază 
distanța x — x2 dintre cei doi fotomultiplicatori și la fiecare distanță se ia 
media în timp a produsului intensităților curenților. În cele din urmă, se: 
reprezintă grafic produsul mediat în timp în funcție de x, — xz. Dar, intensi- 
tatea instantanee a curentului din fiecare fotomultiplicator este proporțională 
cu fluxul de energie luminoasă, adică, cu valoarea lui 1(0) pentru fiecare 
fotomultiplicator. Să considerăm întîi cazul cînd distanța +, — x2 este zero 
astfel încît fiecare fotomultiplicator este supus aceluiași flux instantaneu de 


* R. Handbury Brown și R.O. Twiss, „The Question of Correlation between Photons 
in Coherent Light Rays“, Nature 178, 1447 (1956) [Problema corelației dintre fotoni într-o rază 
de lumină coerentă]. Pentru o experiență mai recentă folosind laseri, vezi R. Pfleegor și L. Man- 
del, „Interferânce of Independent Photon Beams“ Phys. Rev. 159, 1084 (1967) [Interferenţa 
fasciculelor independente de fotoni). 
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lumină. Să facem o medie foarte neriguroasă a produsului intensităților celor 
doi curenți. Să zicem că 1(0) ia numai patru valori, indicate în figura 9.7 
prin a, d, c şi d. Să denumim intensitățile corespunzătoare ale curenților prin 


a, b,c și d și să alegem unitățile astfel încît să avem a=0,b= cn 


dă =. Pentru un sfert din „timp“ (cu durata de ordinul a 10% s) 


curentul din FM1 (fotomultiplicatorul 1) are intensitatea I, corespunzătoare 
aproximativ lui 4. La același moment de timp 2 este, de asemenea, egală 
cu 4 deoarece FM2 are aceeași poziţie ca și FMI. Un sfert din timp curentul 
din fiecare fotomultiplicator are intensitatea corespunzătoare lui b, un sfert 
din timp cea corespunzătoare lui c, și un sfert din timp cea corespunzătoare 
lui d pe măsură ce figura de interferență se modifică. Astfel media în timp 
pentru 4 = x2 a produsului intensităților celor doi curenţi este dată (în apro- 
ximația noastră brută) prin: 


(Dl2)m = - (aa + Bb + ce + dd) = 


3 


1 isa fnăe & 
0-0 : igo sfza lzzca ep 31 
( îl pede Le ) (31) 


pir: 2 3] 


Să găsim acum media lui /1]2 cînd distanţa de separare xz — x. este cea 
dintre maximul „instantaneu“ de interferență și minimul vecin, adică, atunci 
cînd ea este jumătate din x, unde x (după cum este arătat în figura 9.7) 
este distanța dintre maximele succesive ale figurii de interferenţă, instantanee, 
pentru două fante. (Ea este dată de expresia (22), paragraful 9.2). Dacă x2 — 


— = - *0, atunci la momentul cînd intensitatea curentului lui FMI este 


a, intensitatea curentului din FM2 (după figura 9.7) este c. Cînd în FMI ea 
este b, în FM2 este d etc. Astfel, pentru media în timp peste intensitățile 
celor patru curenți reprezentativi ai lui FMI a, d, c şi d, obținem: 


(112) = tac + bd - ca —- db) = 


1 pr popor 
e [Otee see muze pie e O ae a reci luate 32 
| arte ra 1 reia 7) 8 (32) 


Vedem că (7,12), este de trei ori mai mare cînd x2 — a, este zero decît atunci | 
cînd este egal cu jumătate din distanța dintre maximele succesive ale figurii 


| 
10 


0,5 
Fig. 9.7. Intensitatea în func- 
ție de x la un „moment“ dat 9 
cu durata mai mică decît (Ay). 


instantanee. Se observă că graficul lui (7172), în funcție de x2 — x, va deter- 
mina faza relativă Ag — 2rdsin0/A. 
Elementul crucial al tehnicii lui Brown și Twiss este acela că în produsul 
Ile intensitatea fiecărui curent este mediată numai peste un interval de timp 
de ordinul a 10-* s și în acest timp intensităţile curenților sînt practic constan- 
te. Media (.]2> peste un interval de timp de ordinul minutelor este simi- 
lară cu aceea care s-ar obține prin medierea peste cîțiva zeci de timpi de coeren- 
ță, să zicem mai mari de 10-€ s. (Ei au mediat pe un timp mult mai lung pen- 
tru a media la zero zgomotul fotomultiplicatorului precum și pentru alte mo- 
tive experimentale.) Pe de altă parte, produsul (/.) (]2) este independent 
„de 4 — %2 deoarece fiecare fotomnultiplicator a măturat întreaga figură de 
interferență în timpul perioadei de mediere. Faptul esențial constă în a găsi 
ce distanțe x — x, corespund la situaţia în care /, este mare cînd J, este mare 
și mic cînd /, este mic (ca atunci cînd x, — x. este zero) și care distanțe co- 
respund situației 7, mic cînd J/2 este mare și invers. 
Utilizînd noțiunea de foton, se găsește că probabilitatea de a detecta 
un foton în fotomultiplicatorul 2 este mai mare decît media cînd fotomulti- 
plicatorul 1 a detectat „recent“ (pînă la 108 s) un foton, cu condiția ca 4 = 


=— Xa; este mai mică decît media, atunci cînd x, — x2 = e x0. Pentru a ne 


exprima foarte neriguros și „semiclasic“, dacă avem (de exemplu) o undă ce 
corespunde în intensitate la aproximativ 100 fotoni, undă ce interferă cu o 
alta ce corespunde tot la circa 100 fotoni, atunci dacă se întîmplă ca trenurile 
de undă să se suprapună în spațiu, suprapunerea lor va da o intensitate totală 
ce corespunde la 400 fotoni (interferență complet constructivă) sau la intensi- 


tate zero (interferență complet distructivă). Acest lucru se distinge expe- 
rimental (prin tehnica lui Brown și Twiss) de situaţia în care trenurile de undă 
nu se suprapun nici o dată și astfel există aproximativ 100 + 100 = 200 fo- 
toni. Exprimîndu-ne în acest fel, se vede clar că experiența este favorizată de 
faptul că sursa de lumină este mai intensă (pentru a crește șansa suprapunerii 
trenurilor de undă a doi fotoni) și de faptul că fotonii au o lărgime de bandă mai 
îngustă [deoarece lungimea trenului de undă este practic c înmulțit cu timpul 
mediu de viață + (adică, c/Av), iar un tren de undă lung înseamnă o șansă mai 
mare pentru suprapunere]. 


94. CÎT DE „MARE“ POATE FI O SURSĂ „PUNCTIFORMĂ“ 
DE LUMINĂ? 


În figura 9.1 am arătat cum se pot obţine surse coerente de lumină (două 
surse a căror fază relativă rămîne constantă) luminînd două fante practicate 
într-un ecran opac cu radiaţie provenind de la o sursă „punctiformă“ de lumi- 
nă. Pe de altă parte, dacă sursa este atît de largă încît o fantă este luminată 
mai mult de un set de atomi iar cealaltă de un alt set independent atunci 
cele două fante sînt complet necoerente, adică, fazele lor sînt necorelate [pen- 
tru timpi de măsură care sînt mari în comparație cu (Av) 1]. Aceste două ca- 


zuri extreme sînt ilustrate în figura 9.8. 
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(a) (b) 


Fig. 9.8. (a) Sursele [1 și 2 sînt excitate de o singură sursă punctiformă și menţin o fază relativă 
constantă. Ele sint coerente. (b) Sursele | și 2 sint excitate de diferite seturi de atomi care ra- 
diază independent. Pentru timpi de măsură lungi în comparaţie cu (Av)! ele sînt necoerente. 


Sursă punctiformă clasică. Ne putem apropia cel mai mult d o sursă 
punctiformă, dacă avem un singur atom. În acord cu imaginea clasică acest 
atom emite unde electromagnetice în toate direcţiile și comandă cu aceeași 
fază curenţii din fantele arătate în figura 9.8, a. (Teoria cuantică dă practic 
același rezultat.) Practic, o sursă de lumină, va avea un, număr uriaș de atomi 
care radiază. Dacă s-ar afla toți exact în același punct am obține o sursă 
punctiformă. (Acest caz este mai aproape de o sursă punctiformă clasică 
decât de cazul unui singur atom real.) Dar în orice sursă de interes practic 
atomii se află într-o regiune de dimensiuni finite. Cât de „mare“ poate fi o sursă 
de lumină pentru a o mai putea considera totuși o sursă „efectiv“ puncti- 
formă (înțelegînd că în fanta dublă iluminată de sursa „punctiformă“ curenții 
mențin o fază relativă constantă)? 


Sursă simplă extinsă. Să considerăm o sursă foarte simplă care nu este 
punctiformă. Ea constă din trei surse punctuale independente a, ? şi c, 
fiecare cu aceeași frecvență dominantă, lărgime de bandă și intensitate medie, 
aranjate ca în figura 9.9.-Să considerăm că la început utilizăm doar sursa 
punctiformă 4. Atunci fantele 1 și 2 sînt excitate cu fază relativă constantă 
(care pentru figura noastră se întîmplă să fie zero) și sînt coerente pentru orice 
interval de timp. Să utilizăm acum ambele surse a și c. Sursa c este o sursă 
de lumină cu aceeași frecvență și lărgime de bandă ca și sursa a dar necore- 
lată în fază cu sursa a. Astfel c și a nu menţin faza relativă constantă pentru 
intervale de timp mai lungi decît (Av) 1. Cu toate acestea, faza relativă a 
fantelor | și 2 rămîne zero pentru orice interval de timp, deoarece sursa c 
excită curenţii din fante tot cu fază relativă zero ca și sursa a. Curenţii din 
fante pot fi considerați ca o suprapunere a curenților induși de cele două surse 
și dacă contribuţia fiecărei surse dă fază relativă zero între curenţii fantelor 
tot așa se va întîmpla și cu suprapunerea. Tragem concluzia că putem să 
extindem sursa punctuală de-a lungul liniei ce unește pe a cuc fără să stri- 
căm coerenţa fantelor 1 și 2. 
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Fig. 9.9. Coerenţa. Fantele 1 și 2 sint excitate de trei surse independente a, d şi c. Trebuie ca cele 
trei surse să se strîngă într-un singur punct ca fantele 1 și 2 să fie coerente? 


Să considerăm acum situația în care ambele surse a și > sînt aprinse (cu 
c stins). Sursele a și b sînt surse independente avînd aceeași frecvență dominantă, 
aceeași lărgime de bandă și aceeași intensitate medie. În decursul orică- 
rui interval de timp mic în, comparaţie cu (Av)1, amplitudinea și faza con- 
stantă a oricărei surse rămîn constante. Să presupunem că la un moment 
dat [acesta înseamnă un interval de timp scurt în comparaţie cu timpul 
de coerență (Av)! dar suficient de lung pentru a avea cel puţin o 
oscilație rapidă completă pentru a putea spune care sînt amplitudinile și fa- 
zele] se întîmplă ca amplitudinea lui > să fie foarte mică în comparație cu cea 
a lui a. Atunci, într-o bună aproximaţie, cele două fante sînt iluminate numai 
de a și curenţii din fantă au astfel fază relativă zero. Să așteptăm acum un 
timp lung în comparaţie cu timpul de coerență al surselor 4 și b şi să privim 
din nou. Să presupunem că de data aceasta se întîmplă ca amplitudinile osci- 
laţiilor lui a și ale lui b să fie practic egale. În acest caz, ecranul cu fante este 
iluminat de figurile de interferență obținute cu două surse, pe care le-am 
Văzut în figurile 9.5, 9.6 și 9.7. Poziţiile maximelor și ale minimelor depind 
de faza relativă a surselor a și b. Chestiunea care ne interesează este dacă și 
acum cele două fante 1 și 2 sînt excitate cu fază relativă zero, sau nu. Știm 
că amplitudinea figurii de interferență își schimbă semnul cînd trecem de la 
un maxim de interferență la, următorul. [În acord cu relația (13), paragraful 


9.2 amplitudinea A(r, 6) este proporțională cu cosinusul lui E (91 — 93) + 


+ md sin 0/A. Astfel, ea își schimbă semnul cînd d sin 6 crește cu mărimea A 
ca între maximele succesive de interferență.) Vedem că ambele fante sînt exci- 
tate cu diferență de fază zero cea mai mare parte din timp numai dacă sînt 
separate prin mult mai puțin decît distanța x dintre maximele succesive de 
interferență ale figurii de interferență obținută în cazul a două surse. (Chiar 
cînd fantele sînt foarte apropiate se întîmplă ca un zero al figurii de interfe- 
rență a surselor 4 și b care le luminează să cadă între cele două fante în care caz 
ele sînt excitate cu un defazaj de 180”. Totuși, acest lucru se întîmplă o 
fracțiune din ce în ce mai mică de timp, pe măsură ce fantele se apropie 
mai mult.) Avem nevoie de: 


D < x, (33) 
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unde x este distanța dintre maximele succesive și este dată prin: 
A 
= LD (34) 


în acord cu expresia (22) din paragraful 9:2. 


= ce 


Condiţia de coerență. „Sursa extinsă“ constînd din punctele a, b și c 
acţionează astfel ca o sursă punctuală efectivă cu condiția ca ea să satisfacă 


= 


„condiția de coerență“, 


LA 
D&—» 35 
«2 (35) 
adică, 
LA 
de 36 
3 (36) 
adică, 
L > 2, 4 (37) 


unde, una sau alta din aceste expresii poate fi utilizată, în funcție de para- 
metrii care pot varia în experienţă. [Puteţi verifica expresia (37) într-o expe- 
riență pentru acasă foarte ușoară (vezi experiența 9.20). În acea experiență 
L este variabil.) Condiţia de coerență se ține minte cel mai ușor atunci cînd 


este scrisă sub forma 
ap a Me (38) 


care spune că produsul celor două lărgimi (transversale) dD trebuie să fie 
mic în comparaţie cu produsul celor două lungimi, (longitudinale) L și A. 

Dacă sursa constă dintr-un număr imens de puncte situate întrea și ? 
astfel încît sursa să aibă lărgimea 4, expresia (38) se aplică întregii surse dacă 
se aplică punctelor extreme 4 și b (adică, sursele mai apropiate între ele decît 
d sînt coerente, dacă cele distanțate cu d sînt coerente). La fel, cînd (mai 
tîrziu) vom considera cîteva sau chiar multe fante într-un ecran în locula numai 
două, condiția de coerență (38) se poate aplica întregii rețele de fante.dacă D 
este luat ca distanța dintre fantele cele mai îndepărtate. 


95. LĂRGIMEA UNGHIULARĂ A UNUI FASCICUL DE UNDE 
PROGRESIVE 


Un „fascicul“ de unde progresive este un anumit aranjament de unde care 
se propagă într-o direcție dată și avînd o lărgime transversală finită. Fasci- 
culul unui proiector de lumină sau un fascicul de radar de microunde pot fi 
amîndouă obținute punînd o mică sursă de radiaţie electromagnetică în focarul 
unui reflector parabolic. Sursa mică excită electronii din suprafața metalică 
cu relațiile de fază tocmai potrivite pentru ca radiația reflectată de toate 
punctele suprafeței să interfereze constructiv de-a lungul direcției fasciculului. 
Un alt mod de a obține un fascicul de lumină este de a reflecta lumina de la 
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o sursă mică sau îndepărtată (ca Soarele, de exemplu) cu o mică oglindă 
plană. În mod alternativ, în loc de oglindă putem folosi o gaură într-un 
ecran opac. Dacă sursa este suficient de depărtată și suficient de mică radiația 
care cade pe oglindă (sau gaură) se poate aproxima cu o undă plană — adică, 
o undă în care toată radiația se propagă exact în aceeași direcție. Atunci 
oglinda reflectă „o parte din unda plană“. Similar în cazul unei surse mici 
aflată în focarul unei oglinzi parabolice, dacă sursa este suficient de mică și 
dacă oglinda este un paraboloid perfect, fasciculul este (într-o anumită apro- 
ximaţie) ca „un segment de undă plană“, constînd din radiație care se propagă 
toată în aceeași direcție. Toate aceste considerații sint la fel de bune pentru 
undele sonore sau pentru undele pe apă. 


Lărgimea unghiulară a unui fascicul este limitată de difracție. Se 
pune acum întrebarea interesantă și foarte importantă: se poateob- 
ține un fascicul de unde care să fie ca un „segment“ de undă plană, în 
sensul că toate undele să se propage în exact aceeași direcție astfel încît să 
avem un fascicul perfect paralel care să aibă peste tot aceeași lărgime? Nu. 
Indiferent cît de mică ar fi sursa punctiformă în focarul unei parabole perfecte, 
radiația din fascicul nu va fi perfect paralelă. Dacă direcția „dominantă“ 
este de-a lungul lui z și lărgimea spaţială a fasciculului (la o valoare dată a 
lui z, să zicem la reflector) este D) va exista atunci o distribuțe unghiulară a 
direcțiilor de propagare cu o „lărgime la jumătatea intensității maxime“ 
de ordinul lui 4/D. (Vom vedea mai jos acest lucru.) La fel, dacă avem o undă 
perfect plană de la o sursă punctiformă îndepărtată ce cade pe o gaură de 
lărgime D (ori o oglindă de lărgime D) lărgimea unghiulară a fasciculului 
transmis este de ordinul lui A4/D. Lărgimea unghiulară poate fi zero numai dacă 
D este infinit (sau dacă A este zero). Se spune că lărgimea unghiulară a unui 
fascicul este limitată de difrachie. În figura 9.10 sînt prezentate cîteva exemple 
de fascicule. Observați că dacă lărgimea inițială a fasciculului este D și 
dacă s-au făcut toate încercările de a obţine fasciculul cît rhai paralel posibil, 
lărgimea / după ce fasciculul parcurge o distanță mare L este aproximativ 
egală cu lărgimea inițială D plus de L ori lărgimea unghiulară A/D. Pentru 
L suficient de mare putem neglija lărgimea inițială D. Avem astfel: 


A 
lărgimea hiulară: AN 
g ung | F; (39) 


lărgimea fasciculului: 7 L—: (40) 


Fiecare din cele patru desene din figura 9.10 poate fi făcut să reprezinte 
fie unde pe apă, fie unde sonore, fie unde electromagnetice -(lumină cu lungi- 
mea de, undă de 5 x 107 m, de exemplu, sau microunde cu lungimea de 
undă de 10 cm, un alt exemplu). 


Un fascicul reprezintă un maxim de interferență. lată o demonstrație 
neriguroasă a relației (39). (Dăm demonstrația exacta în paragraful 9.6.) 
Rezultatul este independent de natura undelor și de modul în care au fost 
produse undele. Putem lua sursa cea mai simplă, care probabil că este radia- 
torul plan din figura 9.10, d. În cazul undelor sonore acesta ar putea fi un piston, 
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(a) 


(e) 


(d) 


Fig. 9.10. Difracţia. Fasciculul cu lărgimea D are deschiderea unghiulară = ?/D și se extinde 

cu mărimea / 4 L]/D cînd se propagă pe distanța [. (a) Un fascicul obținut cu o sursă puncti- 

formă şi o oglindă parabolică. (b) Fasciculul obținut cu o undă plană incidentă pe o apertură 

practicată într-un ecran opac. (c) Fasciculul obținut cu o undă plană incidentă pe o oglindă plană. 
(d) Fasciculul emis de un radiator plan ale cărui părți oscilează toate în fază. 


oscilant în aer Jiber. În cazul undelor electromagnetice ar putea fi o pătură 
de sarcină oscilantă de dimensiune finită, de exemplu o antenă plană. În 
orice caz întreg radiatorul este coerent. Adică, toate părțile „în mișcare“ se 
mișcă în fază una față de cealaltă. [Dacă n-ar fi așa, deschiderea unghiulară 
ar fi mai mare decît cea dată de relația (39). În limita unui radiator necoerent 
nu mai apare nici un fel de fascicul.) În direcția dominantă a fasciculului, 
un punct de cîmp suficient de depărtat de radiator este practic echidistant față 
de toate părțile radiatorului. Atunci undele provenite din toate părțile radia- 
torului se adună și avînd aceeași fază relativă avem un maxim de interferență 
constructivă. Acest lucru defineşte direcția principală a fasciculului. (Dacă 
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se variază faza relativă pe suprafața radiatorului se poate „coti“ fasciculul 
într-o direcție care nu este normală la suprafața radiatorului. Este exact 
ceea ce se întîmplă în figura 9.10, c în care diferite părți ale oglinzii înclinate 
la 45* față de unda plană incidentă sînt excitate de aceasta cu faze diferite 
astfel încît regiunea de interferență constructivă maximă — direcția fascicu- 
lului reflectat — nu este normală pe oglindă ci satisface în schimb legea 
„reflexiei regulate“.) 


Lărgimea unghiulară a unui fascicul. Într-un punct de cîmp depărtat 
care nu este chiar în direcţia fasciculului nu există interferență constructivă 
completă. Pentru a vedea unde obținem primul zero în cîmpul de interferență 
să împărțim radiatorul în două jumătăţi, cea de sus și cea de jos. Aproximăm 
apoi radiatorul prin două surse punctiforme (sau liniare) coerente, una la 
mijlocul jumătăţii de sus și cealaltă la mijlocul jumătăţii de jos. Aceste surse 


au separarea transversală si D. Primul lor zero de interferență (primul zero 


de oricare parte a maximului principal de pe direcția fasciculului) apare la 
o diferență de drum de jumătate de lungime de undă, adică, atunci cînd 


1 ; | tt Ra . R ; 
— D sin 0 este zi A. Pentru unghiuri mici luăm sin 0 = 0 și obținem astfel: 


je A 
| semireimea unghiulară la primul zero = as! (41) 


Acest lucru este arătat în figura 9.11. 


Unde apare următorul maxim? Dacă punctele 1 şi 2 din figura 9.1! 
ar fi într-adevăr surse punctiforme (sau liniare) următorul maxim ar apărea 
acolo unde drumul de la sursa 2 la punctul de cîmp l-ar depăși pe cel de la 
sursa | cu o lungime de undă. Într-adevăr jumătatea de sus și jumătatea 
de jos ar fi atunci în fază dar fiecare dă o contribuţie zero! Aceasta deoarece 
dacă aţi împărți jumătăţile de sus și de jos pe ele însele în alte jumătăți 
atunci întregul radiator ar fi împărțit în patru sferturi iar contribuţia primului 
sfert este defazată cu 180” față de a celei de-a doua și o anulează ; cea a celui 
de-al treilea sfert este defazată cu 180” față de aceea a celui de-al patrulea și 
o anulează. Astfel, primul maxim subsidiar nu apare, de fapt, atunci cînd avem 
două jumătăți cu contribuții diferind în fază prin 2x (pentru că atunci am 
avea patru sferturi cu diferențe de fază între sferturile succesive de ) ci atunci: 


Fig. 9.11. Radiatorul plan. Sursa | 

reprezintă contribuția jumătății 

de sus; sursa 2 cea a jumătății 
de jos. 


cînd avem trei treimi de radiator cu treimile adiacente diferind în fază una față 
de cealaltă prin m. Două dintre treimi se anulează una pe cealaltă dar a /reza 
treime rămîne. Astfel amplitudinea primului maxim subsidiar este mai mică 
decît cea a maximului principal cu un factor de cel puţin 1/3 (este de fapt încă 
și mai mică datorită diferenţelor în fază din interiorul treimii care a rămas). 
Vedem că maximele subsidiare au amplitudinea mică în comparație cu maxi- 
mul central care dă direcția fasciculului ! Cînd vom face un studiu exact al 
interferenţei, vom găsi că jumătate din lărgimea unghiulară pînă ia primul 
zero este egală cu lărgimea unghiulară întreagă pentru aproximativ jumătate 
din intensitatea maximă ceea ce reprezintă tocmai modul cum am definit în 
relația (39) lărgimea unghiulară a fasciculului. Am dat astfel o demonstrație 
neriguroasă a relației (39). (Rezultatul exact este prezentat în figura 9.14, 
paragraful 9.6.) 


Aplicaţie: Fasciculul laser în comparație cu fasciculul unui reflector. 

Fie un fascicul laser limitat de difracție cu diametrul D = 2 mm, și cu 
lungimea de undă de 6000 Â. Cît de mult creşte diametrul fasciculului pe 
distanța de 15m? Deschiderea unghiulară a fasciculului este: 


ADR Ea 2 3 XE L04 rad; 


Lărgimea unghiulară înmulțită cu distanța L = 15 m ne dă o lărgime spațială 
= 15x 3xX 104=— 4,5mm. (Se poate demonstra frumos acest lucru în 
clasă cu un laser.) Dacă aveți un fascicul îngust de lumină, de la un reflector, 
cu diametrul de 2 mm format de un filament „punctiform“ în focarul unei 
lentile, cît de mic ar trebui să fie filamentul pentru ca fasciculul reflectorului 
să fie limitat de difracție? Dacă filamentul nu este punctiform atunci diferite 
părți ale filamentului ne dau fascicule „independente“. Lărgimea unghiulară 
datorită mărimii finite a filamentului se dovedeşte a fi aproximativ lărgimea 
filamentului împărțită prin distanța focală /: 
A6 = ie 
d 


Dacă vrem să obținem un fascicul de reflector limitat de difracție (și nu de 
lungimea filamentului) care să plece cu o lărgime de 2 mm, trebuie ca AO 
datorită filamentului să fie mai mică decît lărgimea datorită difracției care 
este de 3 x 104 rad după calculul de mai sus. Pentru un mic reflector de tip 
creion filamentul este cam la 5 mm de lentilă, adică, f/ & Smm. Astfel, fila- 
mentul poate avea dimensiunea transversală Ax dată de 


Ax <fA6 x 5 x 3X 104 = 1,5+ 10-3mm. 


Un astfel de filament este greu de realizat. 


9.6. DIFRACȚIA ȘI PRINCIPIUL LUI HUYGENS 
Diferenţa dintre interferență și difracție. Am discutat în paragraful 9.5 
lărgimea unghiulară a unui fascicul limitat de difracție. Am dat o demonstra- 


ție neriguroasă a figurii de difracție produsă atunci cînd o undă plană cu ex- 
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tindere infinită atinge o deschidere într-un ecran opac (fig. 9.10, b) sau o oglindă 
(fig. 9.10, c) sau este emisă de un radiator plan (fig. 9.10, 4). În paragrafele pre- 
cedente s-a discutat figura de interferență obținută în cazul a două surse puncti- 
forme sau liniare. Ce diferență este între figura de interferență și figura de 
difracție? Realmente, nici una. Din motive istorice amplitudinea sau inten- 
sitatea cîmpului produs prin suprapunerea contribuţiilor unui număr finit de 
surse coerente discrete se numește de obicei figură * (cîmp) de interferență. 
Amplitudinea sau intensitatea obținută prin suprapunerea contribuţiilor 
unei distribuții „continue“ de surse coerente se cheamă de obicei figură de 
difracție. Se vorbește, astfel, de figura de interferență obținută cu două fante 
sau de figura de difracție obținută cu o fantă largă sau de figură combinată, 
de interferență și difracție, obținută cu două fante largi. 

În paragraful 9.5 am presupus că un fascicul limitat de difracție produs 
de o undă plană incidentă pe o apertură (deschidere) într-un ecran este echi- 
valent cu cel produs de un radiator plan avînd aceeași dimensiune cu a aper- 
turii şi cu toate părțile radiatorului oscilînd în fază și cu aceeași amplitudine 
(fig. 9.10, 4). În paragraful de față, vom încerca să justificăm această echi- 
valență. Cînd vom face acest lucru vom constata că echivalența nu este exactă ; 
ea este însă o aproximaţie folositoare ce simplifică mult calculul figurii de di- 
fracţie. Ea funcționează numai dacă lărgimea aperturii este mare în comparație 
cu lungimea de undă. În acest caz ea se folosește cu succes la calculul 
radiaţiei emise la unghiuri nu prea mari față de direcţia fasciculului obţinînd 
astfel intensitatea și amplitudinea la distanţe suficient de mari de apertură 
sau de radiatorul echivalent. Nu ne este de nici un folos dacă vrem să cunoaștem 
cîmpurile chiar în interiorul aperturii. Tehnica de calcul ce folosește a- 
ceastă presupusă echivalență se numește construcția lui Huygens. O vom folosi 
pentru determinarea figurii de difracție produsă atunci cînd o undă plană 
(produsă, de exemplu, de o sursă punctiformă depărtată) atinge o deschidere 
practicată într-un ecran opac. 


Cum funcționează un ecran opac. Orice radiație electromagnetică își 
are originea ultimă în particule încărcate, aflate în mișcare oscilatorie. În orice 
punct dat, cîmpul electric (sau magnetic) total reprezintă suprapunerea unde- 
lor produse de către toate sursele, adică, de toate sarcinile oscilante. În proble- 
ma de față, una dintre surse este o sursă punctiformă îndepărtată ce produce 
o undă plană, incidentă pe un ecran. Această sursă o vom numi S. În spatele 
ecranului opac, amplitudinea totală a undei este zero (prin ipoteză — aceasta 
este ceea ce numim un ecran opac). Această undă totală este suprapunerea 
undei provenite de la S peste undele emise de electronii oscilanți din materialul 
ecranului. Adică, ecranul nu blochează doar unda incidentă de la S. Electronii 
săi sînt comandați de radiația incidentă (și, de asemenea, de radiația emisă 
de ceilalți electroni din ecran), și suprapunerea /ufuror undelor, adică, de la 
S și de la toţi electronii, ne dă zero în spatele ecranului. Dacă vi se pare stra- 
niu, reamintiţi-vă cum se face că un cîmp electric static este zero în interio- 
rul unui bun conductor. Conductorul nu „înghite“ cîmpul extern. Acest cîmp 
se află mai departe în interiorul conductorului, dar sarcinile din conductor 
se mișcă (înainte de atingerea echilibrului static) și rămîn în repaus pe supra- 
fața conductorului cînd, în sfîrșit, suprapunerea cîmpurilor date de sarcina 
superficială cu cîmpul incident ne va da un cîmp total zero în interiorul con- 


* În limba engleză „pattern“ cu sensul de aranjament spațial, imagine (figură) tridi- 
mensională. (N.T.) 
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ductorului. Toate cîmpurile electromagnetice provin de la particule încărcate 
iar un astfel de cîmp „zero“ ca cel din spatele unui ecran opac este rezultatul 
unei suprapuneri. 

Dacă aveți o imagine mentală a liniilor cîmpului electric al unei particule 
încărcate ca formînd un mic curent de gloanțe emise cu viteza luminii de către 
sarcina punctiformă, veţi intra în dificultate. Micile gloanțe nu ascultă de 
principiul de superpoziție. Ele nu trec unul prin celălalt fără o perturbare. 
Două gloanţe nu se pot suprapune pentru a da zero gloanţe. Cu această 
imagine mentală înșelătoare vă gîndiți, probabil, că efectul unui conductor 
metalic asupra unui cîmp electrostatic este cel de „stopare a gloanțelor“ 
ca un, soi de armură. La fel, v-aţi putea gîndi, incorect, că un ecran opac la 
lumina incidentă este un soi de armură care oprește lumina și o absoarbe, 
transformînd-o în căldură (dacă ecranul este negru) sau trimițînd gloanțe 
înapoi (dacă ecranul este o foaie metalică lucioasă). Aceasta este o imagine 
incorectă. Dacă o aveţi, nu veţi fi primul — dar este greșită. Dispensaţi-vă 
de ea. 


Ecrane opace lucioase și negre. În diversitatea ecranelor opace există două 
cazuri extreme. Unul din ele reprezintă cazul unui ecran opac lucios (ca o 
bucată opacă de folie de aluminiu). Electronii din metal sînt comandați de 
cîmpul electric local, în consecință ei emit unde electromagnetice. Pe direcția 
înainte (direcția radiației incidente) se dovedește că suprapunerea undei 
incidente peste cea datorită electronilor dă zero. Pe direcția înapoi se obține o 
undă reflectată. Departe de orice rezonanță, mișcarea unui anumit electron 
este datorită în întregime amplitudinii electrice și astfel viteza este defazată 
cu 90” față de cîmpul electric total din locul unde se află electronul; astfel 
într-un ciclu complet, asupra electronului nu se efectuează nici un lucru mecanic. 


x 


(Electronul „redirijează“ energia radiaţiei fără să absoarbă permanent ener- 
gie.) 

Alt caz extrem este reprezentat de un ecran opac negru (cum ar fi un carton 
negru sau o lamelă de microscop acoperită cu un strat de funingine în suspensie 
apoasă). Electronii sînt iarăşi comandaţi de radiația incidentă. Ei, de ase- 
menea, suferă o forță rezistivă din partea mediului și sînt în permanenţă la 
viteza limită. Radiația pe direcţia înainte este defazată cu 180” față de ra- 
diația incidentă și se suprapune cu ea dînd zero (după o grosime suficientă 
a ecranului). Viteza unui electron dat este întotdeauna în fază cu forța elec- 
trică totală în poziţia sa, și în consecință, asupra electronului se execută un 
lucru mecanic net. Lucrul mecanic efectuat asupra electronului este transferat 
mediului care se încălzește. Nu există o undă reflectată netă — contribuțiile 
diferitelor straturi ale ecranului, prin suprapunere, dau zero pe direcţia înapoi. 


Efectul unei găuri practicată într-un ecran opac. Să trecem acum să 
tăiem în ecranul nostru opac o gaură (sau o fantă). Să notăm întîi materia- 
lul ce va fi scos. Vom numi fanta cu numărul | și astfel materialul îndepărtat 
va fi dopul nr. 1. Materialul ecranului deasupra și dedesubtul dopului numă- 
rul | este notat cu a (deasupra) şi b (dedesubt). Cimpul total din spatele ecra- 
nului care este zero este suprapunerea cîmpurilor emise de sursa S$ și de 
materialul a, b și dopul |. 

Astfel, înainte de îndepărtarea materialului fantei 1, avem: 


E=—0=E+ E LELE. (42) 
Situaţia este prezentată în figura 9.12. 
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Fig. 9.12. Unde plane provenind de la o sursă punctiformă îndepărtată S incidente pe un ecran 
opac. Suprapunerea cimpurilor care sînt emise de sarcinile din S$, a, & şi din dopul | dă zero 
în spatele ecranului. 


Să scoatem acum materialul care astupă fanta |. Să presupunem că 
mișcarea electronilor din regiunile a și b nu este modificată prin scoaterea 
dopului. (Acest lucru reprezintă o aproximație, deoarece electronii din regi- 
unile a și b sînt comandaţi de cîmpul total din poziţiile corespunzătoare lor 
și acesta include cîmpurile radiate de electronii care se găsesc în dop. Acei 
electroni din a și b care se găsesc într-o zonă de cîteva lungimi de undă în 
jurul fantei vor fi afectați mai tare de scoaterea dopului deoarece radia- 
ţia unui electron dat scade cu creșterea distanței de la electron astfel că ve- 
cinii cei mai apropiați sînt cei mai importanți.) Cu această presupunere cîmpul 
total din spatele ecranului nu mai este suprapunerea dată prin relația (42) 
care dădea zero. Este, în schimb, acea suprapunere minus contribuția do- 
pului 1: 


Pie agite Mn 
= (ES+ E +E + ED— E. Rx 0— E, R— Ea. (43) 


Cimpul rămas, care este suprapunerea contribuţiilor de la sursa S și de la 
restul de material al ecranului, a și b, este același (cu excepţia semnului minus) 
cu cîmpul care se emitea de către dop atunci cînd se afla în ecranul opac. 
Astfel, putem afla cîmpul din spatele ecranului imaginîndu-ne că înlocuim 
sursa și ecranul cu fanta printr-un sistem mai simplu constînd numai din 
dop, fără sursa S$ și fără restul ecranului, cu electronii din dop oscilînd toţi 
cu aceeași fază și amplitudine ca acelea pe care le-ar fi avut dacă dopul ar 
fi fost la locul lui. Găsim astfel-un mod mai simplu de determinare a figuri- 
lor de interferență obţinute de la fante din ecrane opace. El este ușor, dato- 
rită faptului că nu încercăm să aflăm variația amplitudinii și a constantei 
de fază a electronilor oscilanți din dop ca funcție de poziția de-a lungul fas- 
ciculului. (Desigur, ecranul are o grosime finită.) Dacă am ști acest lucru, 
am putea spune ceva despre radiația „retroîmprăștiată“ de dop, adică, am 
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putea distinge între un ecran opac lucios și unul negru. Presupunem, în 
schimb, că E, produs de dop se datorește unei pături infinitezimal de sub- 
țiri de sarcini oscilante, toate oscilînd în fază și cu aceeași amplitudine. 


Principiul lui Huygens. Acest sistem de calcul se numește principiul lui 
Huygens. El poate fi utilizat în cazul oricărui număr de fante cît și în cazul 
unei singure fante largi. El se bazează pe relaţiile (42) și (43). Observați 
că „dopul radiant“ subţire pe care îl imaginăm în locul fantei reale dă figura 
corectă de interferență numai în spatele ecranului. Un „dop radiant“ rea, 
adică o antenă sub formă de foaie, radiază în toate direcţiile. Un ecran opac 
veal avînd practicată în el o gaură reflectă mai multă sau mai puțină radiație 
depinzînd de faptul că este lucios sau negru. Dopul lui Huygens nu poate fi 
folosit la calculul cîmpului din stînga ecranului (considerînd că radiația in- 
cidentă vine din stînga, ca în figură), deoarece am neglijat variația de fază 
și de amplitudine care apare între suprafețele din față și din spate ale 
dopului. Această variație depinde de faptul că ecranul este lucios sau negru. 


/ Alt lucru demn de notat este că scriind relația (43) am presupus că E, 

și E, sînt aceleași, fie cu dopul la loc fie fără dop. Așa cum am menționat 
mai sus, acest lucru este numai aproximativ adevărat. Dacă ar exista, de exem- 
plu, co singură fantă largă și s-ar folosi construcția lui Huygens pentru 
a calcula cîmpurile la dreapta ecranului și chiar în interiorul fantei s-ar ob- 
ține următorul lucru: dacă ne găsim suficient de departe la dreapta ecranului 
și suficient de aproape de direcția înainte și dacă fanta are o lărgime de 
multe lungimi de undă atunci construcția lui Huygens ne dă o aproximație 
foarte bună a răspunsului corect (așa cum este obținut din experiență). Dacă 
ne găsim chiar în vecinătatea fantei atunci construcția lui Huygens ne dă 
o aproximaţie foarte proastă a răspunsului adevărat. Dacă ne găsim chiar 
în fantă sarcinile în mișcare cele mai importante din materialul rămas din 
ecran sînt acelea care se găsesc cel mai aproape de marginile fantei. Dar ele 
sînt tocmai cele mai afectate de îndepărtarea dopului. Structura cîmpului 
în fantă poate fi foarte complicată și mai ales în marginile fantei, acolo unde 
sarcinile cele mai apropiate domină. Puteţi întreba, „de ce n-am rezolva 
problema exact?“ Acest lucru este foarte dificil. Trebuie să folosim ecuaţiile 
lui Maxwell în toate regiunile de vid precum și în material, specificînd cu 
precizie proprietățile materialului și punînd toate condiţiile pe frontiere. 
Nu există metode generale de aflare a soluțiilor și foarte puține probleme 
de acest fel au fost rezolvate exact. 


Calculul figurii de difracție cu o singură fantă folosind construcția lui 
Huygens. Dorim să calculăm figura de difracție atunci cînd o undă plană 
(emisă, să zicem, de o sursă punctiformă îndepărtată) cade pe o fantă. Folo- 
sind construcția lui Huygens vom înlocui mental unda plană incidentă (ori 
sursa punctiformă îndepărtată) precum și materialul ecranului printr-o placă 
de material radiant — dopul lui Huygens. Deoarece pe placă avem o distri- 
buție continuă de sarcini oscilante trebuie să facem o integrare (o superpo- 
ziție) peste toate contribuţiile elementelor infinitezimale ale plăcii. În locul 
unei integrale peste o distribuţie continuă putem (și vom face așa) considera 
o sumă discretă peste contribuțiile a N „antene“ identice egal depărtate 
între ele. În limita N tinde către infinit vom avea o distribuţie continuă 
de surse radiante. (Avantajul folosirii mai degrabă a N surse discrete decît 
a unei distribuții continue este acela că obținem în același timp soluția struc- 
turii spațiale a cîmpului radiat de N antene, sau N fante înguste, pentru N 
arbitrar de la N = 2 la infinit.) 
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Fig. 9.13. N antene sau N fante înguste cu toate sarcinile oscilind în fază. 


Fie D lărgimea totală a unei singure fante largi. Atunci D este lărgimea 
regiunii ce conține șirul nostru de „antene Huygens“. Fie d distanța dintre 
antenele adiacente. Avem atunci D = (N — 1)d. Să considerăm că unda 
plană incidentă este în direcția + z iar cele N fante sînt pe direcția x, cum 
se arată în figura 9.13. 

În punctul depărtat P, fiecare antenă dă o contribuție care are aceeași 
amplitudine A(r) (deoarece P este suficient de departe pentru a considera 
în dependența amplitudinii de distanță că distanța este aproximativ aceeași 
pentru toate antenele). Toate antenele oscilează în fază (prin ipoteză). Atunci 
cîmpul electric E în punctul P este dat de suprapunerea: 


E = A(r)cos (kr, — ot) + A(7) cos (Pra — ot) + ... 
a. + A(7) cos (ru — af). (44) 


Dorim să reexprimăm această suprapunere a N unde progresive divergente 
printr-o singură undă progresivă divergentă care să se propage de la mijlocul 
șirului de fante și care să aibă o amplitudine modulată în funcţie de unghiul 
de emisie. (Este ceea ce am făcut atunci cînd am considerat în paragraful 
9.2 figura de interferență în cazul a două surse punctiforme. Pentru N = 2 
demonstrația de acum trebuie să reproducă acele rezultate.) Putem simpli- 


fica calculul algebric folosind numerele complexe. Cîmpul E este partea 
reală a mărimii complexe E,, unde: 


E, == A(7) ete (em. 4 ra e i ete), (45) 
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Dar în acord cu figura 9.13, 
Ta = n + dsin 0, 
Ya = n + 2dsin 6, 


ru = + (N— Id sin 0. (46) 
Astfel relația (45) devine: 
E, = A(r) e—iat git (1 <- git) Î- gihra—ni) +...) 5 (47) 
se Aj7) ete $, 


unde 
S= 13 ein) pp git) 4 = 
=l+aţa2+...+ a, (48) 
cu 
= giklra—r) ut gik(d sin 0 za eiâo, (49) 
unde 
Ap = hd sin 0 = E d sin 6 (50) 


este faza relativă a undelor (în punctul P) care provin de la două antene . 
vecine. Seria geometrică S$ dată de relația (48) satisface relația: 


2$ as Sessa ul, 


Caii EI eiNA9 — | 
a—l eiâe — |] 
SE 
gili/2)NAȘ [ei(t/2)NAg — g—i(1/2)NAg) Arata sin 3 N Ag Ș 
Pi PESE mai e Ea A ME a Pe pi e 
elil2)Ag  gi(1/2)Ap — e—i(1/2)Ag A e: Ag (25) 
2 
Atunci relația (47) devine: 
eta] 
dh | sin N Ag 
E, e A(r) ez iot giRlru+ (1/2) (N —1)dsin0] i Rd 
sin — A 
2 Sp 
RA 
sin NAg 
= A(7)eoieti et —————, (52) 
sin —A 
2 şi 
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unde mărimea 
12 n (N—dsind= n D sin 0 (53) 


este distanța de la P la centrul șirului de fante. Luînd partea reală a expresiei 
(52) obținem cîmpul în P: 


A(7) sin S— N Ag 
E(r, 0,1) = ————————— | cos (hr — ot) = A(r,0) cos (kr — ot). (54) 


1 
sin — A 
2 9 


Să verificăm acum că pentru N = 2 relația (54) ne dă același rezultat 
ca cele din relațiile (12) și (13), paragraful 9.2, folosind pentru aceasta iden- 


titatea sin 2 = 2 sin xcosxcu x = - Ag: 


| 
A? 


2 Sa Ag cos 
2 
—— cos (kr — ot) = 


E(r,0,t) = A(r) Î 
sin ŞI Ao 


= 2 A cos - se] cos (kr — af), 


care concordă cu rezultatele anterioare. 


= 


Figura de difracție cu o singură fantă. Să-l lăsăm pe N să tindă la infinit. 
Îl menţinem pe D constant. Distanța 4 tinde la zero. Faza relativă Ag dintre 
undele cu care contribuie antenele adiacente tinde la zero. Diferența totală 
de fază O dintre contribuţiile în P ale primei și ale celei de a N-a antene este 
exact (N — 1) Ao. Aceasta este aproximativ N Aq pentru N foarte mare: 


O = (N — 1)Ag = kD sin 0. (55) 
O a N Ag, N>|. (56) 


Astfel amplitudinea modulată din relația (54) devine: 


sin SI NAg sin 2 % 
Aid) e ip Bei cota) (57) 
sin — Ag sn[- (0/9) 


Cînd N este foarte mare putem reține numai primul termen din seria Taylor 
pentru sin [= (0/9) din relația (57): 


sin —— (58) 
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si di 


Ar, 6) = NA(r) (59) 


Le 


2 


Putem face o simplificare în plus. Cînd N tinde la infinit trebuie să-l facem 
pe A(r) să tindă la zero astfel încît NA(r) să fie constant, deoarece vrem 
aceeași contribuţie de la un element infinitezimal dat dx al șirului continuu 
de antene indiferent cîte antene conţine șirul. (Reţineţi că folosim antenele 
din construcția lui Huygens.) Putem elimina în relația (59) orice referință 
specifică la N și A(r), observînd că atunci cînd 0 tinde la zero și O tinde la 


PR ee al. L 
zero iar raportul pari o | p: O tinde la unu: 


PL: 200 1 
e e — 
x ue 6 


= 1 pentru x=0. 


Astfel A(r, 0) este egal cu NA(r) înmulțit cu unu, în acord cu relația (59). 
Avem, în sfârșit, 


a ul 
sin—= 9 

E(v, 0,1) =A (7,0) T——- cos (kr — ot), (60) 

d, 

cu 
te pe D sin 6 A (61) 
pă 
Fluxul de energie mediat în timp are dependența unghiulară (pentru 7 fixat) 
sin? i 40) 


Ii, Op tu . (62) 


după ftum se vede ușor din relația (60). Amplitudinile și intensitățile 
obținute din expresiile (60) și (62) sînt reprezentate grafic în figura 9.14. 


Lărgimea unghiulară a unui fascicul limitat de difracție. Am justificat 
acum rezultatul din paragraful 9.5 care spunea că un „fascicul“ de lărgime D 
are o lărgime unghiulară A aproximativ egală cu A/D. Curbele corecte ale 
amplitudinii și intensității în funcţie de 0 sînt arătate în figura 9.14. Trăsă- 
tura principală a graficului intensității este că intensitatea este mare 


a 3 : “ i Ag ă a | 
numai într-o bandă unghiulară cuprinsă între, aproximativ, 0 = “Dita MD 


] 
i 06 = d/a 
Ș teză 
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(b) 


A(8) 


D sin 9—— 


—3A — 2 —A Q X 2 3Ă 
1(0) 
A8 
— 3A —2A —A 0 Ă 2 3A D sin 0—— 


Fig. 9.14. Figura de difracție cu o singură fantă. (a) Amplitudinea. (5) Intensitatea. Banda un- 

ghiulară A0 care se extinde de la (— 1/2)4/D la (+ 1/2)4/D corespunde aproximativ (pentru un- 

ghiuri mici) „lărgimii la semiînălțime“. De fapt, intensitatea s-a redus cu factorul (2/7)? = 0,41 
și nu cu 0,5. 


A edi (63) 


Modul cel mai simplu în care puteți vedea figura de difracție în cazul 
unei singure fante este următorul: luați două bucăți de hîrtie, fiecare dintre 
ele cu o margine dreaptă. Ţineţi cîte o bucată în fiecare mînă, cu marginile 
paralele, pentru a forma o fantă de lungime variabilă. Priviţi prin fantă co 
sursă liniară sau punctiformă de lumină, ținînd fanta paralelă cu linia sursei. 
Țineţi fanta foarte aproape în fața ochiului, cu o mînă sprijinind-o pe cea- 
laltă. Variaţi lărgimea fantei de la „zero“ la „infinit“ unde „zero“ este zero 
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iar „infinit“ este în jur de l mm . O fantă mai bună se obține privind prin- 
tre dinții unei furculițe obișnuite. Ţineţi furculița în fața ochiului. Distanţa 
dintre dinți este prea mare astfel încît trebuie să rotiți furculița pînă cînd 
lărgimea în proiecție a fantei devine suficient de mică. Puteţi varia lărgimea 
proiectată a fantei și puteţi vedea cum se modifică figura de difracție. Prin- 
tr-o măsurătoare rapidă (și aproximativă) puteţi verifica (cu aproximație) 
relația (63). Vezi experiența pentru acasă 9.17. 


Rezoluția unghiulară a ochiului. Luaţi o hîrtie milimetrică sau trasați 
semne pe o bucată de hirtie (sau priviţi o tipăritură) și găsiți distanţa la care li- 
niile se văd ca prin ceață şi nu mai pot fi văzute separat (sau la care nu mai puteţi 
citi scrisul). Veţi găsi că în cazul unei distanțe de 1 mm liniile se pot distinge cu 
greu de la 2 m distanță și nu pot fi deloc distinsedela 4m. Astfel, dacă ochiul 
este în centrul cîmpului de vedere (adică, privim direct la linii), găsim o 
rezoluție unghiulară limită A6 = lmm/2m = 1/2000. Priviţi acum în 
oglindă și măsuraţi-vă diametrul D al pupilei folosind o riglă ţinută lîngă 
ochi. De obicei D = 2 mm. Limitarea prin difracție a rezoluţiei unghiulare 
a ochiului este dată de deschiderea unghiulară a punctului imagine de pe 
retină format de unda plană incidentă emisă de o sursă îndepărtată. Lărgi- 
mea unghiulară A0 a imaginii unui punct îndepărtat este: 

E 
A0: (limita, prin difaație) p-aci 90 0 Rea 
D Pia Lari 4 000 
Astfel creierul (al meu, cel puţin) preferă ca punctele să fie -separate printr-o 
separare unghiulară cam de două ori mai mare decît lărgimea prin difracție 
pentru a le vedea bine. 

Pentru a verifica faptul că acordul (aproximativ) dintre rezoluția ochiu- 
lui și lărgimea de difracție nu este accidental, repetați experienţa de mai 
sus privind printr-o gaură practicată într-o bucată de hîrtie (sau altă foaie 
opacă). Gaura trebuie să aibă un diametru în jur de 1 mm (presupunînd 
că pupila are 2 mm în diametru). Devine rezoluția unghiulară mai proastă? 
Cu un factor 2? 


Criteriul lui Rayleigh. Dacă două puncte au separarea unghiulară dată 
de o lărgime de difracție A/D, atunci în acord cu figura 9.14,b intensitatea 
maximă provenită de la un punct va cădea peste minimul celui de-al doilea. 
Se spune, în acest caz, că cele două puncte sînt fe punctul de a fi rezolvate 
în acord cu criteriul Rayleigh. 

Lărgimea laterală reală a imaginii formate pe retina dumneavoastră 
de un punct îndepărtat este dată aproximativ de lungimea focală a lentilei 
ochiului înmulțită cu lărgimea unghiulară a imaginii. Lungimea focală este 
egală cu diametrul intern al ochiului, în jur de 3 cm (cînd privim un obiect 
depărtat). Astfel pentru un punct depărtat lărgimea laterală a petei imagine 
este în jur de f(1/D) = 8 microni. Faptul că vedeți cam tot atît de bine cît 
ar permite limitarea prin difracție înseamnă că fotoreceptorii din centrul 
retinei (aceia care se numesc conuri) nu sînt separați prin mai mult de 8 mi- 
croni. 

Un astronaut care se învîrtea pe o orbită aflată la înălțimea de 240 km 
a spus odată că poate vedea casele izolate din satele pe deasupra cărora tre- 
cea. Il credeţi? 


Denumiri: difracție Fraunhoffer și difracție Fresnel. Cînd am considerat 
figura de difracție produsă de o singură fantă sau apertură am presupus 
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că avem o undă plană incidentă (de la o sursă punctiformă îndepărtată $). 
Am mai presupus că radiația emisă de fantă o detectăm la un unghi dat. 
Aceasta înseamnă că am considerat suprapunerea unor unde care se propagă 
paralel una cu cealaltă pînă în punctul de detecție P. Astfel de unde se obțin 

"“în cazul în care P este foarte depărtat de fantă sau utilizînd o lentilă (de 
exemplu cristalinul ochiului) pentru a focaliza undele în P (de exemplu, pe 
retină). Difracția observată în aceste condiții — undă incidentă plană și 
undă difractată emisă într-o direcție dată — se numește difracție F'raunho- 
fer. Dacă nu se folosește nici o lentilă sursa punctiformă S$ și detectorul P 
trebuie să se găsească fiecare în „zona depărtată“ de fantă. Pentru a vedea 
dacă S (de exemplu) este în zona depărtată, să ne imaginăm că trecem un 
plan prin fantă în așa fel încît să fie orientat perpendicular pe linia de vedere 
de la S la centrul fantei. Să considerăm un con solid format cu toate liniile 
ce pleacă din S și trec prin orice zonă a fantei. Dacă toate aceste linii 
intersectează planul de mai sus la „practic aceeași“ distanță de S 
atunci S este în zona depărtată de fantă. Expresia „practic aceeași“ 
distanță înseamnă că distanțele de la S la plan diferă cu mult mai 
puțin de o jumătate de lungime de undă. În acest caz radiația care sosește 
de la S nu se deosebește practic de unda plană. Un criteriu analog este 
valabil pentru punctul de detecție P. 

Nu e greu de arătat că, pentru o fantă de lărgime D, un punct aflat la 

distanța L este în zona depărtată, dacă se îndeplinește condiţia: 

2 

Li 


LA > (a Des 9) 


1 zi SE eului : 4 si E 
unde pa 0 este proiecția semilărgimii fantei, proiectată perpendicular 


pe linia de vedere de la fantă la punct. Dacă una sau alta dintre aceste două 
condiții nu este îndeplinită, adică, dacă fie sursa punctiformă S, fie punctul 
de detecție P nu sînt în zona depărtată de fantă atunci avem ceea ce se chea- 
mă difracție Fresnel (pe care nu o vom discuta în detaliu). 


Analiza Fourier a dependenţei spațiale transversale a unei surse coerente. 
Rezultatul din relația (63) poate fi pus într-o formă diferită interesantă. 
Să ne închipuim că o componentă a undei progresive are o singură frecvență. 
Vom considera această componentă ca fiind riguros monocromatică. Atunci 
lărgimea de bandă Aw este zero. Ce putem spune despre vectorul de pro- 
pagare? Pătratul vectorului de propagare, k2, este egal cu w2/c2 (pentru lu- 
mina în vid). Atunci k2 trebuie să aibă o valoare perfect definită dacă «2 este 
perfect definit. Dar aceasta nu înseamnă că fiecare componentă a lui k tre- 
buie să aibă o valoare definită ! Dar, k2 este suma pătratelor componente- 
lor sale: 


= B+ B+, (64) 


unde &, ne dă numărul de radiani ai fazei pe unitatea de distanță de-a lungul 
lui &, &, numărul de radiani ai fazei pe unitatea de distanță de-a lungul lui ş 
și &, numărul de radiani ai fazei pe unitatea de distanță de-a lungul lui 2. 
Dacă fasciculul ar fi o undă plană adevărată propagîndu-se pe direcția +z 
în loc să fie un fascicul limitat de difracție, atunci &, și &, ar fi zero. Pentru 
o componentă Fourier a fasciculului limitat prin difracție ce se propagă cu 
un vector de propagare în planul +z și face un unghi 6 mic cu axa z, avem 
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Ry = 0, Rp = k sin 6, şi &, = k cos 0. Pentru unghiuri 0 mici putem aproxima 
pe sin 0 cu 0 și pe cos cu 1. Avem atunci pentru componenta x: 


ka k0. 


Dar am văzut deja că fasciculul are o deschidere unghiulară în jurul direc- 
ției dominante z dată de: 


A0 x (66) 


LA 
D 


Astfel dispersia lui &, este dată de [combinînd formulele (65) și (66)]: 


ARI A AD a pă a 
DD 


sau, notînd cu Ax întreaga lărgime D a fasciculului în direcția x, avem: 


AR, Ax > 2r. (67) 


(Inegalitatea ne reamintește că limita prin difracție se obține numai dacă 
sursele sînt coerente și toate în fază.) 

In fapt putem fi mult mai expliciți. În acord cu construcția lui Huygens 
avem o placă radiantă constînd din surse distribuite uniform de-a lungul 


lui x de la (să zicem) x = ——D la x = + - D. Toate sursele au aceeași 


intensitate și constante de faze. O reprezentare grafică a intensității surselor 
f(x) în funcție de x de la x = — oo pînă la x = + oo va da zero cu excep- 
ţia unei regiuni de dimensiune D centrată pe origine. Astfel, avem o „undă 
dreptunghiulară“ în x. O putem analiza Fourier în termenii unei suprapu- 
neri de funcții cu dependență spațială sinusoidală sin &, x și. cos &, %, la fel 
cum am analizat Fourier un puls dreptunghiular în timp în termenii lui sin w/ 
și cost. Dar în relaţiile (6.95), paragraful 6.4, am găsit că transformata 
Fourier a unui puls dreptunghiular în timp f(£) cu înălțimea 1/A/ și lungimea 
At este dată de: 


i (cj poi at Jaguia (68) 


Prin analogie, un puls dreptunghiular f(x) în x cu lărgimea D şi înălțimea = 


trebuie să aibă transformata Fourier 
B(h) = — (69) 
T 
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Dar 


RD = RD sin 6= 0. (70) 
Atunci 
sin 3 (0) 
Be) = 2 1) 
e ay 
2 


Comparînd formula (7!) cu formula (60) vedem că amplitudinea cîmpului 
detectat la unghiul 0 (care este dat de &,) este (exceptînd factorii de propor- 
ționalitate) transformata Fourier a intensității sursei din fantă (unda drep- 
tunghiulară). În fantă amplitudinea oscilaţiei este f(x) cost unde /(x) este 
intensitatea sursei (aici constantă pe toată deschiderea fantei). La distanța 
v şi în direcția 6 unda progresivă se obţine înlocuind cost prin cos (wt— 
— kr) şi înlocuind pe /(x) prin transformata sa Fourier B (£,). Cealaltă dimen- 
sune transversală a fasciculului, y, satisface o relație similară cu relația (67) 
dar cu y în loc de x. 


Rezultate importante ale analizei Fourier. Reamintindu-ne rezultatele 
anterioare ale analizei Fourier a componentei longitudinale a vectorului de 
undă 4, precum și analiza Fourier a frecvenței, putem rezuma toate rezul- 
tatele analizei Fourier: 


AR, Ax > 2%, 
AR, Av > 2 
AR, Az > 2, 

Aw At > 2n. (72) 


Analiza Fourier ne furnizează o tehnică pentru calculul figurilor de difracție. 
Totuși, în continuare, nu vom aborda acest subiect (vezi problema 9.59). 


TE, 


Figura de difracție în cazul a două fante largi. Confecționaţi-vă o fantă 
dublă. (O metodă bună este de a lipi o folie de aluminiu pe o lamelă de mi- 
croscop. Cu o lamă, ghidată de marginea dreaptă a altei lamele, tăiați o fantă 
în folie. A doua fantă trebuie făcută cît mai aproape de prima, fără s-o stri- 


sa ui : : 23 di 1 
căm pe cea dintîi — se poate obține ușor o distanță mai mică de = aură 


Priviţi, prin fanta ţinută aproape de un ochi, o sursă liniară, cu și fără fil- 
trul roșu de gelatină. „Franjele de interferență“ foarte apropiate corespund 
unei figuri de difracție cu două fante. Ele au separarea unghiulară 7/D 
radiani (folosind aproximaţia în care sin 0 este egal cu 0 pentru unghiuri 
mici). Pe aceeași lamă faceţi o singură fantă cu aceeași lărgime ca a acelora 
din fanta dublă (adică, folosiți aceeași lamă de ras și același tip de 
tăietură sau, pur și simplu, faceți una dintre fante mai lungă decît 
cealaltă). Comparaţi figurile obţinute în cazul unei singure fante cu cele 
obținute în cazul fantei duble. Observaţi că în cazul fantei duble figura 
este modulată de figura fantei izolate (fig. 9.15). (Dacă folosiți filtrul roșu și 
aveţi o fantă dublă bună puteţi reuși.) 

lată explicația acestei figuri. Fiecare fantă dă pe detector (retina dum- 
neavoastră) un cîmp electric care are o anumită amplitudine și o anumită 
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Intensitatea 
sere: + 
ai add 


IE ae zii 


Fig. 9.15. Figura obținută cu fanta dublă. În acest exemplu distanța d dintre fante este de patru 
ori lărgimea D a fiecărei fante. În expresiile separării unghiulare, 1/4, și a lărgimii dintre zerou= 
rile de modulație, 27/D, s-a folosit aproximaţia unghiurilor mici, sin 0 = . 


constantă de fază. Constanta de fază a contribuţiei la cîmp a unei întregi 
fante este aceeaşi cu cea dată de contribuția elementară („antena“) din cen- 
trul fantei. Acest lucru rezultă din faptul că unda conţine factorul cos (kr — 
— at), unde r este distanța de la centrul fantei la detector. [Vezi ecuaţiile 


(60) și (63), paragraful 9.6.) Amplitudinea este proporțională cu sin = Lu) | E %, 


unde O este diferența de fază a contribuţiilor celor două margini opuse 
ale fantei. Cind două asemenea fante sînt separate prin distanța d, 
fiecare  fantă dă o contribuție care, în ceea ce privește faza, este 
aceeași cu cea pe care am fi obținut-o de la o fantă îngustă loca- 
lizată la mijlocul fantei reale. În ceea ce privește amplitudinea 


ai ! : PL 
însă apare factorul sin 3 b î OP. Astfel figura rezultantă este tocmai figura 


obținută mai înainte în cazul a două fante cu excepția faptului că amplitu- 
dinea constantă A(r) cu care ar COR un rase fantă este acum înlocuită 


cu o constantă înmulțită cu sin > oo. Cu alte cuvinte, comparind 


| 
figura pentru fanta dublă cu cea care s-ar obține dacă am avea două fante 


infinit de înguste am constata că ea este modulată prin înmulțirea cu 


= Sa i-au mi 5 . ; 
ii 0|—%. Combinînd rezultatele obținute ânterior pentru figura cu 


| 2 


două fante [formula (13), paragraiul 9.2] cu factorul de modulație găsim că, 
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dacă cele două fante sînt excitate cu aceeași fază, figura tridimensională a 
radiației este dată de: 


E(0, î) = A(8) cos (&r — at), (73) 
sin LU) 1 
A(0) = A(0) cos — A, (74) 
a. - 
2 
O = AD sin 0 = m Se, (75) 
Ag = hd sin 0 = 2n0—— e, (76) 


unde D este lărgimea fiecăreia dintre fante, d este distanța dintre fante 
(măsurată de la centru la centru) iar 7 este distanța de la punctul de obser- 
vație P pînă la un punct situat la mijlocul distanței dintre centrele celor 
două fante. Dacă D tinde la zero atunci maximul central „acoperă întregul 
cîmp de vedere“ și obținem rezultatul din paragraful 9.2 în cazul a două 
fante înguste. . 

Distribuţia spațială a intensității 1(0) este proporțională cu media în 
timp a pătratului intensității cîmpului electric; adică, în concordanţă cu for- 
mulele (73) și (74) avem: 


10) = ro) a fu (cos 19); (77) 


Factorul cos? E Ag ne dă variația unghiulară rapidă ce este caracteristică 


figurii de interferență cu două fante, cu maximele avînd separarea unghiu- 


2 
lară dată de 1/d. Factorul (sn LU, - O] reprezintă modulația dată de o 


singură fantă cu lărgimea unghiulară de 7/D la, aproximativ, jumătate 
din intensitate sau cu lărgimea unghiulară de 2 7/D între zerourile situate de-o 
parte și de alta a maximului central. Numărînd franjele „fantei duble“ în 
interiorul maximului central al „modulației cu o singură fantă“ puteți es- 
tima pentru fanta dublă raportul 4/D. Figura de interferență corespunză- 
toare relației (77) este reprezentată grafic în figura 9.15. 


Figura de difracție în cazul mai multor fante largi, identice și paralele. 
Din discuţia anterioară privind cazul a două fante largi este clar că figura 
pentru mai multe fante largi identice se obține ușor presupunînd întîi că 
fantele sînt înguste și înmulțind apoi rezultatul cu factorul de modulație al 


. va . = ar ij li | 
amplitudinii pentru o singură fantă sin — O |— 0. 
2 2 
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Figura de interferență pentru o fantă multiplă. Să vedem cum depinde 
de N figura de interferență obținută în cazul celor N antene din figura 9.13. 
(Putem foarte bine considera N fante înguste ca N antene.) Amplitudinea 
obținută în cazul a N fante înguste este dată de formula (54) pe care o re- 
scriem : 


E(r, 0,t) = A(r, 0)cos(kr— o), (78) 
sin N Ag 
A(7,8) = AI) e pere , (79) 
sin >; Aș 
Ap = 2p SO, (80) 


Maxime principale, maximul central, sursă de lumină albă. Valorile 
unghiurilor pentru care numitorul (ca și numărătorul) expresie» (79) tinde 


către zero sînt date de 2 de = 0, +, + 2m etc. Acestea sînt unghiu- 


rile pentru care creșterea diferenței de drum d sin 0 este zero, + A etc., co- 
respunzînd interferenţei complet constructive între toate cele N antene. 
Acestea se numesc maxime principale: 


d sin 06=—0, +7, +27... mA: m=0, +1, +2,... (81) 


Maximul la 0 = 0 se numește maximul central sau maximul de ordinul 
zero. Cele pentru m = + 1 se numesc maxime de ordinul 1 etc. Maximul 
central diferă de toate celelalte maxime principale prin aceea că toate 
fantele dau contribuţii care sînt în fază sndependent de lungimea de undă. 
Astfel, în cazul unei surse de lumină albă maximul central este alb. În cazul 
tuturor celorlalte maxime principale, cu excepția celui central, unghiul 
corespunzător maximului depinde de lungimea de undă, adică, de culoare. 

n cazul maximului principal, amplitudinea suprapunerii este tocmai 
de N ori amplitudinea cu care contribuie fiecare fantă. Acest lucru este 
evident din punct de vedere fizic. E? rezultă și din formula (79): în cazul 


maximului central, avem Ag = 0. Putem folosi (mina Ag = .): 


1 1 
MI E 8 3 =: ani 2 
in N Na G (Na)5+.... se [ G (N) +] 3: 
= DĂ GTA 3 PFC RAZER pi 2 2215 DA îi IERI CR, DM 
sin x So ei ra — 2 
fi 6 ia | 6 i 
= N cîndr=0. 182) 


În cazul maximului de ordinul întîi, m = + 1, putem arăta similar că limita 
lui sin Nx/sin « cînd x tinde către m este + N. Pentru a face acest lucru, 
“om considera dezvoltarea în funcție de unghiul mic e prin care x diferă de x: 


x=n—e 
sin Nx _ sin(Nr—Ne) _ (— ja sin Ne, (83) 
sin x sin (m — €) sin e 
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Fig. 9.16. Figura de interferență pentru fante multiple. Sint arătate două maxime principale. 
inghiurile sînt considerate mici astfel încit sin 0 = 0. În cazul în care N este mare, fiecare maxim 
principal are forma figurii de difracție pe o singură fantă, arătată în figura 9.14(P), 
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Cind e tinde către zero găsim că limita raportului este (—I):1N= + N. 


Lărgimea unghiulară a unui maxim principal. Pe măsură ce N crește, 
lărgimile unghiulare ale maximelor principale scad. Semilărgimea unghiu- 
lară de la un maxim principal pînă la primul zero situat de-o parte sau de 
cealaltă a maximului se obține analizind formula (79). În cazul maximului 


principal atît numărătorul cît și numitorul sînt zero. Cînd argumentul - N Ag 


al funcției sinus de la numărătorul relaţiei (79) crește cu x numărătorul este 
din nou zero. (Dar numitorul nu va mai fi zero.) Astfel, defazajul Ag crește cu 
27|N atunci cînd trecem de la un maxim principal la primul zero adiacent. 
Dar diferența de drum dintre două maxime succesive este A. Vedem astfel 
că amplitudinea scade de la valoarea maximă la zero într-un interval în sin O 
care este de N ori mai îngust decit intervalul h]d în sin 0 dintre maxime 
Brincibale succesive. 

Pentru N mare, sau pentru N par (fie mare, fie mic) este ușor de văzut 
de ce primul zero (aflat lîngă un maxim principal) apare atunci cînd diferența 
de drum d sin Geste A/N. Fie 6 antene. Primul zero apare atunci cînd 
primele trei pot fi împerecheate cu ultimele trei în perechi care se „anulea- 
ză“, cu | anulată de 4, 2 de 5 și 3 de 6. Anularea se produce atunci cînd an- 


tenele 1 și 4 au diferența de drum a (şi similar pentru celelalte perechi). 


„Atunci antenele 1 și 2 au diferența de drum 1/6, care este 1/N. Cînd N este 
impar acest argument nu mai poate fi folosit deoarece antenele nu mai pot 
fi împerecheate. În acest caz, calea cea mai ușoară de a obține acest rezultat 
„intuitiv“ și nu algebric este de a face o diagramă vectorială în planul com- 
plex al amplitudinilor. Este ușor de văzut atunci că cele N amplitudini 
complexe formează un poligon închis astfel încît amplitudinea totală este 
zero atunci cînd Ag este 2x/N. (Problema 9.52.) În figura 9.16 se arată cum 
depinde de N figura de interferență dacă distanța dintre fante d este men- 
ținută fixă. 

Puteţi observa în felul următor îngustarea maximelor principale atunci 
cînd N crește de la 2 la 3: cu o lamă de ras trasaţi trei fante într-o folie de 
aluminiu lipită pe o lamelă de microscop. Două dintre fante trasați-le mai 
lungi decît a treia astfel încît să treceţi de la două fante la trei fante printr-o 
ușoară schimbare a poziției lamelei în fața ochiului. După cinci, zece încer- 
cări veţi reuși (eu am reușit) să obţineţi trei fante rezonabile avînd cam 
aceleași distanțe de separare cu d mai mic decît 1/2 mm. (După fiecare în- 
cercare, ţineţi rețeaua în dreptul unei surse de lumină pentru a o inspecta; 
se poate folosi și o lupă obișnuită cu mărirea de 2x sau 3x.) Cînd priviți 
sursa liniară prin fanta dublă, franjele luminoase arată un pic mai largi decît 
zonele „întunecate“ ce le separă. Cînd treceţi la fanta triplă, zonele lumi- 
noase apar mai înguste decît cele întunecate dintre ele. Desigur, dacă nu 
aveţi fante uniforme și egal distanțate, veţi vedea figuri de interferență ce 
nu au fost discutate aici. 


Reţeaua de difracție de tip transmisie. În locul a N antene sau a N fante 
practicate într-un ecran opac putem avea N trăsături (zgîrieturi) paralele 
pe o distanță D pe o bucată de sticlă sau de plastic. Dacă n-ar exista trăsă- 
turile, lumina ne va da o figură de difracție corespunzătoare unei singure 
fante largi de dimensiune D. Trăsăturile se comportă ca niște „antene“. 
Ele dau o figură de interferență pentru „N trăsături“ care este tocmai cea 
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obținută cu N fante, dar cu o excepție. La maximul central (0%) contribuie 
nu numai trăsăturile ci și tot materialul transparent dintre trăsături. Ne 
așteptăm ca maximul central să fie considerabil mai luminos decît cele- 
lalte maxime principale. 

O sursă liniară de lumină monocromatică văzută printr-o rețea de di- 
fracție prezintă pentru fiecare maxim principal un profil al intensității (rez 
prezentarea grafică a intensității în funcție de unghi) asemănător cu acela 
al figurii cu o singură fantă din figura 9.14, d. . 

În cazul unei rețele de difracție cu 13 400 trăsături pe 25,4 mm obținem 

= 1,9 x 10%m, adică 1,9 microni. Cîte maxime principale v-aţi aștepţa 
_să vedeţi în lumină verde cu lungimea de undă de 5 500Â, adică, 0,55 microni? 
În acord cu formula (81) maximele principale apar la valori ale lui sin 6 de 
zero, A/d etc. Desigur, sin 6 nu poate fi mai mare decît 1. În cazul rețelei 
despre care am vorbit mai înainte avem d & 3,51 unde A = 0,55 um. Astfel 
dacă sin 0 = mă/d, putem avea m=0, +1, +2 și+3darnu +4. Ui- 
tați-vă cu rețeaua dumneavoastră la un bec. Becul „drept în față“ este maxi- 
mul central. Toate culorile se suprapun la 6 = 0”. Dungile colorate din părți 
reprezintă imaginile becului luminos pentru diferite culori la unghiuri ce 
corespund lui d sin 0 = A pentru ordinul întîi, 2A pentru ordinul al doilea 
etc. Vedeți maximele de toate cele trei ordine? (Dacă vedeţi patru, ceva nu 
e în regulă.) Dacă vreți să vedeți culorile unui bec cu incandescență așa cum 
sînt ele în realitate, nu trebuie să folosiți un bec mare deoarece dimensiu- 
nea sa este cauza suprapunerii diferitelor „becuri colorate“. Sau puneţi o 
fantă verticală, îngustă în dreptul becului (şi ţineţi rețeaua astfel încît: 
să disperseze culorile pe orizontală) sau, mai bine, folosiți un „bec de pro- 
iecție“. (Aceste becuri au un balon de sticlă transparentă și un filament drept 
cu lungimea de 7— 8cm.) 

În cazul rețelei dumneavoastră puteți măsura pe d foarte ușor, dat. 
fiind că (de exemplu) lumina verde are lungimea de undă de 5 500 Â. Ui- 
tați-vă la bec și măsurați unghiul în radiani (sau sinusul ori tangenta lui) 
de la maximul central pînă la „verde“ folosindu-vă de o riglă ținută cu bra- 
țul întins și cu rețeaua de difracție foarte aproape de un ochi. Folosiţi apoi 
formula: (81). Aţi găsit d = 3,51? Pentru alte explorări ale proprietăților 
rețelei vedeţi. experiențele pentru acasă. 


Difracţia pe un obstacol opac. Am prezentat în figura 9.12 o sursă punc- 
tuală S și un obstacol opac constînd din părțile a, b și 1. Cîmpul (zero) din 
spatele ecranului s-a considerat că este dat de suprapunerea Es+ E, + 
+ E, + E, = 0. Cînd s-a scos dopul | cîmpul Es + E, + E, s-a considerat 
a fi fost cel ce existase înaintea scoaterii dopului, adică, egal cu —E, (cel 
dinaintea scoaterii dopului). S-a găsit astfel metoda lui Huygens pentru 
obținerea cîmpului de difracție al ecranului fără dopul 1, adică, al ecranului 
cu o apertură de forma dopului. Vrem acum să vedem ce se întîmplă dacă 
lăsăm dopul în poziția sa și scoatem vestul ecranului. Vom obţine astfel figura 
de difracție a unui obstacol opac. 

Înainte de a scoate ceva din ecran, avem E.+E+E,+E=0. 
Să scoatem acum porțiunile a și b și să presupunem că mișcările electronilor 
în dopul 1 (obstacol opac) rămîn neschimbate. (Este o aproximaţie, deoarece 
acești electroni sînt puși în mișcare de radiația ce provine atît de la electronii 
din a și din b cît și de la sursa S.) Cîmpul din spatele dopului este atunci 
Es + Eu. Într-o zonă apropiată din spatele dopului (ce înseamnă „apropiat“ 
se va spune acum) cîmpul trebuie să fie, practic, cel care era și în prezenţa 
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întregului ecran întrucît regiunile a şi b erau chiar și atunci destul de depărtate 
(în comparație cu dopul [) și dădeau contribuții mici în comparație cu 
Es + E.. Astfel regiunile foarte apropiate de fața posterioară a dopului au, 
practic, cîmpul electric zero. Aceasta este „umbra“ dopului. Ea este provo- 
cată de faptul că într-un punct din spatele ecranului și aproape de el cîmpul 
(care este zero) se datorește practic numai lui S și sarcinilor apropiate, care 
în acest caz sînt cele din dopul 1. Astfel imediat în spatele ecranului cîmpul 
E, se suprapune cu E; pentru a da zero. Astfel dopul 1 emite o „parte din- 
tr-o undă plană“ în aceeași direcție ca și unda plană incidentă pornită de 
la sursa îndepărtată S cu o amplitudine egală cu cea a undei plane din S dar 
defazată cu 180” față de ea pentru ca suprapunerea Es + E, să se anuleze. 
Acesta este modul în care se produce umbra. Obstacolul opac nu „înghite“ 
lumina incidentă ; el radiază un fascicul de „lumină cu amplitudine nega- 
tivă“ (adică, negativă în raport cu lumina incidentă) pe direcţia înainte și 
care se continuă cu unda incidentă pentru a da zero într-o zonă din spatele 
obstacolului și apropiată de el. 


Pînă la ce distanță de obstacol se menține umbra? Însă, dopul nu emite 
o adevărată undă plană de lumină cu „amplitudine negativă“ deoarece are 
o lărgime (sau diametru) D finită. Emite în schimb un „fascicul“ a cărui! 
direcție este aceeași cu cea a undei plane E; dar cu o deschidere unghiulară 
dată de difracția pe această direcție cu lărgimea A0 = 1/D. Cînd fasciculul 
a parcurs distanța L față de ecran (dopul), el și-a mărit dimensiunile unghiu- 
lare cu cantitatea W dată practic de W = L A0 = L (A4/D). Pe măsură ce 
fasciculul se deschide, natural, amplitudinea sa descrește. (Fiecare sarcină 
punctiformă din dop dă o contribuţie ce scade cu inversul distanței. De ase- 
menea, să considerăm că dopul radiază singur; pe măsură ce energia radiată 
se împrăștie pe o suprafață mai mare amplitudinea sa în orice punct ar tre- 
bui să descrească). Numai cînd amplitudinea cîmpului său electric este egală 
în mărime (și opusă ca semn) cu aceea a undei plane E se pot anula complet 
amîndouă. Astfel, în cele din urmă, umbra va dispărea la o distanță suficient 
de mare de ecran. Vorbind neriguros, putem spune că lumina de „amplitu- 
dine negativă“ emisă de dop a slăbit semnificativ atunci cînd fasciculul și-a 
dublat lărgimea. Obţinem astfel o „distanță de frontieră“ aproximativă 
Lg, la care Da W. Dar cum W, & Ly(A/D), avem: 


Lo x D2. (84) 


Astfel, pentru L < L,, ne așteptăm să avem în spatele obstacolului o umbră 
neagră frumoasă, cu excepția zonelor de la margine (unde presupunem că 
E, rămîne nemodificat atunci cînd se scot a și b ceea ce este în puternică 
contradicție cu realitatea). În cazul L > Lg, va fi greu de detectat vreun 
efect al obstacolului deoarece contribuţia sa la cîmpul electric va fi mică 
în comparație cu aceea a undei plane Es. Pentru a detecta ușor acest efect, 
puteţi folosi o lentilă. Unda plană E va fi focalizată într-o mică pată în 
planul focal, mărimea petei fiind dată de /A/D,, unde D, este diametrul len- 
tilei iar f distanța focală. Lumina de amplitudine negativă dată de obstacol 
dă o imagine cu lărgimea /A/D. Dacă D, este mult mai mare decît D, dimen- 
siunea obstacolului, atunci pata luminoasă datorită undei plane perturbă 
doar o mică regiune din centrul imaginii. 

Puteţi studia figurile de difracție ale obstacolelor, folosind un proiector 
ca sursă punctuală (cu lentila scoasă și oglinda reflectoare acoperită) și ace 
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sau fire de păr ca obstacole. Unul din rezultatele uimitoare îl constituie 
„pata strălucitoare“ pe care o vedeți în centrul umbrei atunci cînd distan- 
țele sînt L > Lg. Vezi experiența petru acasă 9.34. 

Formula (84) se poate testa și cu alte unde nu numai cu cele luminoase. 
O puteţi verifica punînd un obstacol în calea unui fascicul de unde progre- 
sive formate pe apa dintr-un bazin sau dintr-o cadă. „Umbra“ este bine 
definită atunci cînd L < ÎL, și dispare atunci cînd L > La. Vezi experi- 
ența pentru acasă 9.29. 


97. OPTICA GEOMETRICĂ 

Numele de „optică geometrică“ se referă la studiul modului în care se 
comportă fasciculele de lumină în instrumentele optice (care constau din 
diferite suprafețe reflectante și refractante) în aproximația în care luăm 
în considerare numai direcțiile dominante ale fasciculelor și nu ne preocupăm 
de divergența fasciculelor datorită difracției. (Numele de „optică fizică“ 
se folosește cîteodată pentru a descrie studiile care iau în considerare natura 
ondulatorie a luminii și care, prin urmare, includ interferența și difracția.) 
„Legile“ de bază ale opticii geometrice sînt Jegea reflexiei regulate și legea 
lui Snell a vefrachiei. Desigur, ambele legi se datoresc de fapt naturii on- 
dulatorii a luminii; fiecare din ele este rezultatul unei interferenţe construc- 
tive particulare. 


Reflexia regulată. Ori de cîte ori o undă plană cade pe suprafața plană 
și netedă a unui material, apare reflexia regulată; adică, (a) există o rază re- 
flectată în planul de incidență (planul ce conține raza incidentă și normala 
la suprafață), și (2) unghiul de reflexie este egal cu unghiul de incidență. 
(ambele unghiuri se măsoară față de normală). 

Reflexia regulată se datorește unei interferenţe constructive. Electronii 
din material sînt excitați de unda incidentă. Ei radiază, la rîndul lor. Raza 
reflectată, în cazul reflexiei regulate, reprezintă direcția maximului de inter- 
ferență constructivă. 

Putem înțelege cel mai ușor acest lucru, considerînd familiara rețea liniară 
de antene. Presupunem că excităm curenții din antene cu cîmpul electric al 
unei unde plane incidente la un unghi de incidență diferit de zero, așa ca în 
figura 9.17. 


Antena N 
6 
CĂ Ț] Fig. 9.17. Şir de antene excitate de o 
pate i II ETER E n fi undă plană la incidență diferită de in- 
2 y cidența normală. Linia punctată repre- 
să : zintă normala pe planul antenelor. Să- 


geţile indică sensul de propagare. Un- 
ghiul de incidență este f. 


Să examinăm acum la distanță mare „cîmpul de radiație dat numai de 
curenții din antene. Să considerăm întîi maximul central de interferență. 
Este ușor de văzut că acesta apare în direcția de propagare a fasciculului inci- 
dent; antena 1 este excitată înaintea antenei 2 (ca fază) și radiază astfel îna- 
intea antenei 2 cu aceeași cantitate. Într-un punct îndepărtat P, radiația 
antenelor de la 1 la N va fi exact în fază, dacă direcţia de propagare a radia- 
ției antenelor este aceeași cu direcția de propagare a fasciculului incident; 
o anumită creastă a undei ce pleacă din antena 1 trebuie să parcurgă o distanță 
mai mare decît o creastă ce pleacă din antena N, dar ea a plecat mai devreme 
tocmai pentru a parcurge această distanţă. 

Se vede clar, din simetria rețelei de antene excitate ca în figura 9.17, 
că ele nu vor forma numai un maxim central de interferență „la dreapta“ 
(în figură) ci și un maxim corespunzător „la stînga“. Acest maxim „imagine“ 
reprezintă radiația reflectată regulat. Din figura 9.18, vedem că unghiul de 
reflexie este egal cu unghiul de incidență. 

Reflexia regulată pe orice suprafață plană netedă se datorește unei inter- 
ferențe constructive ce apare într-o manieră complet analoagă cu aceea din 
cazul șirului de antene. 


x 


Reflexia „extraordinară“ pe o rețea regulată. Maximul central și maximul 
datorat reflexiei regulate nu sînt singurele maxime de interferență produ- 
se de șirul de antene din figurile 9.17 și 9.18. În plus față de aceste maxime 
de ordin „zero“, pentru transmisie și reflexie, există și alte maxime pentru 
acele direcții pentru care diferența drumurilor de la două antene vecine pînă 
la detector este mai mare (sau mai mică) cu un număr întreg de lungimi de 
undă, decît diferența pentru maximul de ordin zero. Figura de interferență 
pentru undele transmise (care în figura 9.18 se propagă spre dreapta) este 
pur și simplu aceea obținută în cazul unei rețele de difracție prin transmisie 
cu N fante pentru lumina incidentă la unghi diferit de zero față de normală. 
Figura de interferență pentru undele reflectate este similară cu cea pentru 
undele transmise, exceptînd, desigur, faptul că ordinul zero în reflexie (refle- 
xia regulată) este probabil mai puţin luminos ca ordinul zero în transmisie 
(maximul central). Puteţi verifica existenţa figurii de interferență în lumina 
reflectată pe o reţea regulată, folosind reţeaua de difracție prin transmisie 


Fig. 9.18. Direcţiile maximelor de interferență ale antenelor excitate cu relațiile de fază din 
figura 9.17. 


Reflexia regulată Maxinuul central 
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ca o rețea prin reflexie, adică, ținînd-o aproape de un ochi și privind reflexia 
unei surse punctuale. Maximul de ordin zero (în reflexie regulată) se identifică 
ușor deoarece este „alb“. Maximele de reflexie de ordin diferit de zero sînt 
similare maximelor obținute prin transmisie pentru același unghi de incidență. 

Dacă distanța dintre antenele vecine este mai mică decît o lungime de 
undă atunci singurele direcții corespunzînd la interferență complet construc- 
tivă sînt cele pentru maximele de ordin zero, adică, cele care corespund maxi- 
mului central și reflexiei regulate. Cînd studiem optica geometrică și instru- 
mentele optice considerăm, de obicei, că lumina este incidentă pe suprafețe 
de sticlă sau de metal. „Antenele excitate“ sînt atomii de pe suprafață care 
sînt distanțați cu 10-1%m. În cazul luminii cu lungimea de undă în jur de 
"5 x 107 m obținem, deci, numai maximele de ordin zero. (În cazul razelor 
X cu lungimi de undă mai mici de 10-10 m reflectate pe suprafața unui mono- 
cristal se obțin și maxime de ordin mai înalt.) Deoarece vom considera instru- 
mente optice în care se folosește radiația vizibilă, presupunem de acum încolo 
că avem numai reflexie regulată. 


Imaginea unei surse punctiforme într-o oglindă — sursă virtuală și sursă 
reală. În cazul radiației unei surse punctiforme suprafețele de fază constantă 
sînt sfere. O zonă suficient de mică a uneia dintre aceste sfere poate fi aproxi- 
mată printr-un plan. Unda (aproximativ) plană a radiației care trece prin 
această mică regiune vom denumi-o fază. În figura 9.19, vedem sursa puncti- 
formă S privită cu ajutorul unei oglinzi. Radiația care intră prin apertura 
(pupila) cristalinului ochiului poate fi considerată ca un „mănunchi de raze“. 

n figura 9.19 sînt desenate două dintre aceste raze. Fiecare dintre raze este 
reflectată regulat de către oglindă. Lumina care intră în ochi pare că vine de 
la o sursă punctuală S' plasată în spatele oglinzii. Sursa S' se numește „sursă 
virtuală“ deoarece în S” nu există o sursă reală de radiație. (Sursa S se aumește 
sursă veală). 


Refracția — legea lui Snell — principiul lui Fermat. Am dedus deja în 
două moduri legea lui Snell. Unul dintre ele folosește o construcție geometrică 
simplă (paragraful 4.3). Celălalt ține cont de faptul că numărul de creste al 
undei pe unitatea de lungime de-a lungul frontierei este același pe ambele 
părți ale frontierei (paragraful 7.2). Ambele demonstraţii foloseau undele 
plane. Deoarece în optica geometrică folosim tot timpul raze, adică, fascicule 
înguste de lumină, și nu unde plane, vom da aici o a treia demonstrație care 
folosește un fascicul limitat prin difracție și nu o undă plană. Totuși lărgirea 
fasciculului datorită difracției nu ne preocupă și nu o vom analiza. 

Considerăm mai întîi un fascicul ce se propagă într-o bucată omogenă 
de sticlă de indice n, așa cum se arată schematic în figura 9.20 Să considerăm 
atomul a din mijlocul fasciculului. EI este excitat de către fascicul și radiază 
în toate direcţiile. Radiația sa ajută la excitarea atomilor b, c și d. Radiația 
lor se suprapune și excită atomul e (care și el este în centrul fasciculului). 
Dar, fasciculul este rezultatul unei interferenţe constructive. Aceasta în- 
seamnă că în cazul în care b și d sînt suficient de apropiați de-o parte și de 
alta a lui c, toți cei trei atomi b, c și d contribuie cu practic aceeași fază 
la excitarea lui e deoarece toți au fost excitați de 4. Cu alte cuvinte, timpii 
necesari undei să se propage cu viteza de fază c/n de la a la b la e, de la 
a la c la e, de la a la d la e trebuie să fie toți aproape egali dacă a, cșie 
sînt de-a lungul traiectoriei razei și dacă b și d sînt suficient de apropiaţi de c. 
Dacă nu s-ar întîmpla așa radiația diferiților atomi excitați nu s-ar suprapune 
astfel încît să mențină fasciculul prin interferență constructivă. 


Dif 
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Cristalin 


Fig. 9,19. Imaginea punctiformă vistuală S” a sursei punctiforme reale S formată într-o oglindă 
plană. 


Se vede acum din figura 9.20 că dacă a, c și e sînt de-a lungul razei 
atunci traiectoriile vecine abe și ade sînt ușor mai lungi decît traiectoria ace. 
Ceea ce înțelegem cînd spunem că ele sînt aproape egale cu ace este faptul 
că dacă (de exemplu) P are față de c o mică deplasare transversală x atunci 
traiectoria abe o depășește pe ace cu o mărime care este proporțională cu pă- 
tratul cantității mici x și nu cu prima putere a lui x. Astfel, în dezvoltarea 
în serie Taylor a lungimii traiectoriei în funcție de x, prima derivată se anu- 
lează (acel termen din serie care:dă o contribuţie liniară în x). 

De fapt nu lungimea drumului ci timpul de propagare contează. Avem 
astfel principiul: un fascicul de lumină se propagă de-a lungul unei traiectorii 
astfel încît derivata timpului în care are loc propagarea în raport cu x este 
zero, unde x este un parametru care este zero pentru traiectoria fascicu- 
lului (ca ace) și diferit de zero pentru o traiectorie vecină (ca abe sau ade). 
Această condiție spune că timpul de propagare de-a lungul fasciculului are 
un extrem. Această condiție se mai numește principiul lui Fermat al timpului 
minim sau mai simplu principiul lui Fermat. 

Vom folosi acum principiul lui Fermat pentru a deduce „legea lui Snell. 
În figura 9.21 este arătat atomul 4 în mediul | și atomul e în mediul 2 (ei 
sînt analogi atomilor a și e din figura 9.20). Punctul de intersecție al fasci- 
culului cu interfața, denumit P, este variabil. Traiectoria 4Pe conține un 
segment 4aP pe care timpul de propagare este 4, = lm/c şi un segment Pe 
pe care timpul de propagare este fa = /2najc. Distanţele ct, și ct se numesc 
lungimile drumurilor optice ml ŞI Nola. Drumul optic total (pe scurt d.o) este 
minim, dacă timpul total de propagare are un minim. Vrem astfel să găsim 
punctul P pentru care: 


d.0. 2 Nil + Hala = minim. (85) 
Din figura 9.21 avem: 
d.0. = m(9i + 22)1/2+ na(yă + 13)2. (86) 
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Fig. 9.20. Fascicul de lumină care se pro- Fig. 9.21. lefracția. Lungimea drumului optic 
pagă prin sticlă. Săgețile sint de-a lungul nl, + nel, variază în funcție de poziția punctu- 
direcției de propagare și delimitează lăr- lui P. Traiectoria reală a razei de Immină care 
gimea fasciculului. Punctele a,b,c,d, şi e se propagă de la a la e se găsește variind pozi- 
reprezintă atomi din sticlă. ţia lui P astfel încit, în acord cu principiul lui 
Fermat, drumul optic să fie minim. În acest caz, 

a Pe este de-a lungul maximului de interferență 

și este analogul lui ace din figura 9.20. 


Să-l deplasăm acum pe P cu o distanță infinitezimală față de poziția sa 
(încă necunoscută) pentru care drumul optic este minim. Fie 4(d.o.) modifi- 
carea în d.o. datorită acestei deplasări. Pentru a găsi d(d.o.) diferențiem 
relația (86). Singurele variabile sînt x, și «2, deoarece P rămîne pe interfață. 
Suma lui x, și x este desigur constantă (deoarece atomii a și e sînt fixați) 
astfel încît dxz = — dx, atunci cînd P se deplasează. Avem: 


d(d.o.) = nadhs, + nada = 
= md(yi + 23) + nd (93 + 4) = 


__ Muăadăa __PaXa dăz. 
Ora Ore 
=" dau + "a (da) (87) 
1 2 
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Cînd am scris relația (87) am neglijat termenii de ordin superior da, di? etc. 


Vom presupune acum că P este astfel încît aPe este de-a lungul fasciculului ; 
atunci variația de ordinul întîi a drumului optic în raport cu x este zero, 
în concordanţă cu principiul lui Fermat. Atunci formula (87) ne dă: 


d(d.0.) = 0 = je E i 


ha la 
adică 
Hy Xa = Wa Xa > 
1 la 
adică, 
n sin 0, = na sin 0, (88) 


care este legea lui Snell. 
Vom considera acum cîteva componente de bază ale instrumentelor optice. 


Oglinda eliptică. În figura 9.22. se vede un elipsoid de revoluție gol, 
cu suprafața internă reflectantă și cu o sursă punctiformă de lumină plasată 
în F, unul din cele două focare principale. Din definiția elipsei, distanțele 
de la F la celălalt focar F' sînt aceleași pentru toate drumurile (cu excepția - 
drumului drept ce nu presupune o reflexie). Astfel focarul F” reprezintă o zonă 


Fig. 9.22. Oglinda eliptică. 
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de interferență complet constructivă pentru radiația emisă de electronii de 
pe suprafață și care sînt excitați de radiația din F. Spunem că sursa din F 
are o imagine în punctul F”. 

Imaginea din F' nu este punctiformă ; faza cîmpului rezultant într-un 
punct din jurul lui F' diferă cu pînă la +7 de faza din F', dacă punctul se 
află în centrul unei sfere cu raza în jur de 7/4 centrată pe F'. Aceasta este 
aproximativ dimensiunea imaginii din F'. 


Oglinda parabolică concavă. Să ne imaginăm că focarul F și distanța fo- 
cală f a elipsoidului din figura 9.22 sînt menținute fixe dar punctul focal F' 
s-a deplasat spre dreapta ; elipsa a fost „întinsă“. Dacă F' s-a deplasat spre 


„ dreapta la infinit, elipsoidul degenerează. într-un paraboloid. Razele emise de 


F formează atunci un fascicul paralel (deoarece ele se mai focalizează încă în 
F” aflat la infinit). Acest lucru este arătat în figura 9.23. 

Dacă apertura oglinzii parabolice are un diametru D atunci o sursă punc- 
tiformă situată în F nu formează un fascicul perfect paralel. Deschiderea 
unghiulară a maximului de interferență este AG = 1/D. Dacă D este „infinit“ 
obținem de la sursa punctiformă o undă perfect plană. 

Invers, o undă plană incidentă (perfect plană) este focalizată în punctul 
F sub forma unei imagini ce nu este punctiformă decît dacă D este infinit. 
Imaginea are lărgimea Ax x fA0 =-fi/D. 


Oglinda sferică concavă. Fie o sferă „îngemănată“ cu un paraboloid, 
adică, tangentă la paraboloid în vîrful său și avînd raza egală cu raza de curbu- 
ră a paraboloidului în acel punct. Nu-i greu de arătat că raza unei astfel de 
sfere este 2f. Vezi figura 9.24. 


Aberaţia de sfericitate. Pentru o apertură cu diametrul mic D < 2/ o 
oglindă sferică este practic „în contact“ cu o oglindă parabolică îngemănată 
imaginară. Atunci sursa punctiformă din F formează un fascicul aproape 
paralel. În cazul aperturilor mari, deviația suprafeţei sferice de la aceea 
a paraboloidului produce „aberaţia de sfericitate“. (Vezi fig. 9.24.) 

Puteţi face experiențe cu oglinzile concave observînd imaginile flăcării 
unei lumînări sau a feței dumneavoastră pe fața interioară a unei linguri noi 
și lucioase. Pentru experienţe cu oglinzi convexe, vă recomandăm să vă jucaţi 
cu un glob argintat ca acelea pentru pomul de iarnă (sau, utilizați cealaltă 
față a lingurii). 


Deviaţia unei raze de lumină la incidență aproape normală pe o prismă 
de sticlă. Prin prismă „subțire“ înțelegem prisma pentru care unghiul de la 
vîrf a este suficient de mic pentru a putea utiliza aproximaţia unghiurilor 
mici sina % &, cosa x |. În cazul incidenței aproape normale, putem folosi 
aproximația unghiurilor mici și pentru unghiul de incidență. Atunci o undă 
monocromatică la incidență aproape normală este deviată „către baza pris- 
mei“ cu un unghi dat de: 


PE PRE pai (89) 


"Unghiul de deviaţie ă este constant, independent de unghiul de incidență, atita 


timp cît ne aflăm la incidență aproape normală. Formula (89) se demonstrează 
ușor, astfel (vezi fig. 9.25): la baza prismei frontul de undă traversează dis- 
tanţa 7 cu viteza c/n. La virf, viteza este de n ori mai mare (deoarece acolo 
grosimea prismei este zero), și același front de undă traversează astfel o 
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Fig. 9.23. Oglinda parabolică concavă. Fig. 9.24. Oglindă sferică concavă („în con- 
j tact“ cu o oglindă parabolică imaginară). Cen- 
trul sferei este în C; raza sa este 2f. Raza a re- 
flectată de sferă nu este paralelă cu axa; raza 
a' reflectată de paraboloid este. Acest lucru ilus- 
trează aberaţia de sfericitate. 


distanță m în același timp. Astfel la vîrf frontul de undă se află mai în față 
cu distanța (n — 1)/. Această distanță împărțită prin L, lărgimea prismei, 
este (pentru unghiuri mici) unghiul de deviație 3 = (n — 1) (/L):;= (n — De, 
care este tocmai expresia (89). 


Dispersia luminii prin prismă. Ca exemplu de prismă subțire, să conside- 
răm a egal cu 30* (cînd, pentru scopurile noastre, aproximația unghiurilor 
mici încă nu este prea rea) și n egal cu 1,50. Atunci în acord cu formula (89) 
deviația este de 15%. Aceasta este de fapt deviația medie, deoarece pentru o 
sticlă obișnuită cu indicele de refracție mediu de 1,50 lumina albastră cu lun- 
gimea de undă de 0,45 um are de fapt un indice de refracție cu 0,01 mai mare 
decît lumina roșie a cărei lungime de undă este de 0,65 um. Deci deviația 
luminii albastre este mai mare decît cea a luminii roșii cu 0,0la. Pentru 
a = 30” albastrul este deviat cu 0,3” mai mult decît roșul. În radiani, cum 
30* reprezintă cam jumătate de radian (| rad = 57,3"), albastrul este deviat 
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Fig. 9.25. Deviaţia dată de o prismă subțire, 
cu 1/200 dintr-un radian mai mult ca roșul. Pe un ecran, la un metru în spatele 


PE ar: 1 = 
prismei cu a = 30”, albastrul este separat de roșu cam cu îi cm. Un spectro- 


metru cu prismă folosește acest efect dispersiv al prismei de sticlă pentru a 
analiza spectrele. În instrunientele optice care folosesc lentile de sticlă disper- 
sia conduce la aberaţii cromatice — adică, raze de culori diferite nu focali- 
zează în același loc. Într-un telescop, aberația cromatică se poate evita dacă 
în locul lentilelor refractante se folosesc oglinzi; parabolice pentru a strînge 
lumina în focar. (Legea reflexiei regulate este valabilă pentru toate culorile.) 
Aberația cromatică se mai poate elimina folosind două feluri de sticlă cu dis- 
persie diferită. Vezi problema 9.53. 


Focalizarea razelor: de lumină paraxiale prin lentile subțiri. Fie o lentilă 
de sticlă în aer cu două suprafețe sferice convexe normale pe o axă comună 
de simetrie 2. O rază de lumină incidentă dinspre stînga se propagă paralel 
cu axa de simetrie a lentilei la distanța y = h de axă. Dacă lentila este „sub- 
țire“, vom neglija (prin definiție) variaţia lui y atunci cînd raza trece prin 
lentilă ; de asemenea, neglijăm grosimea ei în comparație cu distanța focală. 
A considera numai raze „paraxiale“ înseamnă a-l menține pe / mic în 
comparaţie cu razele de curbură ale celor două suprafeţe astfel încît putem fo- 
losi în cazul tuturor unghiurilor de interes aproximațţiile de unghi mic. 

Să găsim, așa cum este arătat în figura 9.26, punctul focal F în care o rază 
incidentă paralelă cu axa de simetrie intersectează această axă după ce este 


deviată de lentilă. Vedem că dacă raza incidentă este focalizată în F ea trebuie 
să fie deviată cu unghiul mic: 


4, (90) 
J 
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Condiţia necesară pentru focalizare. După cum vedem condiția necesară 
pentru existența unui punct focal comun tuturor razelor incidente paraxiale 
paralele este ca deviația să fie direct proporțională cu distanța h a razei față de 
axă. Dacă relația (90) este satisfăcută pentru toate valorile lui / (dar presu- : 
punînd tot timpul deviații la unghi mic), atunci toate razele paralele vor fi 
focalizate la aceeași distanță / în spatele lentilei. Această condiție este valabilă 
în cazul oricărei probleme similare de focalizare, de exemplu în cazul focalizării 
printr-o lentilă magnetică a unui fascicul de particule încărcate. 

Mai rămîne de văzut dacă o lentilă subțire cu suprafeţe sferice satisface 
expresia (90) cu / independent de /. Acest lucru se vede în felul următor: 
atît timp cît ne referim la raza din figura 9.26 ea ar fi putut tot așa de bine să 
fie deviată de o prismă subțire echivalentă. Prima suprafață este la unghiul 
h] R, față de verticală (în locul de intersecție al razei cu suprafața). A doua 
suprafață este la unghiul //R, față de verticală în sens opus. Unghiul « al 
prismei echivalente este atunci P/R;! + kRz!. Deviaţia a dată de prisma sub- 
țire echivalentă este (n — 1)a, astfel încît avem 


3 = (n— 1) (RI + Rz). (91) 


Formula constructorului de lentile. Observăm că formula (91) satisface 
condiția de focalizare și anume că 5 este proporțional cu /; distanța focală / 
este dată de vezi formula (90)]: 


4 mo Lu -) (92) 


Expresia (92) se numește formula contructorului de lentile. 


Planul focal. Să considerăm acum un fascicul de raze paralele care nu sînt 
paralele și cu axa de simetrie ci fac cu ea un unghi 0. În cazul unei prisme sub- 
ţiri deviația este independentă de unghiul de incidență (pentru unghiuri mici). 
Atunci o rază care intră în lentilă la distanţa h faţă de centrul ei este deviată 
cu 3 = h|f, independent de unghiul de incidenţă. Acest lucru înseamnă că orice 
fascicul paralel de raze este focalizat într-un punct dintr-un plan numit 


Fig. 9.26. Lentila subțire. Raza incidentă este paralelă cu axa. 
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Fig. 9.27. Planul focal. 


Planul focal la o distanță / în spatele lentilei iar deplasarea pe verticală față 
de axă a punctului din acest plan este /6, cum se vede în figura 9.27. 


Imaginea punctiformă reală a unui obiect punctiform. Am găsit punctul 
imagine al unui fascicul paralel, adică, un fascicul provenit de la un obiect 
punctiform (sursă) aflat la o distanță infinită în stînga. Să considerăm acum un 
obiect punctiform o aflat la distanța 7 în stinga lentilei noastre convergente 
și să-i găsim imaginea I situată la distanța g în dreapta. Fie o pe axa de si- 
metrie ; atunci 7 va fi tot pe axă. Să privim figura 9.28. Este clar, din figură, 
că dacă plecăm cu un vector cu originea în o și îndreptat în sensul +2 și apoi 
facem rotațiile +6, —ă și +02 ne întoarcem la axa +2: 


0,—3d+%=0. (93) 
Formula lentilelor subțiri. Dar: 
El na În pen ba ȘI E 
P q i 


(Deviaţia este întotdeauna //f, independent de unghiul de incidență.) Astfel 
formula (93) ne dă: 


Aa Ra, 

7 AIE 7 AI. 
adică 

iai: 


Ecuația (94) se numeşte formula lentilelor subțiri. 


Mărirea liniară transversală. Unghiurile de deviaţie a razelor printr-o 
lentilă subțire rămîn neschimbate, dacă lentila este rotită puțin în jurul 
unei drepte care trece prin centrul ei și este perpendiculară pe planul figurii 
9.28. Astfel raza ce vine de la obiectul punctiform și trece prin centrul lenti- 
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Fig. 9.28. Imaginea punctiformă reală a unui obiect punctiform. 


lei rămîne tot nedeviată iar raza care intră în lentilă la distanța / de centru 
este deviată cu //f. Astfel, punctele obiect și imagine din figura 9.28 rămîn 
neschimbate, dacă lentila este ușor rotită în jurul centrului ei. (Pe de altă 
parte dacă lentila este translatată puțin perpendicular pe axă atunci și punctul 
imagine va fi translatat. Noua poziţie se obține observînd că raza ce trece 
prin centrul lentilei rămîne nedeviată.) În loc să facem o ușoară rotație a 
lentilei în jurul centrului ei să presupunem că ținem lentila pe loc şi translatăm 
ușor obiectul punctiform,perpendicular pe axa lentilei, în sus. Întreaga dia- 
gramă a razelor poate fi atunci rotită în jurul centrului lentilei (deoarece devia- 
țiile sînt independente de unghiul de incidență pentru incidență aproape nor- 
mală). Vedem astfel că dacă obiectul punctiform este translatat în sus cu 
distanța y atunci punctul imagine va fi translatat în Jos cu o distanță ce este 
mai mare decît y prin raportul „brațelor pîrghiei“ g și 5. Acest lucru con- 
duce la a spune că mărirea liniară transversală este —g/p: 


mărirea liniară transversală = — (95) 


p 


Semnul minus ne spune că dacă punctul obiect este deplasat în sus, punctul 
imagine se deplasează în jos. Dacă obiectul nu este un simplu punct ci are o 
extindere în spațiu, cum ar fi o mică săgeată cu virf și coadă, vedem că ima- 
ginea este răsturnată. 


Lentila convergentă. Lentila din figura 9.28 este o Jentilă convergentă. 
Imaginea unui obiect aflat față de o lentilă convergentă subțire la o distanță - 
mai mare decît distanța focală / este o imagine reală răsturnată. Adjectivul 
„real“ spune că realmente există lumină în imagine. Prin contrast, imaginea 
într-o oglindă plană obișnuită este „virtuală“ — cu alte cuvinte nu există 
lumină în spatele suprafeței oglinzii. 


Imaginea virtuală. Dacă obiectul punctiform din figura 9.28 se află la 
distanța / în stînga lentilei subțiri convergente atunci la dreapta lentilei se 
formează un fascicul paralel. Dacă obiectul punctiform este la o distanță 
față de lentilă mai mică decît f atunci raza nu mai intersectează axa niciodată. 
Astfel nu mai avem imagine reală. Această rază pare că iese dintr-un punct 
„virtual“ aflat la stînga lentilei. Se spune atunci că avem o imagine virtuală. 
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Fig. 9.29. Imaginea virtuală a unui obiect punctiform, Distanţa obiect p este mai mică decit 
distanța focală /. 


TR 


Fig. 9.30. Lentila divergentă. 


Priviţi figura 9.29. Este ușor de arătat (vă lăsăm să faceţi acest lucru) că po- 
ziția imaginii virtuale este dată tot de formula lentilelor subțiri, expresia (94), 
cu condiția de a înțelege printr-o valoare negativă a lui g o distanță măsurată 
la stînga lentilei. 


Lentila divergentă. Dacă o lentilă este mai subțire la centru decît la mar- 
gini atunci ea este o /entifă divergentă (considerînd că este o lentilă de sticlă 
în aer). Dacă ne închipuim lentila ca fiind construită din prisme subțiri (așa' 
cum am făcut în cazul lentilei convergente) atunci apexul (vîrful) fiecărei 
prisme este mai apropiat de axă decît baza ei. Razele sînt refractate depărtîn- 
du-se de axă (și nu înspre axă ca într-o lentilă convergentă).Un fascicul inci- 
dent paralel dinspre stînga va da un fascicul divergent care iese (diverge) 
dintr-un focar virtual aflat în stînga lentilei, ca, în figura 9.30. Este ușor de ară- 
tat (vă lăsăm să faceți acest lucru) că toate formulele obținute în cazul lenti- 
lelor subţiri convergente pot fi folosite la lentilele subțiri divergente, dacă dăm 
o interpretare convenabilă mărimilor negative. Astfel dacă spunem că o len- 
tilă divergentă are o distanţă focală negativă, f/ = — |f/|, putem folosi formula 
lentilelor subțiri pentru a lega distanțele obiect și imagine. De exemplu, 
figura 9.30 corespunde cazului în care /P=-+o, 9g=— fliar f=—|/l 
în formula: 


pr se pigeța *, 
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Puterea optică a lentilei în dioptrii. Inversul distanței focale în m-1 se 
numește puterea lentilei în dioptrii. Astfel o lentilă convergentă cu distanța 
focală de 50 cm are puterea +2 dioptrii (4+2D). O lentilă divergentă cu 
distanța focală —50 cm are puterea —2D. Inversul distanţei focale (puterea) 
are trăsătura foarte plăcută că este /imiar, în următorul sens: dacă o lentilă 
subțire este urmată imediat de o altă lentilă subțire puterea totală a celor două 
lentile în contact este egală cu suma puterilor lor individuale. Acest lucru se 
vede ușor în felul următor: prima lentilă deviază raza spre axă cu un unghi 
h]f,, unde f, este pozitiv pentru o lentilă convergentă și negativ pentru o 
lentilă divergentă. Dacă a doua lentilă este plasată la ieșirea razei din prima 
lentilă atunci raza nu are posibilitatea să-și modifice distanța sa transversală 
h față de axa comună celor două lentile. Astfel deviația produsă de a doua 
lentilă este h/f2. Deviaţia totală produsă de cele două lentile este ///, + h/fa. 
Aceasta este deviația ce ar fi produsă de o singură lentilă subțire echivalentă 
cu distanța focală f astfel încît 1/f= 1/f, + 1/fa. Astfel puterea totală este 
suma puterilor individuale. Desigur dacă între lentile există un spațiu atunci 
raza nu pătrunde în a doua lentilă la aceeași distanță / față de axă ca și în 
cazul primei lentile. Atunci puterile lentilelor înseriate se adună liniar numai 
dacă putem neglija distanța ce separă lentilele. 

Dacă purtați ochelari, luaţi-i de la ochi și măsuraţi (aproximativ) puterea 
fiecărei lentile atît în plan orizontal cît și în plan vertical. Folosiţi o sursă 
punctiformă îndepărtată (sau soarele). Dacă lentila este o lentilă pozitivă 
puteți forma o imagine a sursei pe un perete sau pe o bucată de hîrtie. Sînt 
distanțele focale ale fiecărei lentile același în ambele plane? (Dacă ele sînt 
diferite lentila se cheamă „astigmatică“ și se zice că ochii dumneavoastră 
prezintă astigmatism diferit de cel normal.) 

Distanţa g de la cristalinul ochiului la retină este în jur de 3 cm. Înm-! 
se obține 91 == (0,03 m)! = 33 m1. Ochiul focalizat pe un obiect îndepăr- 
tat aflat la distanța Ș = oo are puterea cristalinului f 1! dată de f1=p1+ 
+g9ql=0+ 33ml=— 33 D. Pentru focalizarea pe un obiect aflat la dis- 
tanța p = 25 cm de ochi mușchii oculari de acomodare trebuie să mărească 
puterea cristalinului cu cântitarea £1 = (0,25m)1= 4m1=— 4 D dînd un 
total de 37 D. Dacă aveți mușchi de acomodare suficient de buni, puteți 
crește puterea cristalinului cu aproape 10 D și vă puteţi focaliza asupra unui 
obiect aflat la distanța p = (10 D)1 = 0,lm = 10 cm. Atunci obiectul pare. 
mai mare și îi puteți vedea mai bine detaliile. Dacă puteți aduce obiectul la 
1 cm distanță de ochi și totuși să focalizați imaginea pe retină el ar părea de 
25 de ori mai mare decît dacă s-ar afla la 25cm ; și în mod corespunzător veţi 
observa detalii de 25 de ori mai mici. Nimeni nu-și poate acomoda ochiul atît 
de mult. 


Lupa simplă. Dacă ţineţi un obiect mic la 25 cm de ochiul liber și îl exa- 
minați fără să obosiţi, aveţi o vedere normală. Dacă înălțimea obiectului este 
h (în cm) el subîntinde un unghi 4/25 (în radiani) față de axa ochiului și acest 
unghi determină mărimea imaginii pe retină. Dacă puteți aduce obiectul mai 
aproape, pe retină. se va obține o imagine mai mare. Pentru a menţine o ima- 
gine clară (adică, focalizată) mușchii de acomodare trebuie să mărească pu- 
terea lentilei. Acest lucru este dificil și obositor. Să folosim acum o lentilă 
cu distanța focală f (în cm). Ţineţi lentila chiar în fața ochiului. Apropiaţi 
obiectul. Cînd obiectul este în planul focal al lentilei fiecare punct de pe obiect 
va da la ieșirea din lentilă un fascicul de raze paralele care intră în ochi. Acum 
este ușor de focalizat — cristalinul ochiului este relaxat. Vă lăsăm să arătaţi 
că mărimea unghiulară a obiectului crește cu un factor 25/f (considerînd un- 
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ghiuri mici astfel încît să folosim aproximația unghiurilor mici). Priviţi fi- 
gura 9.31. Vă puteţi face o lupă simplă, luînd o lentilă cu distanță focală 
de 2 sau 3 cm și fixînd-o pe o lamelă de sticlă. 


Gaura de ac, ca lupă. Luaţi o bucată de folie de aluminiu și faceţi 
în ea o gaură de ac cu un diametru de 1/2 mm sau chiar mai mic. Ţineţi-o 
aproape de ochi. Priviţi o sursă de lumină. „Firele“ pe care le vedeţi repre- 
zintă figuri de difracție ale lanțurilor de celule din ochiul vostru. (Ele nu sînt 
pe suprafața lui așa cum puteți observa încercînd să le ștergeți prin clipire.) 
Uitaţi-vă acum prin gaura de ac la o pagină tipărită, bine luminată. (Dacă 
purtaţi ochelari scoateți-i, n-aveţi nevoie de ei și nu folosesc la nimic.) Apro- 
piați mai mult și mai mult pagina de ochi. Observaţți că literele pe care le 
priviți rămîn „focalizate“ și se măresc pe măsură ce sînt aduse mai aproape! 
(În cele din urmă ele devin neclare fiindcă gaura nu este suficient de mică.) 
Mărirea se calculează ușor, utilizînd o diagramă ca aceea din figura 9.31 în 
care în locul lentilei plasați o gaură de ac. 


Vedem într-adevăr lucrurile răsturnate. lată cum vă puteţi convinge 
că imaginea de pe retină este inversată. Priviţi prin gaura de ac o sursă lumi- 
noasă extinsă. Țineţi vîrful unui creion în fața găurii și priviți. Ce vedeţi este 
umbra sa de pe retină. Totul se comportă după cum era de așteptat. Acum 
imvevsați ordinea şi puneţi creionul între gaură și ochi. Mișcaţi creionul și 
observați direcția mișcării umbrei! Faceţi o schiță și explicați ce se întîmplă. 


Exersarea pupilei. Cînd vă uitaţi prin gaura de ac la o sursă extinsă (cum 
ar fi cerul) vedeți un cerc luminos. Cercul reprezintă proiecția pupilei dum- 
neavoastră pe retină. Puteţi studia dilatarea și contractarea pupilei acoperind 
și descoperind celălalt ochi, ochiul care nu privește prin gaura de ac! Cînd 
descoperiți, celălalt ochi astfel încît să intre în el lumina, pupila sa se contractă. 
Dar tot așa se întîmplă și cu pupila ochiului care privește prin gaura deac! 
Puteţi vedea ușor aceste contracţii prin „simpatie“. Observaţi că pupila are 
nevoie de un timp de (1/2) s ca să se contracte sau să se dilate cînd se schimbă 
brusc intensitatea luminoasă. 


Telescopul. Un telescop este constituit din două lentile. Prima este len- 
tila „obiectiv“ care formează imaginea reală a unui obiect îndepărtat. Într-o 


Fig. 9.31. Lupa obișnuită. Puterea cristalinului ochiului este suplimentată de aceea a lupei. 
Obiectul poate fi mutat mai aproape de ochi și, în consecință, imaginea este mai mare. 
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Fig. 9.32. Telescopul. 


bună aproximaţie imaginea este în planul focal al lentilei obiectiv. Dacă 0 
este mărimea unghiulară a obiectului îndepărtat iar /, este distanța focală 
a obiectivului atunci înălțimea /4 a imaginii formate de către obiectiv este 
În = fi0o. A doua lentilă a telescopului se numește ocular. El nu este efectiv 
decît o simplă lupă folosită pentru a examina imaginea reală formată de obiec- 
tiv. Dacă ocularul este astfel potrivit încît imaginea formată de obiectiv 
să fie în planul focal al ocularului atunci un punct imagine va trimite înspre 
ochi un fascicul „paralel. Ochiul este atunci relaxat ca și cînd v-aţi uita la 
obiectul îndepărtat fără telescop. Mărimea unghiulară a imaginii de înălțime 
h subîntinsă de către ocular este //fa unde fa este distanţa focală a ocularului. 
Aceasta este mai mare decît mărimea unghiulară 6 prin raportul (74/f2)/0o = 
= (/.90/f2)/0o = filfa. Astfel mărirea unghiulară este f,/fa. Vezi figura 9.32. 


Microscopul. Un microscop este construit ca și un telescop, avînd o 
lentilă obiectiv pentru a forma imaginea reală a obiectului și un ocular pen- 
tru a examina această imagine. Insecta de examinat este aproape (dar nu 
exact) în planul focal al obiectivului. Imaginea se formează la o distanță 
mare L față de obiectiv — să zicem la L — 25 cm. Această distanță repre- 
zintă în esență lungimea tubului microscopului. Insecta cu înălțimea x pla- 


N Puțin mai mare ca f,) (Mult mai mare ca f,) 


Fig. 9.33. Microscopul. 
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Fig. 9.34. Exemplu de lentilă „groasă“. Punctul focal F se află la distanța /” în spatele ultimei 
suprafeţe. Indicii de refracție sint: pentru aer 1, pentru lentilă n. 


sată aproximativ la distanța /, de obiectiv dă o imagine reală cu înălțimea 
m = (If) x în punctul imagine. Această imagine este la distanța f> de ocu- 
lar și subîntinde un unghi /+/fa. Dacă am examina insecta cu ochiul liber de 
la distanța de 25 cm ea va subîntinde un unghi de x/25 cm. Mărirea este astfel 


(half) (2/25) = 25 Lifufa. Vezi figura 9.33 (pag. 491). 


Lentile sferice sau cilindrice groase. Dintr-un mic borcan se poate face o 
bună lentilă cilindrică. În figura 9.34, se arată formarea imaginii unui 
fascicul paralel de lumină într-o astfel de lentilă. 


Deviaţia dată de o singură suprafață sferică. Să trasăm drumul razelor 
paralele printr-o astfel de lentilă. Raza ce trece prin centrul sferei sau al 
cercului nu este deviată. Raza care trece la înălțimea / față de linia centrală 
cade sub un unghi de incidență 6, dat de 6, = 4/R, pentru h/R < 1. Deviaţia 
3 a acestei raze dată de prima suprafață este egală cu unghiul de incidență 
6, minus unghiul de refracție 6,. Pentru unghiuri mici, legea lui Snell, 
1 Sin 0, — ne sin 02, devine n10, — na02. Atunci deviația spre normală pe 
una din suprafețe este dată de: 


PI i a (1) | ea) (96) 
6, Wa 
m 
" Ecuația (96) este generală (pentru unghiuri mici) și se folosește pentru tra- 
sarea razelor prin sisteme complicate. În exemplul de față găsim că deviația 
„dată de prima suprafață este: 


= (2); (97) 


499 


Să urmărim acum mersul razei pe suprafața din spate. Ea se apropie de axă 
cu mărimea 2R ori deviația 3. Atinge deci suprafaţa din spate la distanţa 7" 
dată de: 


= n 2021); (98) 
VLĂ LA 


Pe suprafața din spate, raza este din nou deviată înspre axă. Din cauza sime- 
triei cercului față de o coardă, deviația la emergență este aceeași cu deviația 
la incidență. Astfel raza iese sub unghiul de deviație 25 față de axă și la 
distanța /' (pe verticală). Ea va atinge axa la distanța f/' în spatele ultimei 
suprafețe, pentru care 


25 =h'|f'. (99) 
Expresiile (97), (98) şi (99) ne dau: 
"| 0 ') 
Pa AR = Ran). 
e nete pa ( AA o (piezat) PR 
R 3 


Puteţi folosi un borcan și formula (100), pentru a măsura indicele de refracție 
al apei sau (de exemplu) al uleiului mineral. [Formula (100) este valabilă 
atît pentru un cilindru cât și pentru o sferă.) Vezi experiența pentru acasă 9.42. 


Microscopul lui Leeuwenhoek. Primul microscop din lume nu era decît 
o micuță sferă de sticlă. Vă puteţi confecționa unul. lată cum funcționează. 
Puneţi sfera chiar în dreptul ochiului. Puneţi insecta (de examinat) în focarul 
F din figura 9.34. Un punct de pe insectă va da un fascicul paralel de lumină 
care intră în ochi. Deoarece el este un fascicul paralel vă puteți relaxa mușchii 
de acomodare ai cristalinului și fasciculul va fi focalizat pe retină într-un punct. 
Alt punct de pe insectă va fi localizat într-alt punct de pe retină. Să calculăm 
mărirea acestei lentile. Fie insecta cu înălțimea pe verticală x. Razele ce 
pleacă de la extremităţile insectei și trec prin centrul sferei sînt nedeviate. 
Acest lucru înseamnă că mărimea unghiulară a insectei este +, împărțit 
prin distanța de la F la centrul sferei: 


%, 
Je ada o, 101 
m Ri (101) 


Acesta este unghiul dintre fasciculele paralele ce corespund imaginilor extre- 
mităţilor insectei pe retina dumneavoastră și este deci mărimea unghiulară 
pe care o „vedeţi“ folosind microscopul. Cînd priviți insecta fără microscop 
trebuie să ţineţi insecta la aproximativ 25 cm pentru a focaliza confortabil. - 
Mărimea unghiulară a insectei este atunci +,,/25 cm. Astfel mărirea unghiu- . 
lară M este: 


(102) 


M 25 2) mi sal ze 


R + f Rh. + a f —n R 
2 in—l 
Dacă, de exemplu, R = lmm și n = 3/2 (sticlă), obținem M = 167. 
Folie reflectorizantă „Scotchlite“. Dacă n = 2, în acord cu formula (98) 
o rază paraxială care intră la înălțimea / în raport cu axa întîlnește suprafața 
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Fig. 9.35. Retroreflexia luminii pe un reflector ideal „Scotchlite“ avind indicele de refracție n = 2, 


din spate a sferei din figura 9.35 la distanța h' = 0. Astfel un fascicul paralel 
este focalizat exact pe suprafața din spate. Aici fasciculul este în parte reflec- 
tat și în parte transmis. Fasciculul reflectat este direcționat în sens invers 
formînd 180” cu direcția inițială, după cum se vede în figura 9.35. Și lumina 
transmisă prin suprafața din spate se poate trimite înapoi în sticlă, dacă se: 
acoperă suprafața din spate cu un reflector argintat. 

Un material reflectorizant numit Scotchlite, care folosește acest principiu, 
este utilizat printre altele, la semnele de circulație de pe șosele. Examinaţi-l 
cu o lupă. Veţi vedea că este făcut din multe sfere minuscule de sticlă lipite 
pe o suprafață argintată și acoperite apoi cu un lac transparent roșu (în cazul 
unui Scotchlite roșu) sau cu alte culori pentru alte efecte. Se arată că cel mai 
mare indice de refracție ce se poate obține ușor în cazul sticlei este în jurul lui 
n = 1,9. Acesta este destul de apropiat de 2 pentru ca sistemul să funcțio- 
neze bine. 

„Următoarea generație“ de camere cu bule cu hidrogen lichid ce se pro- 
iectează acum (1968), va folosi (cel puţin unele dintre ele vor folosi) Scotchlite 
pe fundul camerei pentru a reflecta razele înapoi spre sursă. Puteţi măsura 
ușor proprietățile reflectorizante de Scotchlite-ului. Vezi experiența pentru 
acasă 9.35. 


PROBLEME ȘI EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 
9.1. Zonă apropiată și zonă depărtată. Cit de departe de o fantă dublă, cu distanța dintre 


fante de 0,1 mm și luminată cu radiație vizibilă, trebuie să vă găsiți pentru a putea folosi aproxi- 
maţia zonei depărtate fără a face uz de o lentilă? Cit de departe trebuie să vă găsiți de două 
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antene de microunde distanțate la 10 cm care emit microunde cu lungime de undă de 3 cm, 
pentru a folosi aproximația zonei depărtate? 


9.2. O fantă dublă cu distanța de separare de 0,5 mm este iluminată cu un fascicul paralel 
al unui laser cu heliu-neon, care emite lumină monocromatică cu lungimea de undă de 6 328 A. 
La 5 m în spatele fantelor se află un ecran. Care este distanța dintre franjele de interferență de 
pe ecran? 


9.3. Care este „lungimea medie“ a unui tren de undă clasic (pachet de undă) corespun- 
zător luminii emise de un atom cu timpul mediu de dezexcitare spontantă de 10% s? Într-o 
sursă obișnuită de descărcare în gaz, atomii nu se dezexcită spontan ci au un timp de coerență 
efectiv de 2 10-? s datorit lărgirii Doppler și lărgirii prin ciocniri. Care este lungimea cores- 
punzătoare a trenului de undă clasic? 


9.4. Dacă o sursă „liniară“ de lumină vizibilă nu este în realitate liniară ci are o lărgime 
de 1 mm, cît de depărtată trebuie să fie ea de fanta dublă pe care o luminează, pentru 


: | 
ca, cele două fante să fie rezonabil de coerente? Consideraţi separarea dintre fante de — mm. 
2 


9.5. Cit de departe este o mașină cînd de-abia se pot distinge cele două faruri, cu ochii 
liberi? 


9.6. Venus are un diametru în jurul a 12 800 km. Cind ea este vizibilă ca „luceafăr de 
dimineață“ (sau luceafăr de seară) ea este aproape tot atît de depărtată de Pămint ca și Soarele, 
adică se află cam la 150 milioane km. Cu ochiul liber ea pare „mai mare decit un punct“. Ceea 
ce vedeţi este adevărata dimensiune a lui Venus? 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


9.7. Rezoluţia ochiului. Luaţi două becuri de aceeași putere (să zicem 150 W) unul avînd 
balonul de sticlă transparentă și filamentul rezonabil de mic (225 mm/3 mm), celălalt avînd 
balonul de sticlă mată cu diametrul de a8 cm. Găsiţi, experimental, la ce distanță trebuie să 
“vă îndepărtați încît cele două becuri să aibă aceeași dimensiune aparentă. Tot de la această dis- 
tanță mare, comparați și dimensiunile aparente a două becuri mate avind aceeași dimensiune 
reală dar diferind în putere printr-un factor de 2 sau 3. Cum vă explicați rezultatul? De ce 
arată Venus mai mare decit un punct? (Vezi problema 9.6). 


9.8. Figuri moir€ pe rețeaua de difracție. Aveţi nevoie de o sursă liniară de lumină albă 
şi de două rețele de difracție identice. Cea mai bună sursă liniară (de care veți avea nevoie în 
multe experienţe) este o „lampă de proiecţie“ cu un bec transparent de 40 W şi un filament 
de 7 cm lungime. Uitaţi-ză la sursa liniară, ținută vertical, printr-una din rețele (ținută chiar 
în dreptul unui ochi) și orientați rețeaua astfel incit culorile să fie dispersate orizontal. Puneţi 
acum a doua rețea peste prima. Rotiţi-o cu grijă pentru a suprapune cu exactitate imaginile 
maximelor de ordinul întîi obținute cu două rețele. Veţi reuși să obţineţi „dungi negre“ de-a | 
curmezișul imaginii colorate, de ordinul întii. Iată o parte din explicația fenomenului. Dis- 
tanța dintre trăsăturile rețelei este d. Să presupunem că distanța dintre cele două rețele este s, 
Imaginaţi-le ca două garduri paralele, cu un spațiu mic între ele sau ca două ecrane identice, 
paralele unul cu celălalt. La anumite unghiuri, trăsăturile rețelelor se vor afla unele în spatele 
celorlalte. La alte unghiuri, trăsăturile unei rețele se -ror găsi (în proiecție) la mijloc, între trăsă- 
turile celeilalte reţele. La aceste unghiuri numărul efectiv de trăsături pe unitatea de lungime 
(adică, d-1) s-a dublat. Acum intervine fizica: de ce obţineţi benzi negre? Corespund ele unghiu- 
rilor pentru care numărul efectiv de trăsături este „simplu“ sau „dublu“? Fiind dat numărul 
de linii pe centimetru, d-!, pentru fiecare rețea, cum puteți determina distanța s? Fiind deter- 
minat s cum puteţi determina d? 
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9.9. Figura de difracție în cazul unui ciorap de mătase. Aveţi nevoie de un ciorap de mătase 
naturală (sau de nylon) și o sursă punctiformă de lumină albă. Deși lumina unui bec îndepărtat 
de pe stradă ar putea constitui o sursă punctiformă, cea mai bună sursă punctiformă pentru 
această experiență ca și pentru altele, este o lanternă cu un bec cu filamentul de 1/2 mm lun- 
gime. Pentru a obține o sursă punctiformă scoateţi lentila de sticlă și acoperiți reflectorul para- 
bolic cu o bucată de pinză sau de hirtie neagră (cu un orificiu pentru bec). Sau, uitați-vă pur 
şi simplu la bec dintr-o parte, în afara fasciculului reflectorului. 

Priviţi prin ciorap sursa punctiformă. Din figura pe care o vedeți puteți determina dis- 
tanța medie dintre firele ciorapului. Împăturiți-l de mai multe ori și priviți din nou sursa. Fi- 
gura cu cercuri concentrice pe care o vedeţi este similară cu o „figură de difracție pe pulberi“ 
obținută cu raze X. 


9.10. Figură de difracție pe un disc picup. Priviţi lumina provenită prin reflexie la incidență 
aproape razantă pe un disc de 33 ture pe minut, de la o sursă punctiformă de lumină albă. Șan- 
țurile de pe disc formează o bună rețea de difracție. Futosind acest disc măsurați, aproximativ, 
lungimea de undă a luminii roșii și verzi. Descrieți metoda pe care o folosiți. Cum puteți 
determina poziția maximului de ordinul zero? j 


9.11. Pe care parte sînt trăsăturile? O față a rețelei de difracție este netedă; cealaltă are 
zgirieturi. Puteţi afla pe care parte sînt zgirieturile uitindu-vă prin ea la o sursă de lumină 
albă, după ce aţi frecat una dintre fețele rețelei cu un deget uns cu ulei; ştergeți-o şi încercați 
apoi cealaltă față. Care este explicația? 


9.12. Să considerăm două oglinzi, una sferică și una parabolică, aflate în contact ca in 
figura 9.24. Alegeţi sensul +2 înspre dreapta (de-a lungul axei de simetrie) iar pe + perpen- 
dicular pe z; luați = 2 = 0 în virful oglinzilor. 


(a) Arătaţi că suprafața parabolică este dată de: 


F 
Z3—. 
4/ 
(P) Arătaţi că, pentru x < f, suprafața sferică este dată de: 
2 A 
2= să + ză + ala 
47 64fă 


(c) Comparați o oglindă sferică avind apertura de diametru D și distanţa focală f cu o 
oglindă parabolică avind aceleași D și f. În cazul unei oglinzi sferice, consideraţi deviația unghiu- 
lară 30 a razelor celor mai „rele“ (de la marginea aperturii) datorită aberației de sfericitate, (50 
reprezintă deviația de la direcția 2 a razelor unei surse punctiforme). Arătați că 30 este mai 
mic decit lărgimea unghiulară prin difracție A0 = 1/D dacă: 


ve)" 


Astfel (de exemplu) pentru lumină vizibilă şi pentru o distanță focală f = 1,25 m, o oglindă 
sferică este practic tot atit de bună ca o oglindă parabolică, cu condiția ca diametrul oglinzii 
D să fie mai mic decit = 9 cm. 


9.13. Între ochiul unui observator şi o sursă punctiformă este interpusă o placă de sticlă 
de grosime ț şi de indice de refracție n. Arătaţi că sursa punctiformă pare a fi deplasată intr-un 
punct mai apropiat de observator cu aproximativ [(n — 1)/n]t. Folosiţi aproximațiile unghiurilor 


mici. 
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9.14. Un „reflector colț de cub“ este confecționat din trei oglinzi plane așezate astfel încît 
să formeze colțul interior al unei cutii paralelipipedice. Arătaţi că un fascicul de lumină care 
ajunge pe un colț de cub este trimis înapoi la 180” față de direcția inițială, independent de 
unghiul de incidență, atît timp cît loveşte toate cele trei suprafețe. 


9.15. Arătaţi că o undă plană, incidentă normal pe una din fețele unei prisme cu unghiul 
de la virf A, este deviată cu unghiul Gaey, unde: 


n sin A = sin (A + Oac). 


9.16. Un fascicul laser limitat prin difracție, avind diametrul de 1 cm este indreptat către 
Lună. Care este diametrul zonei luminoase de pe suprafața Lunii? (Luna se află Ja o depărtare 
de 385000 km față de Pămînt). Consideraţi lungimea de undă-a luminii laserului de 6 328 A. 
Neglijați împrăștierea datorată stratosferei Pămintului. 


EXPERIENŢE PENTRU ACASĂ 


9.17. Figura de difracție în cazul unei singure fante. Lipiți marginile unei bucăți de folie 
de aluminiu pe o lamelă de microscop (cel mai convenabil este să folosiți o bandă adezivă „scotch“ 
translucidă). Cu o lamă de ras sau cu un cuțit ascuțit faceți o singură tăietură. Țineţi fanta 
aproape, în faţa unui ochi și uitați-vă la o sursă liniară de lumină albă. Pentru a avea un etalon, 
estimați lărgimea unghiulară a maximului central (de exemplu) făcînd semne pe o bucată de 
hirtie care se află în spatele sursei liniare. Apreciați raportul lungimii de undă a luminii roșii 
față de lungimea de undă a luminii verzi, aceste culori fiindu-vă date de filtrele cu gelatină. 
Folosind filtrul roșu apreciați grosimea tăieturii lamei, adică lărgimea fantei, utilizind lărgimea 
unghiulară măsurată .a figurii de difracție și presupunînd că A = 6 500 Â. Dacă aveţi o lupă 
se poate pune fanta pe hirtie milimetrică și se poate aprecia direct lărgimea fantei. Cum se pot 
compara cele două rezultate obținute pentru lărgimea fantei? 


9.18. Difracţia pe o fantă dublă și figura de interferență. Faceţi două fante paralele sepa- 
rate prin cel mult 1/2 mm, folosind tehnica din experiența 9.17. Faceţi o fantă cu 1/2 cm mai 
lungă decit'cealaltă, în aşa fel încit să treceţi rapid de la figura obținută cu fantă dublă la figu- 
ra obținută cu o singură fantă deplasind ușor fantele. Puteţi vedea astfel ce parte din figura 
obținută cu fanta dublă o reprezintă „modulația figurii obținută cu o singură fantă“ datorită 
lărgimii diferite de zero a unei singure fante. Pentru a vedea ușor efectul variației distanței 
d dintre fante, tăiați o fantă la un unghi mic față de cealaltă în așa fel incit să formeze un V. 
Trebuie să faceți multe fante (vă ia 10 secunde pentru a face o pereche de fante — a zecea oară 
veți reuși), unele vor fi mai bune decit celelalte. (Țineţi fanta în lumină pentru a vedea, dacă ea 


este o fantă bună sau nu). 


9.19. Figura cu trei fante. Încercaţi această experiență numai după ce aţi obținut un număr 
de fante duble, bune, prin tehnica din experiențele 9.17 și 9.18. Tăiaţi o a treia fantă paralelă 
cu primele două. Faceţi a treia fantă mai mică decit primele două, în așa fel încit să puteți 
trece ușor de la două fante la trei printr-o ușoară translație. Cel mai important lucru pe care 
trebuie să încercați să-l vedeți este îngustarea maximelor de intensitate în cazul în care apare 
şi cea de-a treia fantă. 


9.20. Coerența — dimensiunea unei surse „punctiforme“ sau a unei surse liniare. Folosiţi 
o singură fantă cu lărgimea cunoscută (apreciată). Puneţi filtrul roșu în dreptul sursei. -Așeza- 
ți-vă destul de departe de sursă pentru a obţine foarte clar o figură de difracție pentru o singură 
sursă. Acum apropiați-vă de sursă. Găsiţi distanța L la care figura corespunzătoare unei sin- 
gure surse „se şterge“. Ea se va șterge la distanța la care diferitele părți ale filamentului becului 
de lanternă (dacă aceasta este sursa punctiformă) devin surse independente de lumină şi sint 
astfel necoerente în raport cu timpul de rezoluție al ochiului, așa cum s-a discutat în paragraful 
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9.4 Folosiţi estimările pe care le-aţi făcut asupra dimensiunilor sursei și fantei precum și rezul- 
tatul măsurării distanţei L la care se șterge figura de difracție, pentru a aprecia lungimea de undă 
a luminii utilizînd formula obținută în paragraful 9.4, d (sursă) - D(fantă) a L). 


9.21. Coerența — oglinda lui Lloyd, „fanta dublă garantat coerentă“. Dacă ţineţi în fața 
unui ochi o fantă dublă obişnuită și vă uitaţi la o sursă extinsă de lumină, cum ar fi cerul sau 
un bec mat, nu veți vedea nici o figură de interferență. De ce acest lucru? Vom proiecta acum 
o fantă dublă care va da o figură de interferență cu două fante chiar și atunci cînd vă uitaţi la 
un bec mat. Faceţi întii o fantă simplă folosind tehnica din experiența 9.17. Luaţi acum o 
a doua lamelă de microscop și plasați-o muchie în muchie cu prima lamelă (cea cu fanta) paralelă 
față de fantă, în așa fel incit imaginea în oglindă a fantei în cea de a doua lamelă să fie paralelă 
-cu prima fantă. Fixaţi a doua lamelă de prima, cu o bucată de plastilină sau argilă de modelat 
(folosiți plastilină care nu se usucă) astfel încît să puteți mișca ușor cea de-a doua lamelă pentru 
a o ajusta dar să rămină fixă atunci cînd n-o mai apăsați. Potriviți oglinda (a doua lamelă) 


: ; iată j 1 
astfel încît să obţineţi o separare cit de mică între fantă și „fanta —imagine“, să zicem — mm. 
2 


Faceţi acest lucru ținind ansamblul la 30 —40 cm depărtare de cap în așa fel încit să vă focali- 
zați uşor ochii pe fanta „dublă“ în timp ce o ţineţi în fața unui fond strălucitor și potriviți o- 
glinda. Cînd obţineţi o fantă dublă bună, apropiați ansamblul de unul dintre ochi și focalizați 
ochiul pe o distanță mare (adică, pe sursa luminoasă). Priviţi la cele două sau trei „dungi negre“ 
paralele cu „fanta dublă coerentă“. Acestea sint zerourile de interferență datorite interferenţei 
distructive dintre lumina ce vine de la fanta reală şi cea care vine de la fanta imagine. Fanta ima- 
gine este, desigur, întotdeauna complet coerentă cu fanta reală. (De ce?) Din cauza inversării 
fazei la reflexie, curenţii din fantă și „curenții din fanta imagine“ sint deplasați cu 180%. Atunci 
fanta din planul oglinzii este „neagră“ — un zero de interferență. Iată acum o întrebare care 
cere un răspuns atit experimental cît și „teoretic“: Sint exact la fel de strălucitoare liniile „lu- 
minoase“ aflate între liniile „negre“ ca şi fondul luminos ce se vede doar cu o singură fantă? 
Mai luminoase? Mai întunecate? 


9.22. Oglinda lui Lloyd cu o tăietură în hirtie. O tăietură intr-o hirtie luminată de un bec 
alb constituie o sursă liniară îngustă şi strălucitoare. Țineţi tăietura lingă (Și paralel cu) mar- 
ginea unei lamele de microscop folosită ca o oglindă. Cînd obţineţi o „fantă dublă coerentă“ 
potrivită, cu separarea mai mică de 1/2 mm,apropiaţi-o de unul din ochi și priviți benzile întu= 
necate de interferență, discutate în experiența 9.21. Pe oglindă lumina trebuie să cadă la inci- 
dență aproape razantă. De asemenea,iluminarea trebuie să fie astfel încit sursa de lumină să 
nu vă orbească. 


9.23. Figuri de difracție în două dimensiuni. (a) Priviţi o lampă îndepărtată, de pe stradă, 
printr-o bucată de plasă pentru ferestre. Rotiţi plasa într-o parte astfel încît distanța dintre 
fire în proiecție să fie cit de mică vreți. Problemă: cit de departe trebuie să fie o lampă cu dia- 
metrul de 20 cm (un bec mat) pentru a da lumină coerentă pe două fire învecinate ale plasei? 


(5) Uitaţi-vă la o lampă de pe stradă sau la o sursă punctiformă prin diferite feluri de 
pînze — o bucată de mătase, o bucată de nylon, o umbrelă etc. 


(c) Priviţi o sursă punctiformă prin două rețele de difracție de tipul celor pe care le aveți. 
Rotiţi una dintre rețele astfel încît liniile sale'să fie perpendiculare pe liniile primei rețele. Obser- 
vați că se obțin citeva pete luminoase (dar nu prea intense) la 45 față de cele două seturi de 
linii. Aceste pete reprezintă ceva nou care nu se obține prin suprapunerea intensităților celor 
obținute cu cele două rețele separat. Ele trebuie, desigur, să se obțină prin suprapunerea. ampli- 
tudinilor celor două seturi de linii. Faceţi o schiță și explicați originea acestor „pete suplimentare“. 
Figura de difracție obținută cu două rețele încrucişate este similară cu aceea produsă prin di- 
fracția pe un monocristal. 
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9.24. Reţea de difracție — filtru trece bandă. Pentru a măsura lungimile de undă ale 
luminii care trece prin filtrele roșu și verde se folosește rețeaua de difracție. Fixaţi o sursă 
liniară (sau punctiformă) chiar lingă un perete sau o ușă. Faceți un semn pe perete cam 
la 30 cm într-o partea sursei. Uitați-vă la sursă prin rețeaua de difracție ţinînd filtrul 
peste rețeaua de difracție (sau puneţi filtrul peste sursă — dar nu-l topiți!) Apropiați-vă 
și depărtați-vă de sursă pînă cînd culoarea care vă interesează pare că se suprapune peste semnul 
de pe perete. Măsuraţi distanțele corespunzătoare și calculați-l pe A. Calibraţi astfel lungimile 
de undă transmise de filtrele roșu, verde și violet. Țineţi minte rezultatele. (Folosiţi apoi filtrele 
și rețeaua. pentru a afla lungimile de undă ale altor culori atunci cînd e necesar, fără a repeta 
măsurătorile geometrice din această experiență.) 


9.25. Linii spectrale. Puneţi niște sare de bucătărie pe un cuțit ud sau într-o lingură (una 
de care nu vă pasă dacă o stricați). Introduceţi cuțitul în flacăra unui aragaz. Prin rețeaua de 
difracție, uitați-vă la flacăra galbenă (este mai ușor noaptea într-o cameră întunecată). Obser- 
vați că imaginile flăcării galbene de sodiu în ordinul întîi, (sau în ordine superioare) sînt tot 
atit de clare și nete ca și imaginea, „directă“ în ordinul zero. Acest lucru are loc pentru că 
lumina galbenă reprezintă o „linie spectrală“ avînd o lărgime de bandă îngustă. (De fapt lu- 
mina galbenă a sodiului este un „dublet“ a două linii cu lungimile de undă de 5 890 şi 5 896 Â.) 
Uitaţi-vă acum la o luminare. În ordinul zero ea nu arată mult diferit de flacăra de sodiu ; sînt 
amîndouă galbene. Dar în imaginea de difracție în ordinul întii flacăra luminării se întinde mult 
peste diferite culori în timp ce flacăra sodiului rămîne netă. „Galbenul“ din lumînare care se da- 
torește particulelor fierbinți de carbon, are un spectru al lungimilor de undă care se întinde 
peste (și dincolo de) întregul domeniu vizibil. 

Iată alte surse convenabile de linii spectrale nete; priviți-le prin rețeaua de difracție: 

Vaporii de mercur. Lămpile fluorescente, lămpile de pe stradă cu vapori de mercur, lămpile 
pentru ultraviolete. 

Neonul. Multe tuburi de reclamă. Neonul are o abundență de linii. 

Stronţiul. Dizolvaţi puțină clorură de stronțiu în citeva picături de apă şi introduceți-o 
cu o lingură în flacăra de gaz. Lungimea de undă a liniei roșii reprezintă un cunoscut etalon de 
lungime. 

Cuprul. Sulfatul de cupru dă o frumoasă linie verde. Experienţa se face ca şi în cazul stron- 
țiului. 

Hidrocarburile. Priviţi spectrul de ordinul întii al flăcării de gaz. Există o imagine albastră 
bine conturată precum și o imagine verde bine conturată. Culoarea „albastră“ a flăcării se dato- 
rește uneia sau citorva linii spectrale aproape monocromatice. 


9.26. Hirtie de toaletă monocromatică. Ardei o bucată de hirtie de toaletă şi uitați-vă la 
ea prin rețeaua de difracție (ţinută, ca întotdeauna, aproape de unul din ochi). Observaţi „fla- 
căra de ordinul întii“ splendid de clară. Acest lucru arată că lumina gălbuie este aproape mono- 
cromatică ; apare și un spectru colorat al „luminii albe“ datorit carbonului fierbinte Galbenul 
pe care îl vedeți este deja familiarul (sperăm) dublet al sodiului cu lungimile de undă de 5 890 
şi 5896 A. 

Acum după ce ați recunoscut „galbenul sodiului“ aprindeți un băț de chibrit din hirtie 
şi priviți la el prin rețea. Cea mai pronunțată lumină este „galbenul carbonului fierbinte“ care 
nu este în realitate galben ci un spectru complet „alb“. Dar uitați-vă mai cu atenție! În 
partea galbenă a spectrului atomului fierbinte înspre carton, acolo unde flacăra arată „albastră“ 
— sub spectrul strălucitor al carbonului fierbinte — vedeți o micuță flacără clară și monocro- 
matică? Dacă nu, mai încercați o dată! Ardeți alte obiecte și priviți-le. Veţi putea trage conclu- 
zia că orice este făcut cu sare sau, cel puțin, contaminat cu ea. 


9.27. Franje Fabry-Perot ale sodiului. Sursa de lumină intensă, aproape monocromatică, 
cea mai ieftină din lume, se obține arzind un pachet de hirtie igienică. Puteţi folosi această sursă 
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pentru a vedea franjele Fabry-Perot. Ardeţi hirtia. (Camera trebuie să fie întunecoasă — poate 
n-ar fi rău să aveţi și niște apă la îndemină!) Uitaţi-vă prin flacără la imaginea flăcării în cazul 
i ncidenței aproape normale pe o bucată de sticlă — o lamelă de microscop sau o lamelă de dia- 
pozitiv. Veţi vedea franje asemănătoare amprentelor digitale. Dacă sticla este optic plană, fran- 
jele vor fi niște cercuri centrate în jurul globului ocular ; în orice caz, le puteți vedea ușor. Dacă 
aveți un aragaz sau un bec Bunsen puteți obține o sursă de sodiu strălucitoare și monocro- 
matică punind nişte sare pe un cuțit ud și introducîndu-l într-o flacără. Veţi vedea atunci fran- 
jele Fabry-Perot chiar și în timpul zilei. 


9.28. Tub pentru trimiteri poştale — linii Fraunhofer. Folosiţi un tub pentru trimiteri poş- 
tale de 50—60 cm lungime*. Montați la unul din capete rețeaua de difracție. La celălalt capăt 
montați o singură fantă. Fanta se execută cel mai bine din două lame de ras cu cite un 
singur tăiș fiecare. Lipiţi una din lame într-o poziție definitivă ; fixați cealaltă cu un chit ce nu 
se întăreşte repede astfel încît s-o puteți ajusta ușor (mai îngustă pentru o rezoluție mai bună. 
mai largă pentru mai multă lumină). Priviţi spectrele menționate în experiența 9.25. 


Problemă. Aţi fi în stare să rezolvați cu acest spectroscop dubletul sodiului (lungimile de 
undă 5 890 şi 5896 Â)? 


R! Nu — separarea liniilor dată de această rețea este tocmai egală cu lărgimea imagi- 
nii datorită difracției pe pupila ochiului. 
Îl puteţi rezolva folosind un tub mai lung? 


R: Nu. Există două căi pentru a îmbunătăți rezoluția. Una este de a obține o rețea cu 
o constantă d mai mică. Cealaltă este de a mări numărul de trăsături folosite, adică, de a mări 
lățimea D a rețelei. În schema de mai sus, D este lărgimea pupilei, aproximativ 2 mm. Dacă 
adăugaţi un telescop cu obiectivul de 2 cm și dacă toate razele ce intră în obiectiv ajung la 
ochiul dumneavoastră, atunci, plasind rețeaua de difracție lingă lentila obiectiv, rezoluția un- 
ghiulară, 7/D, creşte de 10 ori. 


Cu acest spectroscop simplu puteți vedea liniile Fraunhofer din spectrul soarelui. Ieșiți 
afară într-o zi însorită. Puneţi pe jos vreo 5—6 coli de hirtie una peste alta (mai mult decit una 
pentru a fi „cit se poate de alb“). Uitaţi-vă cu spectroscopul la hirtia luminată de soare. Folo- 
siți o haină sau o pătură pentru a vă acoperi capul spre a nu vedea lumina din jur; altfel, ar fi 
greu să vedeți spectrul de -ordinul întii. Folosiţi, de asemenea, marginea tubului pentru a 
„ascunde“ lumina orbitoare de ordinul zero. Ajustaţi fanta în jurul a 1/2 mm. Priviţi cele. trei 
sau patru sau cinci linii negre care traversează spectrul continuu al soarelui. Dacă nu vedeți 
nimic, mai încercați — ajustind lărgimea fantei pentru a avea o intensitate convenabilă. Altă 
modalitate constă în acoperirea fantei cu „citeva straturi de hirtie cerată, a folosi o fantă îngustă 
și a privi cerul din vecinătatea soarelui variind intensitatea prin variația direcționării spectrosco- 
pului spre soare. 

Liniile negre ale lui Fraunhofer pe care le vedeți sint linii de absorbţie. Atomii din mantaua 
solară, exterioară, mai rece, sînt excitați de spectrul continuu emis de soarele fierbinte. Acele 
frecvențe care corespund rezonanțelor proprii ale atomilor, excită aceşti atomi. Se ia astfel 
energie din spectrul continuu la frecvențele de rezonanță. Gazul exterior este practic opac pen- 
tru aceste frecvențe astfel încît spectrul are „linii negre“ corespunzătoare culorilor care au fost 
complet absorbite. Liniile cel mai ușor de văzut sint cele grupate în galben-verde, datorită fie- 
rului, calciului și magneziului; linia H din albastru-verde se datorește hidrogenului ; și citeva 
linii din albastru se datoresc hidrocarburilor — similar liniilor de emisie pe care le vedeți în fla- 
căra de gaz. Și linia D a sodiului este prezentă dar este greu de văzut (cel puțin pentru mine). 


* Asemenea tuburi folosesc studenții de la politehnică, construcții sau arhitectură pentru 
a transporta planșele de desen ori hirtia de calc. (N.T.) 
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Pentru a vedea unde s-o căutați priviți linia de emisie a sodiului aruncînd sare într-o flacără 
de gaz. Aceasta este culoarea care „lipseşte“ în spectrul Fraunhofer. (Vezi planşa colorată de 
la sfirșitul cărții.) 


9.29. Difracția undelor pe apă. Luminaţi de sus o cadă cu apă cu un bec cu incandescență 
cu glob transparent și filament mic pentru a obține niște umbre nete. Generaţi unde progresive 
sub forma unor „unde drepte“ — analogul bidimensional al undelor plane — mișcînd un băț 
sau o scindură așezată la un capăt al căzii. O ceașcă ce plutește formează un obstacol opac. 
Apreciați distanța față de ceașcă la care „se estompează umbra“. Să considerăm că nu cunoaş- 
teți diametrul ceștii. Determinați experimental (aproximativ) acest diametru înmulțind „lun- 
gimea de estompare“ Lg, cu lungimea de undă a undelor pe apă, ?, și extrăgind apoi rădăcina 
pătrată. (Presupunem că știți de unde am scos formula aceasta. Vedeți paragraful 9:6.) Aceasta 
este o cale de a afla diametrul nucleelor — măsurind „secțiunea eficace“ de difracție.. [ Notă. 
Este destul de greu de măsurat lungimea de undă a undelor pe apă cu mijloacele rudimentare 
pe care le-am sugerat. Este mai ușor să agitați bățul într-un tempo reproductibil (cît de repede 
puteți) și să măsurați frecvența. Lungimea de undă poate fi scoasă din relația de dispersie a 
undelor, tabelată în paragraful 4.2.) Cum este diametrul ceștii obținut măsurind secțiunea efi- 
cace în comparație cu cel măsurat direct? 


9.30. Cît de întinsă este „unda plană“ în cazul unei surse punctiforme îndepărtate? Am 
spus adesea că o undă progresivă emisă de o sursă punctiformă îndepărtată este „ca și“ o undă 
plană într-o „regiune limitată“ transversală pe linia de vedere de la sursă la punctul de cîmp. 
„Cît de limitată este regiunea? Să presupunem că sursa este la distanța L și noi vrem să consi- 
derăm o regiune circulară plană, de rază R, transversală pe linia de vedere de la sursă. Cît de 
mare trebuie să fie R astfel încit faza din centrul cercului și cea de la margine să difere prin mai 
puțin de Ag radiani? 


R: faza din centrul cercului este în avans față de cea de la margine (centrul este mai apro- 
piat de sursă) cu mărimea Aq = zR?/LA. Astfel faza este „aceeași“ în întregul plan al cercului 


în măsura în care aria cercului este mică în comparaţie cu LA. 


9.31. În prezent* cea mai mare antenă de radio parabolică din lume, aceea de la Obser- 
vatorul Naţional de Radioastronomie, din Green Bank, Virginia de Vest, este un paraboloid cu 
diametrul de 100 m. Care este rezoluția în radiani și în minute de arc (unitate folosită de astro- 


nomi) pentru celebra radiație de 21 cm a hidrogenului ? 


R: o sursă punctiformă ar arăta ca o minge de volei la distanța de 100 m. 


9.32. „Pupila de ieșire“ a telescopului. Să presupunem că aveți un telescop simplu constind 
dintr-un obiectiv și un ocular. Mărirea unghiulară este f,/f, unde f, și fa sînt distanțele focale 
ale obiectivului, respectiv, ocularului. Arătaţi că nu toate razele de lumină emise de un obiect 
îndepărtat și care intră într-o lentilă obiectiv cu diametru foarte mare ajung la ochi și că de 
fapt „diametrul efectiv“ al lentilei obiectiv este de f,/fe ori diametrul pupilei. Astfel, într-un 
telescop care măreşte de 8 ori, dacă fasciculul paralel la ieșire are diametrul de 4 mm (este de 
două ori mai larg decit pupila ochiului încit ochiul nu trebuie să fie perfect aliniat iar punctele 
din cîmpul de vedere să dea întreaga lor lumină) lentila obiectiv trebuie să aibă diametrul de 


32 mm, Un diametru mai mare înseamnă risipă de lentilă obiectiv. 


* În anul 1968. (N.T.) 
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EXPERIENŢE PENTRU ACASĂ 


9.33. Dimensiunea pupilei ochiului și activitatea mentală. Dacă cineva vă arată fotografia 
unei persoane atrăgătoare de sex opus, diametrul pupilei ochiului dumneavoastră poate crește 
cu pină la 30% după cum spune Eckhard H. Hess, Scientific American, p. 46 (aprilie 1965). 
Această mare modificare o puteți detecta uşor chiar în cazul pupilei dumneavoastră dacă faceți 
un orificiu cît o gaură de ac într-o folie de aluminiu, ţineţi orificiul în dreptul unui ochi și-l lu- 
minați cu lumină provenită de la o sursă intensă, așa cum s-a arătat în paragraful 9.7. Poate 
puteți varia dimensiunea pupilei numai gindindu-vă la ceva, depinde la ce vă gindiți. Rugaţi 
pe cineva să vă citească ceva. (Concentraţi-vă asupra a ceea ce auziți, nu asupra dimensiunii 
pupilei.) 

9.34. Difracţia pe un obstacol opac. Această experiență dă rezultate bune, dacă se folo- 
sește o sursă punctiformă constind dintr-o lanternă cărei i s-a scos lentila iar reflectorul a fost 
acoperit cu o pinză neagră. (Mărimea filamentului este în jur de 1/2 mm.) Sursa trebuie să fie 
cel puțin la 3 m de obstacol astfel încît să obţineţi o „undă plană coerentă“ convenabilă peste 
toată întinderea unui obstacol sub formă de ac de gămălie. Ecranul detector este o lamelă de 
microscop pe care s-a întins o bandă adezivă scotch translucidă. Faceţi ca umbra obiectului să 
cadă pe ecran, cu ecranul ținut la 30 cm în fața capului (sau la o altă distanță pe care o găsiți 
convenabilă). Ochiul dumneavoastră trebuie să fie practic în linie cu sursa de lumină și cu 
imaginea de pe ecran, pentru a profita de intensitatea mare împrăștiată la unghiuri mici (în 
jurul direcției înainte) dinspre ecranul translucid. Pe lîngă faptul că priviți niște franje splendide, 
unul dintre scopurile experienței este de a explora (neriguros) conceptul de „lungime a umbrei“, 
Lo, dată de LA a D? unde D este lățimea obstacolului. Printre alte lucruri uitați-vă la un ac 


1 
(dacă grosimea acului este — mm atunci Lg 4 50 cm în cazul radiaţiei vizibile) și la un fir de 
2 A 


1 1 
păr omenesc (al dumneavoastră). | meu are grosimea de —mm. Se obține atunci Lp em] 
20 2 


Să considerăm întîi acul. Fixați ecranul la 5 sau 6 metri după ac (în sensul propagării lu- 
minii). Imaginea de difracție trebuie să fie suficient de mare, pentru a nu avea nevoie de o lupă. 
Dacă aţi tremura ușor ecranul pentru a șterge efectul neregularităților benzii adezive, experiența, 
ar reuși mai bine. Observaţi celebra pată luminoasă din centrul „umbrei“ gămăliei acului și 
linia luminoasă din centrul corpului acului. Este pata luminoasă (sau linia) mai luminoasă sau 
mai întunecată decît însuși ecranul luminos (într-un punct din afara imaginii)? Examinaţi apoi 
acul, cu ecranul fixat la o distanță de numai 5 cm în spatele acului. (Trebuie să folosiți o lupă, 
în afara cazului că aveți ochi foarte buni.) Remarcați că umbra este întunecată și net conturată 
fără nici o pată luminoasă în centru. Aceasta pentru că sînteți la o distanță mult mai mică decit 
Lo. La margini se văd franje, după cum era de așteptat din discuția de la paragraful 9.6. 

Să, considerăm acum un fir de păr omenesc. Puneţi ecranul în spatele firului (adică, la 
1 mm în spatele lui). Priviţi umbra cu o lupă. Ar trebui să fie neagră și conturată deoarece 
L este mic în comparație cu Lg. Așezați-vă acum la o distanță de cîțiva centimetri. Ar trebui să 
vedeţi franje luminoase. Depărtați-vă la 5 sau 6 metri. Această distanță este de cîteva, sute de 
ori Lg. În acord cu cele discutate, umbra ar trebui să fie practic „ștearsă“ iar imaginea pă- 
rului foarte greu de văzut pe fondul luminii emisă de sursă. Ochii dumneavoastră sînt foarte 
buni detectori de contrast şi veți vedea totuși ceva. Priviţi și alte lucruri, tăișuri de cuțite, găuri 
în folii de aluminiu etc. 


9.35. Scotchlite. Faceţi rost de o bucată de bandă reflectorizantă adezivă de tip Scotchlite, 
Ea se foloseşte la lucrări decorative, la reflectoare, la camere cu bule etc. Priviți-o printr-o lupă. 
Lipiţi o bucată pe un perete și îndreptați spre ea fasciculul unei lanterne ținînd lănterna 
în dreptul nasului pentru a vedea lumina reflectată înapoi la 180%. Deplasaţi acum încet lanterna 
într-o parte, proiectînd fasciculul tot pe banda de Scotchlite. În acest fel, puteți aprecia lărgi- 
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mea, unghiulară a fasciculului reflectat. De ce vă așteptați la o lărgime unghiulară, adică, de 
ce nu obţineţi retroreflexie perfectă ? 


9.36. Coerenţă și polarizare. Lumina este emisă de o sursă punctiformă nepolarizată. Ea 
trece la început printr-un polarizor liniar cu axa transmisiei ușoare la 45" față de axele x şi y. 
Cade apoi pe o fantă dublă. Fiecare fantă este acoperită cu un polarizor liniar, o fantă avînd 
axa de polarizare după + iar cealaltă după y. 


(a) Să presupunem că priviți figura de interferență cu ochiul liber. V-aţi aștepta la obiș- 
nuita figură de interferență obținută cu două fante? La ce v-aţi aștepta? 


(b) Să presupunem acum că vă uitaţi la figura de interferență în timp ce ţineţi un polarizor 
liniar de tip polaroid în dreptul ochiului. Ce vă aşteptaţi să vedeţi? Ce se întimplă, dacă rotiți 
polaroidul care se află în dreptul ochiului? 


(0) Să considerăm că vă uitaţi acum la imaginea de interferență printr-un polaroid circu- 
lar folosit ca analizor. Ce figură vă așteptați să vedeţi? 

În această problemă puteți face multe schimbări interesante: (i) puneţi un polarizor cir- 
cular pe dreapta pe una din fante și un polarizor circular pe stînga pe cealaltă fantă și repetați 
observaţiile de mai sus; (ii) adăugaţi o lamă sfert de undă sau semiundă chiar în spatele fante- 
lor etc. 


9.37. Interferometrul cu fantă dublă. Să presupunem că acoperiți una din cele două fante 
cu o lamă de microscop iar pe cealaltă o lăsați liberă. Dacă fanta are grosimea de | mm, arătați 
că lumina monocromatică cu lungimea de 5000 Â ce trece printr-o fantă capătă, în raport 
cu cealaltă fantă, o întirziere de 1000 de lungimi de undă. Ca figura de interferență cu două 
fante să nu se șteargă, lumina trebuie să fie în mare măsură monocromatică. Cit de îngustă tre- 
buie să fie banda lungimilor de undă (în angstromi) astfel incit defazajul relativ al celor două 
fante să varieze cu mai puțin de 180” de la o margine a benzii la cealaltă? Cum puteți folosi acest 
fapt pentru a măsura lărgimea de bandă a unei linii spectrale? (Ce veți măsura și ce veți repre- 
zenta în funcție de ce, și cum veți obține lărgimea de bandă din reprezentarea grafică?) 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


9.38. Gaura de ac ca lupă. Deduceţi o formulă pentru mărirea dată de o lupă-gaură de ac. 
Verificaţi formula în felul următor: pe o bucată de hirtie trasați două semne la 2 cm depărtare 
unul de altul; peo altă bucată de hîrtie trasați două semne la distanța de 2 mm unul de altul. 
Puneţi gaura de ac în dreptul unui ochi iar pe celălalt lăsați-l liber. Ambele bucăți de hirtie 
trebuie să fie luminate din spate (cel puțin așa este cel mai ușor să priviți la ele). Avînd ambii 
ochi deschişi, priviți cu un ochi prin gaura de ac la semnele depărtate cu 2 mm iar cu celă- 
lalt ochi uitați-vă la semnele depărtate cu 2 cm. Aduceți semnele distanțate cu 2 mm mai aproa- 
pe pînă cînd imaginile semnelor în ambii ochi se suprapun. Măsuraţți distanțele corespunzătoare, 


9.39. Funigei în ochi. Folosiţi o gaură de ac practicată într-o folie de aluminiu iluminată 
de o sursă extinsă, pentru a studia funigeii. Cînd vă uitaţi la unul dintre ei încercați să-l șter- 
geți prin clipire. Se poate șterge? „Rotiţi“ ochii odată sau de două ori și urmăriți apoi cum 
se învîrt funigeii! Încercați acum să aflați, dacă ei sînt mai aproape de pupilă sau de retină: 
variaţi distanța dintre gaura de ac și ochi. Diametrul discului de lumină se modifică. (Faceţi 
o schiță ajutătoare pentru a vă explica de ce.) Orice lucru aflat în aceeași poziție ca și pu- 
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pila își va schimba dimensiunea aparentă în același raport ca și proiecția pupilei. (De ce?) Orice 
lucru de pe retină (sau de lingă ea) nu-și va schimba deloc dimensiunea aparentă. (De ce?) Cum 
se comportă funigeii? Sînt mai apropiați de retină sau de pupilă? Încercați acum să apreciați 
lungimea și diametrul lor. Pentru a le aprecia diametrul încercați să-i comparați cu un fir de 
păr (al dumneavoastră) ţinut în fața pupilei între gaura de ac și pupilă. În acest scop, aveți 
nevoie de o gaură de ac foarte mică, mai mică decit cea pe care o puteţi face ușor cu unac. Moto- 
toliți o bucată de folie de aluminiu și apoi neteziți-o. Căutaţi o mică gaură de ac, accidentală. 
(Vă puteţi da seama dacă este mică — va trece prin ea mai puțină lumină.) Uitaţi-vă la 
un fir de păr. Ar trebui să-i vedeți umbra iar la margini niște frumoase franje de interferență. 
Comparaţi-i dimensiunea cu aceea a unui funigel. Este el mai fin decit un fir de păr? (Notă: 
un fir de păr are diametrul în jur de 1/20 mm, adică, 50 um. O globulă roşie tipică are un dia- 
“metru de 5 sau 6 um.) 


9.40. Bile de sticlă. Faceţi rost de bile transparente de sticlă. Una din ele poate fi folosită 
ca o lupă Leeuwenhoek. Puneţi o sursă punctiformă de lumină cam la | m depărtare și focali- 
zaţi-o cu ajutorul bilei de sticlă pînă obţineţi un „punct“. La ce distanță de bilă se află focarul? 
Care este indicele de refracție al sticlei? (Sau alt fel spus, poziția punctului focal concordă cu 
rezultatul obținut în paragraful 9.7, dacă luați n = 1,5?) Priviţi ceva mic. Măsurați mărirea 
folosind tehnica din experiența 9.38. 


9.41. Lentilă planconvexă. O lentilă planconvexă are o suprafață plană și o suprafață 
sferică (sau cilindrică). Obţineţi o formulă pentru poziția punctului focal în cazul în care lumina 


cade pe fața plană a lentilei. 


EXPERIENȚĂ PENTRU ACASĂ 


9.42. Măsurarea indicelui de refracție al lichidelor. Folosiţi un borcan gol de sticlă. (Se 
poate folosi şi balonul de sticlă al unui bec ars.) Dacă borcanul este plin cu un lichid transparent, 
și luminat prin fața laterală, obținem o lentilă cilindrică groasă ca, aceea discutată în paragra- 
ful 9.7. Dacă borcanul este înclinat într-o parte şi umplut numai pe jumătate el reprezintă o 
lentilă planconvexă, fața plană fiind suprafața lichidului. Luminaţi-o de sus cu o sursă puncti- 
formă sau liniară. Măsuraţi distanța focală. Folosiţi formula corespunzătoare pentru a găsi 
indicele de refracție. Încercați cu apă, alcool, ulei mineral. 


9.43. Camere fotografice pe sateliți. Sateliții actuali sint dotați cu aparate fotografice în 
stare să distingă obiecte cu diametrul de 30 cm. Cît de mare ar trebui să fie diametrul len- 


tilei unui astfel de aparat, dacă satelitul este la înălțimea de 240 km? 


EXPERIENŢE PENTRU ACASĂ 


9.44. O lentilă inversată. Un borcan cu aer, ermetic închis introdus în apă reprezintă o 
lentilă divergentă. Folosiţi un acvariu cu pereți de sticlă sau o tavă obișnuită prevăzută cu 
o oglindă, pentru a schimba un fascicul de lumină care vine de sus în jos într-un fascicul orizon- 


tal. Pentru a vedea fasciculul, puneţi în apă puțin lapte. Un fascicul bun cu diametrul cit cel 
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al unui creion se obține acoperind o lanternă cu o bucată opacă de carton prevăzută cu o gaură 
excentrică. (De obicei becul de lanternă are un virf neregulat. În plus, nu aveți nevoie de lumina 
care vine direct de la bec şi care se diminuează proporțional cu pătratul distanței ci de fascicu- 
lul paralel al reflectorului parabolic.) Puteţi studia lentila de aer şi de ulei mineral folosind 
o suspensie de lapte în apă pentru a vedea fasciculul. 


9.45. Amestecul culorilor. Nici ochiul nici creierul nu face o analiză Fourier a luminii (în 
felul în care urechea face o analiză Fourier a sunetelor). E nevoie de ceva practică, pentru a 
putea recunoaşte diferența dintre o culoare datorită luminii monocromatice şi o culoare datorită 
amestecului de lungimi de undă. Din punct de vedere psihologic, „albul“ reprezintă o „culoare“, 
Cu toate acestea rețeaua de difracție vă spune că el reprezintă întregul spectru vizibil. 

(a): Priviţi diferite lucruri prin filtrul violet care lasă să treacă roșul și albastrul dar absoar- 
be verdele, i 

(P) Priviţi două surse separate de lumină albă — surse liniare sau becuri cu incandescență 
— prin rețeaua de difracție. Modificaţi distanța față de cele două surse pină cînd partea 
stingă a spectrului de ordinul întîi al becului din dreapta se suprapune peste partea dreaptă a 
spectrului de ordinul întii al becului din stînga. Puteţi apoi vedea ce culoare rezultă prin supra- 
punerea oricăror două lungimi de undă. Pentru a suprapune două lungimi de undă „pure“ ar 
trebui să folosiți două surse liniare (adică, lampă de proiecție). Se obțin niște culori splendide. 
Încercați! (Această experiență a fost sugerată de Joseph Doyle.) ' 


9.46. Un obiect punctiform se află la 2 m în fața unei lentile cu puterea de o dioptrie. 
Unde se formează imaginea ? (Obiectul este situat pe axa lentilei.) 


9.47. O lentilă subțire folosită ca lupă are grosimentul 5. O a doua lentilă are grosimentul 
7. Care este grosimentul lupei cînd se folosesc ambele lentile (una urmînd-o imediat pe cealaltă) ? 
Este el 35, 12, sau 2? 


9.48. Mărirea longitudinală. Arătați că dacă un obiect punctiform este deplasat cu dis- 
tanța dp de-a lungul axei lentilei atunci imaginea sa se deplasează în același sens cu mărimea 
dq unde dg are valoarea q?/p? înmulțită cu dp. 


.9.49. Profunzimea cîmpului. Un obiect punctiform aflat la distanța p este focalizat într-o 
imagine punctiformă pe filmul unui aparat de fotografiat plasat la distanța g în spatele unei 
lentile de diametru D. Alt obiect punctiform aflat la distanța p + Ap nu va mai fi focalizat pe 
film. Imaginea se va focaliza înainte (sau după) ce lumina atinge filmul dind pe film un „disc 
confuz“. 

(a) Arătați că diametrul d al discului confuz de pe film al unui punct nefocalizat este 
dat de d D(q/p2)Ap. Astfel, pentru un disc confuz considerat „tolerabil“, adică, o valoare 
dată a lui d şi pentru P și q daţi, „profunzimea cimpului““ Ap este invers proporțională cu 
diametrul lentilei D. O valoare mică a lui D dă o profunzime de cîmp mai mare. Distanţa focală 


împărțită la diametru o numim „număr f“. Astfel un „număr f“ mare înseamnă un diametru mic 
al diafragmei de intrare a lentilei şi dă o profunzime de cimp mare. Pentru D egal cu zero 
obținem o „cameră cu gaură de ac“, această formulă ar spune atunci că profunzimea cimpului 
este infinită. Aţi verificat, într-o oarecare măsură, acest lucru cînd ați folosit gaura de ac ca 
lupă și ați văzut că totul era focalizat de la p = | cm pînă la infinit, fără să încercaţi fo- 
calizarea cu mușchii de acomodare. 

(9) Dacă D devine prea mic, nu mai putem neglija difracția. Arătaţi că difracția ne dă 


un disc confuz cu daq)/D. Să presupunem acum, că nu există o limitare dată de granulația 
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filmului sau de orice altceva în legătură cu filmul. Să mai considerăm că nu există o limitare 
nici datorită intensității luminii (care ar putea avea nevoie de un D mare). Să definim d?, ca 
suma, pătratelor celor două contribuții la d, una din partea profunzimii cimpului și alta din par- 
tea, difracției. Să considerăm o valoare minimă a lui 43, în funcție de diametrul lentilei D, men- 
ținînd toate celelalte mărimi constante. Arătaţi că, pentru 7, p și Ap daţi, imaginea cea mai 
puțin neclară se obține cu D pentru care D? = Ap2/Ap. ă 

(c) Neglijaţi difracţia. Consideraţi că fotografiați două persoane deodată, una la distanță 
de 5 m iar cealaltă la distanță de 8 m. Distanţa focală a lentilei este de 10 cm. Vreţi ca discul 
confuz pentru ambele persoane să fie mai mic de | mm în diametru „în spațiul obiect“ adică, 
1 mm în „dreptul persoanei“. Găsiţi ce „număr f“ este necesar. (Folosiţi aproximații ; de exem- 
plu, luați în medie p 2 6,5m.) 

(d) Difracția face imaginea sensibil mai proastă decit în cazul geometriei de la punctul 


(c)? 


R: numărul f 4 50. Difracţia contribuie la neclaritate cam tot atit de mult cit şi pro- 
funzimea cîmpului. i : 


EXPERIENŢĂ PENTRU ACASĂ 


9.50. Distribuţia radiației unui diapazon — radiația cuadrupolară. Țineţi lingă ureche 
un diapazon. Răsuciţi-l în jurul axului său lung (axul minerului) și ascultați maximele și 
minimele intensității. Ţineţi diapazonul la extremitatea unui tub care a fost acordat pentru a fi în 
rezonanță cu diapazonul. Să rotim ușor diapazonul în jurul axului lung. Într-o rotație de 360% 
veți găsi patru unghiuri la care intensitatea este zero și patru unghiuri pentru care intensitatea 
este maximă. Țineţi diapazonul astfel încit să fiți la intensitate zero. Fără să perturbați poziția 
relativă a diapazonului și a tubului puneţi o bucată de carton la capătul tubului închizind jumătate 
din gura tubului și lăsind drum liber în lungul tubului undelor provenite de la un braț al diapazonu- 
lui dar ecranindu-l pe celălalt. Ce se întimplă ? De ce ? Loviţi acum două diapazoane unul de celălalt: 
țineţi-le pe fiecare la cite un capăt al tubului și ascultați bătăile. Cind ați stabilit ritmul bătă- 
ilor rotiți un diapazon în jurul axului cu 90” pentru a trece de la un unghi de intensitate maximă 
la altul. Bătăile nu mai continuă în ritm. Imediat după rotire apar două bătăi acolo unde ar 
trebui să fie doar una, iar apoi bătăile continuă în pauzele ritmului inițial. În afara cazului cînd 
aveți o ureche bună pentru a putea menține un ritm constant, vă va fi greu să remarcaţi că noile 
bătăi sînt în pauzele celor vechi dar nu vă va fi greu să auziți bătăile „în plus“ care apar atunci 
cînd rotiți diapazonul. (Vă ajută, dacă numărați „| și 2 și 3 şi...“ cu cifrele pe maxime și cu 
„Şi-uri“ pe zerouri; aceasta nu permite ca numărătoarea să fie influențată de ceea ce auziți atunci 
cînd rotiți diapazonul.) Care este explicația ? Gindiţi-vă cum acționează diapazonul asupra aeru- 
lui din vecinătate. Cind braţele se distanțează ele împing aerul din exteriorul lor: dind maselor 
de aer o viteză într-o parte și într-alta. În același timp,în regiunea dintre brațe apare un ușor 
deficit de aer deoarece cind brațele se depărtează lasă între ele un spațiu mai mare. Aerul se 
îngrămădește din părți pentru a compensa deficitul. Viteza imprimată aerului este astfel inspre 
afară pentru aerul din planul celor două braţe şi înspre interior pentru aerul din planul care trece 
printre ele. În următoarea semiperioadă brațele se apropie; aerul este supt spre diapazon în 
planul dinților şi împins în afară în planul dintre brațele. Undeva, între aceste direcții, trebuie 
să existe o direcție pe care viteza imprimată să fie zero, adică unde cîmpul vitezelor să aibă un 
nod. Aceasta este explicaţia celor patru maxime și celor patru minime observate atunci cînd ro- 
tiți diapazonul. Cimpul de radiație este schițat la punctul (a) al figurii la momentul în care brațele 
se depărtează. Un astfel de cimp de radiație se numește cimp de radiație cuadrupolară. Dacă 
aveți un singur braț în loc de două, maximele și minimele precum și fazele relative ar fi cele 
ale unei radiații dipolare. Dacă luați un dipol oscilant (aici un dipol oscilant sonor dar ideea 
se aplică și undelor radio sau oricăror altor feluri de unde) și suprapuneți radiația sa peste aceea 
a unui dipol identic cu poziția ușor deplasată și oscilind cu un defazaj de 180“ relativ la primul, 
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Problema 9.50. Distribuţia radiaţiei ' unui diapazon. (a) Cuadrupol. (5) Dipol. 
(e) Cuadrupol. (d) Cuadrupol. 


obţineţi o radiație cuadrupolară. În funcție de direcția deplasării relative a celor doi dipoli, . 
puteți obține diferite distribuții cuadrupolare. Dar ele au toate aceste trăsături comune: există 
patru „lobi“ de intensitate mare corespunzători interferenţei constructive din partea celor doi 
dipoli. Fazele din lobii învecinați diferă prin 180%. Între lobi există noduri. (Un cîmp dipolar 
are numai doi lobi și două noduri.) Figura ne prezintă o distribuție dipolară și două distribuții 
cuadrupolare: distribuția (b) este dată de reprezentarea polară a funcției de undă a radiației 
dipolare la orice moment de timp. Distribuţia (c) se obține din suprapunerea a doi dipoli care 
sînt ușor deplasați unul față de celălalt de-a lungul lobilor dipolari și care oscilează cu un defazaj 
de 180%. Aceasta este distribuția diapazonului. Distribuţia (4) se obține prin suprapunerea a doi 
dipoli ușor deplasați unul față de pipa de-a lungul direcției nodurilor dipolilor și care osci- 
lează defazat cu 180%. 


9.51. Să considerăm că producem un fascicul de unde radio cu o antenă emițătoare de arie 
Ag. Acest fascicul este recepționat de o antenă de arie Ak aflată la o distanță mare D de emi- 
țător. Arătați că puterile emise Pg şi recepționate PR sînt legate „aproximativ“ prin relația: 

E PR ARE 

Et acacia 

Pg AD? 
Să considerăm că antenele de emisie şi de recepție sint fiecare sub forma unei „pilnii“ de microi 
unde, ascuţite, avind apertura de intrare sub forma unui pătrat cu latura de 3m. Presupuneţi 
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că frecvența microundelor este de 1000 MHz iar distanța dintre emițător și receptor este de 10 km . 
Care este raportul puterii recepționate față de cea emisă? 


9.52. Figura de interferență în cazul a N fante identice. Amplitudinea vibrației este dată, 
de formula (54), paragraful 9.6. Reprezentați grafic suma amplitudinilor complexe corespun- 
zătoare pentru o valoare „arbitrară“ a lui Aq (faza relativă dintre contribuțiile a două fante 
vecine). Faceţi o reprezentare grafică pentru punctul zero de lingă un maxim principal, astfel, 
obţineţi grafic faptul că pentru acest zero Ag = 2%/N. Cu ajutorul reprezentării grafice arătați 
că constanta de fază a suprapunerii este media constantelor de fază ale primei şi ultimei con- 
tribuții. 


9.53. Corectarea aberației cromatice. Puteți elimina parțial aberația cromatică, folosind 
două feluri de sticlă într-o lentilă „compusă“. În locul unei lentile să considerăm o prismă sub- 
țire. Proiectați o prismă compusă subțire alcătuită din două prisme simple cu o muchie comună 
Şi cu unghiurile a și a care să dea o anumită deviație 6, la lungimea de undă ?, = 5 500 A și 
care să aibe viteza de variaţie a deviaţiei cu lungimea de undă zero, fiind cunoscut că cele două 
tipuri de sticlă au indicii de refracție m(A) și nz(A) unde funcțiile n,(A) şi na(A) sint cunoscute. 


R: %& dm = dna . 
dA dA 
Exprimaţi acum deviația 6 a prismei în funcţie de lungimea de undă, făcînd o dezvoltare 
în serie Taylor după mărimea A — 29. Mergeţi cu seria numai pînă la (A — A0)2. Cum ați putea, 
reduce mai departe aberația cromatică (dacă vi se pune la dispoziție tot ce aveți nevoie)? 


EXPERIENȚE PENTRU ACASĂ 


9.54. Vederea sub apă. Utiliziînd masca de față a unui înotător sub apă priviți sub apă dife- 
rite lucruri. Reţineţi faptul că lucrurile par a fi depărtate la o distanță cam de trei sferturi din 
cea, reală. Vă convingeți de acest fapt dacă vă uitaţi, într-un bazin, la cineva care înoată cu ca- 
pul deasupra apei și al cărui corp se află sub apă. Introduceţi în apă jumătatea de jos a măștii 
astfel încît nivelul apei să fie la nivelul ochilor. Puteţi privi atunci la capul persoanei uitîndu-vă 
prin aer pe deasupra apei iar printr-o mișcare a ochilor priviți corpul din apă al persoanei. 


9.55. Ochelari pentru înotul sub apă. Cînd introduceți fața în apă și încercați să priviți 
fără mască, totul arată neclar deoarece modificarea indicelui de refracție la suprafața de tre- 
cere apă ochi nu este prea mare. Pentru simplificare, să presupunem că nu există vreo modifi- 
care a acestui indice. Să mai considerăm că lentila ochiului are un efect foarte mic, ca și 
cum toată puterea de focalizare ar proveni de la prima interfață aer-ochi. (Aceasta este o aproxi- 
mație grosolană. De fapt, într-o oarecare măsură, se poate vedea sub apă.) Să presupunem 
că distanța focală a acestei prime suprafețe este de 3 cm și că un fascicul paralel de lumină în 
aer este focalizat pe retină. Cînd vă uitaţi sub apă pierdeţi acest efect de focalizare. Proiectaţi 
ochelari care să fie purtați sub apă pentru a putea vedea clar. Utilizaţi sticla cu indicele de re- 
îracție 1,5. Arătați că dacă distanța focală este de 3 cm atunci cînd sînt folosiți sub apă, 
cînd sînt folosiți în aer distanța focală este în jurul a | cm. Dacă una dintre aceste lentile de 
sticlă este folosită ca o lupă obișnuită, care ar fi grosimentul ei? Să zicem că drept lentilă folo- 
siți o bilă obișnuită de sticlă. Vrem să formăm o imagine în apă, (a unui fascicul paralel) la 
3 cm în spatele suprafeței bilei. Care ar trebui să fie diametrul bilei? 


R: în jur de 1,7 cm. Luaţi acum o bilă transparentă de sticlă și încercați (ţineţi bila 
foarte aproape de un ochi). 
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9.56. Interferenţa în lumină împrăștiată. lată o cale simplă pentru obținerea unor franje 
de interferență frumos colorate. Frecați cu puțină pudră obișnuită de talc o oglindă obișnuită. 
(Puteţi folosi făină sau praf sau pur și simplu puteţi 'sufla asupra oglinzii pentru a se condensa 
pe ea vapori: de apă.) Depărtați-vă la cîțiva pași de oglindă. Cu o lanternă proiectați spre oglindă 
un fascicul cît un creion de gros și priviți reflexia luminii becului. (Folosiţi orice lanternă, aco- 
perind cea mai mare parte a reflectorului cu mina pentru a avea o sursă mai mică decit | cm; 
sau noaptea, folosiți o lumînare.) Observaţi franjele! Încercaţi diferite poziții ale sursei de lu- 
mină mișcind sursa: mai aproape sau mai departe de oglindă decit sînt ochii dumneavoastră. 
Franjele sint produse prin interferența următoarelor două feluri de raze: primul tip este repre- 
zentat de o rază ce trece printr-o granulă de pulbere de talc, este împrăștiată și apoi reflectată 
regulat de oglindă înspre ochiul dumneavoastră nemaifiind împrăștiată cînd trece din nou prin 
pulbere. Al doilea tip este reprezentat de o rază care trece prin pulbere fără să fie împrăștiată, 
este reflectată regulat de oglindă și este apoi împrăștiată înspre ochi de aceeași granulă de pulbere. 
Granulele din pulbere sint transparente. (Ele par albe din același motiv pentru care și sticla 
pisată este albă.) Pentru oricare dintre raze, împrăștierea este foarte apropiată de direcția 
înainte. Fiecare dintre cele două raze care interferă trec practic prin aceeaşi grosime de ma- 
terial transparent dintr-o granulă dată. Demonstrați rezultatul observat experimental că franja 
centrală, adică aceea care trece aparent prin imaginea sursei punctiforme, reprezintă întot- 
deuna un maxim de interferență. Ea este albă în lumină albă. Franjele incep să se coloreze nu- 
mai la o distanță de cîteva franje de-o parte și de alta a franjei centrale. Distribuția geometrică 
a franjelor nu este ușor de calculat. Vezi A.]. de Witte, „Interference in Scattered Light“, Am. 
Jour. Phys. 35, 301 (Aprilie, 1967) (Interferenţa în lumină împrăștiată). 


9.57. Interferometre stelare. (a) O fantă dublă urmată de o lentilă și un film fotografic 
poate avea rezoluția 50 = 1/d unde A este lungimea de undă a luminii iar d este distanța dintre 
fante. Astfel se poate detecta structura obiectelor astronomice care emit radiație vizibilă cu con- 
diția ca ele să subintindă un unghi egal cu ?/d sau mai mare. Justificaţi această afirmație. 

(b) Cînd d ajunge să fie cam în jurul lui 30 cm, atunci apariția „bulelor“ turbulente în 
aerul atmosferei avînd indice de refracție diferit de cel al aerului din jur este suficientă pentru 
a da deplasări relative de fază de ordinul z pentru cele două drumuri, prin aer, de la obiectul 
astronomic la cele două fante. (În drumul prin atmosferă, cele două traiectorii sint distanțate 
prin 30 cm.) Arătaţi că rezultă o limitare a rezoluţiei unghiulare la suprafața pămîntului de 
2 microradiani pentru radiația vizibilă. 


(c) Să înlocuim acum cele două fantc optice prin două antene de radio detectînd unde cu 
lungimea de undă de 30 cm. În locul lentilei, ce era folosită pentru a obține interferența undelor 
luminoase provenite de la cele două fante, putem fie să folosim cabluri coaxiale fie să retransmi- 
tem prin aer semnalul fiecărei antene spre o stație centrală de recepție. Această stație ține lo- 
cul emulsiei fotografice. Arătaţi că, pentru a obține aceeași rezoluție ca şi în cazul radiației vizi- 
bile cînd distanța dintre fante era de 30 cm, antenele de radio trebuie să fie depărtate între 
ele prin 180 km. EP 


(d) Dar dimensiunea, bulelor turbulente de aer este în jur de Î metru. Îndată ce traiecto-- 
riile prin aer sînt separate prin mai mulți metri deplasările întimplătoare de frecvență care se 
acumulează pe cele două traiectorii prin aer sint practic independente de distanța de separare 
a drumurilor. Ca o primă impresie ați putea spune că efectul atmosferei asupra a două antene 
radio separate prin 180 km ar fi același cu cel din cazu! celor două fante pentru radiația vizibilă 
separată prin zeci de centimetri şi ați putea crede că variațiile indicelui de refracție al atmos- 


ferei ar şterge rezoluția unghiulară a celor două antene. Este pe deplin adevărat că indicele de 
refracție al aerului în cazul undelor radio nu este prea diferit de cel pentru lumină. Totuși, depla- 
sarea relativă de fază corespunzătoare undelor de 30 cm este de multe mii de ori mai mică decît 


aceea pentru unde luminoase. De ce se întîmplă acest lucru ? 
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(e) Interferometrul radio nu suferă din cauza variațiilor atmosferice ale indicelui de re- 
fracție şi putem crește depărtarea dintre antene la mult mai mult de 180 km obţinînd o rezolu- 
ţie mai bună decit aceea a interferometrului care folosește lumina. (Desigur, obiectul astronomic 
trebuie să emită unde de 30 cm și unde luminoase, dacă vrem să-l detectăm prin ambele me- 
tode.) Am putea atunci considera un radiointerferometru cu o antenă în New York și o alta în 
Galifornia (de exemplu) avînd o bază (distanța dintre antene) de 3 000 km și o rezoluție unghiu- 
lară de 10? rad. Din nefericire apare o nouă problemă care constă din deplasarea variabilă a 
fazei undelor radio transmise prin cablu (datorită variațiilor de temperatură) sau radiodifu- 
zate de cele două antene la o stație centrală unde cele două semnale se suprapun pentru a da 
interferență. Cantitatea de aer care este deasupra capetelor noastre este echivalentă cu un strat 
uniform cu grosimea de 8 km și aceeași densitate ca cea de la nivelul mării. Cantitatea de aer 
dintre New York și California și o stație centrală undeva în Vestul Mijlociu este de cîteva sute 
de ori mai mare decit aceasta și treaba nu mai merge. Ce-i de făcut? O soluție ingenioasă este 
dată de N. Broten, în cartea, „Long Base-line Interferometry Using Atomic Clocks and Tape 
Recorders,“ Science 156, 1952 (June 23, 1967) [interferometrie cu bază lungă folosind ceasuri 
atomice și magnetofoane]. La fiecare stație se află cite un ceas atomic, de exemplu, un maser 
cu hidrogen oscilind cu 1000 MHz (ceea ce înseamnă 10% Hz). Un astfel de ceas.poate avea o 
stabilitate de 1 la 1014, ceea ce înseamnă că alunecă în fază întimplător numai cu | ciclu în 1014 
cicli. Arătaţi că un astfel de ceas este stabil (alunecă cu mai puțin de un ciclu) pe durata unei 
zile întregi. i 


(f) Să presupunem că vrem să determinăm undele radio ale unei stele pe frecvența cen- 
trală V, = 1000 MHz (corespunzind la unde radio de 30 cm) cu o lărgime de bandă Av= | MHz. 
Oscilatorul local din fiecare stație este atunci acordat pe Y, = 1000 MHz. În fiecare stație sem- 
nalul oscilatorului local este suprapus peste semnalul antenei. Dacă oscilatorul local dă curentul 
cos togt și dacă antena dă un curent A cos (wi + e), atunci suprapunerea celor doi curenți, vidi- 
cată la pătrat şi mediată peste un ciclu rapid (la 1000 MHz) ne dă o putere P = J2R cu depen- 
dența de timp: 


P= 1+ A42+ 2 A cos [(op —o)t—], 


înmulțită cu o constantă. Justificaţi această formulă. 


(g) Dacă vat este cunoscut cu o precizie mai mare de un ciclu pentru t = | zi, atunci P 
se cunoaște cu o precizie mai bună de un ciclu la frecvența mai joasă a bătăilor v, —Y pentru 
!= 1 zi. Frecvența oscilatorului este fixată în centrul benzii dorite. Atunci media lui V — Y 
pe domeniul benzii semnalelor detectate este zero. Lărgimea de bandă este în jur de 1 MHz. 
Acest semnal, P, a cărui frecvență se întinde de la 0 la 1 MHz este înregistrat de fiecare stație 
pe un magnetofon. (Magnetoscoapele folosite în televiziune au suficientă lărgime de bandă pen- 
tru acest lucru.) După ce fiecare stație a înregistfat un timp oarecare (mai mic de o zi), cele 
două magnetofoane pot fi transportate, de exemplu cu avionul, de la cele două antene la biroul 
unui fizician. Cele două magnetofoane sint sincronizate și ascultate simultan pentru a supra- 
pune semnalele. Pentru a nu se pierde informaţia asupra fazei este necesar ca nici un magneto- 
fon să nu piardă un ciclu sau să fie defazat față de celălalt printr-un ciclu (un ciclu la frecvența 
de oscilație a semnalului P al fiecărui magnetofon). Acest semnal are componente cu frecvența 
cuprinsă între 0 și 1 MHz deoarece aceasta este lărgimea de bandă inițială. Cele două benzi tre- 
buie atunci sincronizate cu o precizie mai bună de o microsecundă. De asemenea, cînd ben- 
zile sînt înregistrate la staţiile respective ele trebuie să aibe marcate pe ele și timpul în așa fel 
încît fizicianul să ştie la ce moment de timp cele două benzi sînt sincrone. Sincronizarea și mar- 
carea timpilor pe magnetoscoapele obișnuite, folosite în televiziune, cu o precizie mai bună | us 
este un lucru de vutină! Ne putem astfel imagina un interferometru stelar care constă dintr-o 
antenă de radio la New York al cărei semnal este amestecat cu semnalul unui maser local cu 
hidrogen și înregistrat pe o bandă magnetică și o stație similară în California. Interferometrul 
mătură cerul pe măsură ce Pămintul se rotește. „Constanta“ de fază q a fiecărui curent din 
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antenă este tocmai mărimea kr, unde r este practic distanța de la antenă la stea. Antena | din 
New York înregistrează curentul de intensitate A, cos (wt + kr) datorit unei anumite stele iar 
antena 2 din California curentul de intensitate A, cos (of + kr2) datorită aceleeași stele pentru 
aceeași componentă w a frecvenței semnalului. Pentru simplificare considerați că antenele au 
o construcție identică și că semnalele recepționate au amplitudini egale: A, = A; = A. Arătaţi 
că atunci cînd intensitățile curenților P, şi P, ai magnetofoanelor, se suprapun, intensitatea curen- 


1 1 
tului rezultant P, + P, este proporțională cu 1-+ 42 + 2 A cos —(0g — o)! cos — k(n — 2). 
2 2 


Să luăm acum această valoare a intensității curentului s-o ridicăm la pătrat și s-o mediem peste 
un ciclu al lui Vy, —V. Arătaţi că media în timp a puterii rezultante este proporțională cu 
(1 + 422 + A21 + cos k (7 — ra)]. Termenul cos k(7, — 72) trece printr-un ciclu de fiecare 
dată cînd California se apropie cu 15 cm de steaua punctiformă iar New Yorkul se îndepărtează 
de ea cu 15 cm (considerînd că 1 este 30 cm). Dacă lingă ea ar mai fi o a doua stea (sau o anu- 
mită structură internă) ea va fi sesizată cu condiția ca valoarea sa pentru k(7, — 73) să difere 
de cea a primei stele cu, de exemplu, z, adică, cu condiția ca separarea unghiulară față de 
prima stea să fie de ordinul lui ?/d. 

(h) Există și alte probleme tehnice pe care nu le-am menționat. De exemplu, deoarece 
există multe radiosurse stelare, dorim ca fiecare telescop să fie îndreptat numai în acea 
mică regiune a cerului în așa fel încît să existe o singură stea de care să ne preocupăm. Cum 
putem aranja acest lucru? (Presupuneți că fiecare telescop are -un diametru de 50 m.) 

(î) lată o altă problemă. Vrem să fim în stare să recunoaștem franja „centrală“ din fi- 
gura de interferență încît să putem cunoaște cu precizie direcția stelei. [Indicatie. Cînd priviți 
o sursă punctiformă cu o fantă dublă în lumină verde (de exemplu), nu este uşor să găsiți franja 
centrală de interferență. Același lucru este valabil dacă folosiți lumina roșie. Totuși, dacă folo- 
siți lumina albă, care conține atît roșu cit şi verde, este uşor să alegeți franja centrală.) De ce 
acest lucru? Arătați cum ați putea folosi, la fiecare antenă, două benzi de frecvență detectate 
(ca și cînd aţi folosi lumina roșie sau verde), amestecîndu-le pe fiecare cu semnalul oscilatorului 
local, corelind magnetofoanele respecti'ze separat pentru fiecare bandă de frecvență şi ameste- 
cînd în final semnalele de pe benzile de magnetofon care au rezultat fiecare în cadrul celor două 
benzi de frecvenţă. 

Radiointerferometrul stelar pe care l-am discutat aici ar putea fi folosit cîndva pentru 
măsurători foarte precise ale fluctuaților perioadei de rotație a Pămintului. Vezi T. Gold, Science, 
157, 302 (July 21, 1967) şi G.J.F. Mac Donald, Science, 157, 304, (July 21, 1967). 


9.58. Convertirea modulaţiei în amplitudine în modulație de fază în emisia cu modulație 
de fază. (Această problemă este strîns legată de problema 9.59). 


(a) O tensiune modulată în amplitudine este de forma 
U(t) = UI + a(2)] cos cot, 


unde «, este frecvența purtătoarei iar a(ț) este fracțiunea modulaţiei în amplitudine. Tensiunea 
modulată în fază are forma: 


U(t) = U, cos [opt + e(t)], 
unde q(7) este „constanta“ de fază modulată (adică, dependentă de timp). Arătați că pulsația 


i 
instantanee în această undă modulată în fază este dată de ow(7) = op + sec). Putem de- 


numi aceasta ca o tensiune modulată în frecvență (MF) mai degrabă decit o tensiune modu- 
lată în fază. 

(b) Fracțiunea modulaţiei în amplitudine a(ț) sau faza modulată q(1) conțin tocmai infor- 
maţia care trebuie transmisă, de exemplu, muzică, Să facem o analiză Fourier a muzicii și să 
considerăm o singură componentă Fourier a frecvenței om, unde indicele m înseamnă „modula- 
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ţie“. Vom înlovui atunci pe a(t) prin am COS cot. (Ar trebui să considerăm și un termen în sin oOmi 
dar nu o vom îace.) Tensiunea modulată în amplitudine devine: 


U(7) = Uo[l + amcos comt]cos mot = Up cos togf + Ue am COS com COS tool. 


„Această tensiune modulată în amplitudine este echivalentă cu suprapunerea unor oscilații armo- 
nice pure cu frecvența purtătoarei «y, frecvența benzii laterale superioare op +- m, Și frecvența 
benzii laterale inferioare 4 — om. Justificați afirmația precedentă scriindu-l efectiv pe U() 
sub fo acestei superpoziții. În emisia radio cu modulație în amplitudine aceste frecvențe sînt 
difuzate și recepționate de antena aparatului dumneavoastră de radio. Fulgerul sau aparatele 
electrice de ras emit adesea în același domeniu de frecvență și contribuie la modulația în ampli- 
tudine prin creșteri sau descreșteri bruște ale amplitudinii unei frecvențe date. Apar astfel 
„paraziți“ şi muzica se perturbă. Dacă vom converti tensiunea modulată în amplitudine în 
tensiune modulată în fază paraziţii vor fi în mare parte eliminați deoarece fulgerul face greșeala 
să modifice amplitudinea iar receptorul cu modulație în frecvență știe că aceasta nu poate face 
parte din muzică deoarece muzica a fost difuzată cu amplitudine constantă. Se poate atunci 
aranja ca receptorul MF să filtreze modificările bruște de amplitudine, adică, paraziții. 

Iată. cum se convertește tensiunea modulată în amplitudine (MA) în tensiune modulată 
în fază (MF): tensiunea MA este aplicată la intrarea unui filtru trece bandă care lasă să treacă 
o bandă îngustă care include purtătoarea e, dar exclude cele două benzi laterale cog-t- om. Odată 
ce a fost izolată purtătoarea de cele două benzi laterale i se dă o întirziere (sau un avans) 
de un sfert de perioadă, adică este deplasată în fază cu 90%. Apoi este suprapusă încă -o dată 
peste cele două benzi laterale care au fost păstrate fără nici o schimbare. (Dacă dorim, putem, 
de asemenea, reduce sau amplifica tensiunea purtătoarei dar vom omite acest lucru.) Putem 
astfel, de exemplu, înlocui în tensiunea purtătoarei LU, cos og! pe cosegt prin sin copt. După schim- 
barea de fază și recombinare vom obţine: 


U'(î) = Ueo sin oo + Uo am COS om Î COS col. 


Acum lui am COS tot, care reprezintă a(ț) inițial pentru o frecvență de modulație dată, să-i dăm 
numele de q(£). Pentru simplificare, să presupunem că mărimea lui a(ț), adică a lui q(7), este mică 
în comparaţie cu unitatea. Atunci cos e(î) x 1, sin e(î) 4 (4). - 

(c) Arătați că tensiunea de mai sus se poate scrie sub „forma: 

U“(7) = Ug sin [cot + q()], (7) = am COS cot. 

Am găsit astfel cum putem să convertim modulația în amplitudine în modulație de fază (sau 
vice-versa) ; deplasați faza undei purtătoare cu +90” relativ la cele două benzi laterale. Această 
splendidă invenţie a lui E.H. Armstrong din 1936 a permis radiodifuziunea MF comercială. 

(d) Arătaţi că altă cale de a converti MA în MF (sau vice-versa) este de a deplasa faza ori- 
căreia dintre benzile laterale cu 180* lăsind nemodificată purtătoarea şi cealaltă bandă laterală. 


9.59. Conversia luminii modulate în fază în lumină modulată în amplitudine în micro- 
scopul cu contrast de fază. (a) Să considerăm intii un microscop obișnuit. Nu ne interesăm 
acum în primul rînd de grosimentul său așa că în cele ce urmează considerăm grosimentul 
egal cu unu. La z = 0, în planul xy punem o lamelă de microscop. Vem pune o lentilă simplă 
la z = 2f-unde f este distanța focală a lentilei. La z = 4f așezăm un ecran sau o placă fotogra- 
fică. Atunci imaginea lamelei se formează pe ecran și mărirea liniară verticală este egală cu 
unu. Justificați această afirmație. 

(b) Punem acum într-o picătură de apă pe lamelă o amoebă și formăm imaginea sa pe 
ecran. Din nefericire nu putem vedea amoeba deoarece este transparentă, cu un indice de re- 
fracție ce nu diferă mult de cel al apei în care este imersată. Vom colora atunci amoeba cu un 
colorant. Acum o putem vedea dar colorantul a omorit-o şi noi vrem să-i studiem procesele sale 
vitale. , 
Rolul colorantului a fost de a modula amplitudinea luminii care iese pe fața amoebei de 
la +2, adică, de a modula lumina relativ la amplitudinea luminii care trece prin lamela micro- 
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z=0 z= 27 z=3f 


Prohlema 9.59. Microscopul cu contrast de fază. În acest exemplu am ales mărirea egală cu unu. 
Planul obiect este în z = 0. Planul imagine este în z = 4f. Planul focal al lentilei obiectiv este 


N 43|. 


scopului cînd nu există nici o amoebă. Cind amoeba nu este colorată, amplitudinea la capătul 
+z al amoebei, pentru o poziţie transversală dată x, este aceeași cu cea care ar fi și dacă amoeba 
n-ar exista. Cu toate acestea faza este diferită deoarece lumina a trecut prin cantități diferite 
de amoebă, depinzind de x, și indicele de refracție al amoebei este diferit de cel al apei. Să pre- 
supunem astfel că lamela microscopului este iluminată cu o undă plană de lumină monocroma- 
tică ce se propagă în direcția +z, lumina fiind emisă de o sursă punctiformă S plasată în fo- 
carul unei lentile care formează un fascicul paralel (vezi figura de mai sus). Să presupunem că 
la z = 0, chiar după amoebă, cimpul electric în absența amoebei este dat pentru orice + de: 


E(x, 2, 6) = Ep sin ot. 


Cînd există amoeba, apare un defazaj ș(%) care depinde de z. În acest caz cimpul electric al 
luminii la z = 0 este dat de: 


E(z, 2, î) = E sin [ot + q(2)]. 


Astfel amoeba necolorată produce lumină modulată în fază. Lentila de la z = 2f formează ința- 
ginea amoebei pe ecranul de la z = 4f. Cîmpul electric de pe ecran este dat de aceeași expragie 
ca, cel de la z = 0 (neglijind micile pierderi și nepreocupindu-ne de răsturnarea imaginii, adică 
de înlocuirea lui + prin —x). Media în timp a pătratului intensității cîmpului electric este atunci 


1 
— E3, independentă de x şi astfel nu putem vedea imaginea. Justificați ambele părți ale acestei 


afirmaţii. 

(c) Colorantul modulează amplitudinea E, dar omoară amoeba. Vrem în schimb să con- 
vertim lumina modulată în fază în lumină modulată în amplitudine. Cum să facem acest lucru? 
Să ne lăsăm ghidaţi de analogia conversiei unei tensiuni MA în tensiune MF discutată în pro- 
blema 9.58. Vrem să rezolvăm această problemă în sens invers, altfel spus, să convertim lu- 
mina MF în lumină MA. [Totuși, să notăm particularitatea că aici avem o fază modulată în 
spațiu, e(2), şi nu în timp, e(t). Dar să nu ne îngrijim încă.de acest lucru!) Uitindu-ne la sfir- 
șitul problemei 9.58 vedem că am terminat cu o modulație în fază (1) = am COS comit deoarece 
am plecat cu o modulație în amplitudine a(ţ) = am COS tomt. Plecăm acum cu o modulație în fază 


513 


z=4f 


q(2). Să presupunem că mărimea q(+) este mică în comparație cu 1 radian pentru orice +, adică, 
amoeba are indicele de refracție aproape egal cu cel al apei. Arătaţi că la z = 0 sau la z = 4f 
unda luminoasă modulată în fază se poate scrie sub forma (pentru 9< |): 


E(x, 2, t) = Egsin ot + Egp(2) cos at. 


Acum să facem o analiză Fourier a dependenţei de x a lui q(+) și să considerăm o singură 
componentă Fourier de număr de undă 4. Astfel vom pune e(2) = amcos kmă. Atuncila z = 0 
şi z = 4f unda luminoasă modulată în fază este dată de: 


E(z, z,t) = Egsin ot + EgamCos km cos at. 


Aceasta este tot unda modulată în fază cu care am plecat inițial și care ne dă tot o imagine „in- 

- vizibilă“ la z = 4f. Să ne uităm acum încă o dată la problema 9.58. Prin analogie, să denumim 
contribuția E, sin wt ca „undă luminoasă purtătoare“. Atunci vedem că dacă am putea deplasa 
faza undei luminoase purtătoare cu 90” față de faza luminii modulate (lumina cu amplitudinea 
am) vom fi produs lumină modulată în amplitudine. Fără să ne preocupăm încă de felul cum s-ar 
putea face aşa ceva, în unda purtătoare din expresia de mai sus să-l înlocuim pur și simplu pe 
sin ct prin cos wt. În cazul luminii de pe ecranul situat la z = 4f avem: 


E"(x, 2, t) = Eg cos ot + Egam COS kmă cos pie 
= Eg[l + am COS kmă]cos ot= 
= Eg[l + a(x)] cos ot. 
Această undă luminoasă modulată în amplitudine dă o mr ezhră proporțională cu media în 


timp a pătratului intensității cimpului electric, adică, cu — E2 [| + a(x)]?, care depinde de 
2 


și ne arată astfel cum depind de x grosimea amoebei și indicele intern de refracție. 

(d) A mai rămas o singură problemă „minoră“: cum putem să izolăm unda luminii purtă- 
toare de restul luminii, să-i schimbăm faza cu 90” în raport cu restul undei luminoase și apoi 
s-o recombinăm (s-o suprapunem) pe ecran cu restul undei luminoase — toate acestea trebuind . 
să fie făcute între z = 0 şi z = 4f? În cazul conversiei tensiunii MA în tensiune MF, trucul a 
constat din folosirea unui filtru trece bandă pentru a separa frecvența purtătoarei w = op de 
benzile laterale 4 = top £ wm. Prin analogie trebuie să căutăm un filtru trece bandă pentru nume- 
vele de undă pentru a separa numărul de undă al purtătoarei ka = ky = 0de benzile laterale 
hz=ko + km. Această ultimă afirmație se înțelege mult mai ușor dacă scriem cîmpul electric 
modulat în fază la z = 0 sub forma 


E(x, z,t) = Egsinlot — koă] + - E9 am Coslot — (Po + km)ă] + 


1 
+ E: Eo amcos [ot — (Ro — km) 2], 


unde ky=0 şi unde am scris unda staționară cos km cos ut ca o suprapunere de două unde 


progresive cu kz = + km şi Cu ka = — km. Justificaţi ultima formulă. Vedem astfel că oscilația 
modulată în fază la z = 0 produce trei unde progresive. Unda purtătoare are kz = 0; modula- 
ţiile dau o undă cu kg = + km şi oalta cu ka = — km. Toate cele trei unde au practic aceeași 


valoare a lui kz, această valoare fiind practic «w/c, deoarece presupunem că mărimea k este mică 
în comparaţie cu k&z, adică, faptul că toate undele se propagă practic pe direcția z și astfel mări- 
mea w/c = j&ă + k? a vectorului de propagare este egală de fapt cu khz ieri toate cele trei 
unde. (În această discuție îl omitem pe ky.) 


(e) În figură este prezentată o lamelă de microscop plus componenta Fourier Ry a depen- 
denței de z a grosimii amoebei. Unda purtătoare este produsă de sursa punctiformă S. Razele 
sale extreme au fost desenate cu linii pline. Banda laterală superioară cu ka = + Rm este dese- 
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nată cu linii punctate. (Banda laterală inferioară cu kg = — km nu estearătată.) Lentila va 
focaliza toate cele trei unde progresive, fiecare dintre ele fiind aproape o undă plană, în imagini 
aproape punctiforme în planul focal al lentilei aflat la z = 3f. Razele își continuă drumul înspre 
ecranul de la z — 4f, unde se suprapun din nou. Observaţi că în planul focal al lentilei (la z = 3f) 
cele trei unde sînt complet separate spațial. Aici putem acționa asupra purtătoarei fără să pertur- 
băm benzile laterale! Astfel, avem un filtru spațial pentru a izola un 4 dat, în analogie cu un 
filtru temporal (circuit de analiză Fourier) folosit pentru a izola un w dat. Acum dacă avem 
unda purtătoare izolată în spațiu la z = 3/ de undele laterale ar trebui să ne fie ușor să-i *schim- 
băm faza cu 90* fără să perturbăm undele lăterale. Inventaţi o cale pentru modificarea fazei 
undei purtătoare cu 90* în raport cu benzile laterale. Această frumoasă invenție a microsco- 
pului cu contrast de fază a fost făcută de F. Zernicke în 1934. 

Putem descrie procedeul pe care tocmai l-am discutat într-o formă mai abstractă (și deci 
mai generală) în felul următor: la z = 0 a fost dată dependența de x a amplitudinii și a constan- 
tei de fază a oscilației A(x) cosțut + q(4)]. [În exemplul de față nu există modulație în ampli- 
tudine la z =—0, adică, A() era constantă. În alte exemple în care vor interveni figuri de difrac- 
ţie vom avea în schimb q(x) constant.] Facem o analiză Fourier a dependenței de x pentru a 
găsi la z = 0 unde staționare. Acestea acționează ca surse pentru undele progresive cu valori 
cunoscute pentru k Și kz. Folosim apoi o lentilă pentru a converti o dependență de k, (la z = 0) 
într-o dependență de + (în planul focal al lentilei aflat la distanța f după lentilă) cu diferiții kg 
focalizați la + diferiți. Dependența de x din acest plan focal este astfel echivalentă cu dependența 
de kz, cu o corespondenţă biunivocă între + şi kg. Astfel dependența de x în acest plan focal este 
egală cu o constantă înmulțită cu transformata Fourier a dependenței de x din planul obiect 
la z = 0. Acest lucru nu mai este adevărat pentru nici o altă valoare a lui z . Cînd undele ajung 
în cele din urmă la ecran (planul imagine) ele au din nou aceeași dependență de x ca și în pla- 
nul obiect (neglijind înlocuirea lui + prin —+ şi neglijind faptul că mărirea poate fi diferită 
de unitate.) Astfel, mergind de la planul imagine la planul focal situat după lentilă și apoi la 
ecran, dependența de x a trecut, pe rind, de la dependența de x în planul obiect la dependența, 
de kz în planul obiect și apoi la dependența de x în planul obiect. Cînd trecem de la dependența 
de ka în planul obiect la dependența de x în planul obiect efectuăm o ransformată Fourier în- 
versă. Putem astfel spune că în microscopul cu contrast de fază plecăm cu o dependență dată 
de x, efectuăm o transformare Fourier, acționăm asupra ei (modificăm faza transformatei Fou- 
rier, poate îi și amplificăm ori atenuăm amplitudinea) iar pe urmă facem transformata Fourier 
inversă. (Dacă lăsăm intactă transformata Fourier, adică, nu introducem nici un schimbător 
de fază în planul focal, atunci rezultatul final este dat de aceeași dependență de x ca și la înce- 
put.) În acest fel se pot obține multe efecte remarcabile în ceea ce cîte odată se numeşte „spec- 
troscopie cu transformată Fourier“ sau „spectroscopie în plan focal“. 

(/) Descrieţi conversia tensiunii MA în tensiunea MF în termenii generali pe care tocmai 
i-am folosit pentru a descrie microscopul cu contrast de fază. 


(g) În discuția noastră n-am luat în considerare lărgimea totală (în direcția x) a amoebei 
precum și a undei purtătoare. Să considerăm că lărgimea fasciculului undei purtătoare este L. 
iar amoeba are lărgimea totală ]. Care este efectul acestor lărgimi asupra variaţiei cu x a inten- 
sității în planul focal la z = 3f, adică, cum se modifică rezultatele noastre anterioare ; dacă se 
modifică ? 

(4) Să presupunem că în loc să schimbăm în planul focal faza undei purtătoare cu 90* 
vom scoate complet purtătoarea punînd un obstacol opac în planul focal. Care va fi, în acest 
caz, dependența de x a intensității imaginii? 

9.60. Două lentile subțiri în serie. Sint date două lentile subțiri de puteri fi! și fă! aranjate 
în serie de-a lungul unei axe comune, cu distanța de separare dintre cele două lentile s. Consi- 
derați că cele două lentile sînt pozitive. (Rezultatul este valabil în general cu o interpretare con- 
venabilă a semnelor.) Consideraţi o rază incidentă pe prima lentilă paralelă cu axa și la distanță 
h de axă. Să zicem că raza vine din stînga iar lentilele sînt în ordinea 1, 2 dinspre stinga. Prima 
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lentilă deflectă raza înspre axă. Să considerăm că raza atinge a doua lentilă înainte de a inter- 
secta axa. Găsiţi punctul focal F unde raza intersectează axa după ce a „părăsit a doua lentilă. 
Arătaţi că poziţia lui F este independentă de 4 (în aproximația unghiurilor mici). Să definim 
acum poziţia lui P (care înseamnă „planul principal“) în felul următor: extrapolaţi înainte (înspre 
dreapta) raza incidentă iar raza emergentă (aceea care trece prin F) înapoi pînă cînd se inter- 
sectează. Intersecţia se află în planul principal P. Fie x distanța lui F la dreapta față de 
cea, de-a doua lentilă. Fie y poziția lui P la stinga celei de-a doua lentile. Atunci + + y este * 
distanța planului focal F față de planul principal P. Această distanță se numește distanța fo- 
cală f a sistemului format de cele două lentile, considerate ca formînd o singură lentilă subțire 
plasată în planul principal P. Găsiţi pe x, y şi f în funcţie de f,, fa și s. Odată ce i-ați aflat pe 
-f şi pe P pentru razele care se propagă de la sținga la dreapta faceți același lucru cu razele 
d se propagă de la dreapta la stinga. Sint distanțele focale aceleași? Sint planele principale 


" aceeaşi poziție? 


WR: Pentru raze incidente dinspre stinga, 
FI se fifa = Vf) 
(1 — sfa%)f; 
y = sfiYy. 
i 9.61. Două lentile avind f, = + 20 cmşi f, = + 30 cm sînt plasate la 10 cm una de alta. 
Dacă un obiect cu înălțimea de 5 cm este plasat la 30 cm în fața primei lentile, găsiți (a) poziția, 


(P) orientarea, și (c) mărimea imaginii finale. Trasind drumul razele de lumină găsiți poziția, 
imaginii. 


X 


Il 


9.62. Un obiect îndepărtat, verde, trebuie fotografiat cu un aparat avind un orificiu cît 
o gaură de ac în care distanța de la gaură la film este D. Care ar trebui să fie diametrul apro- 
ximativ al găurii de ac, dacă fotografia trebuie să aibă maximum de claritate? 
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1- EXEMPLE „MICROSCOPICE“ DE OSCILATORI IDENTICI CUPLAȚI SLAB 


Citiţi intii paragraful 1.5 în care se tratează pendulele identice cuplate slab, inclusiv 
” ultima parte a paragrafului, „Exemple mai puțin obișnuite“, care ne introduce în subiectul 
acestui paragraf. 
lată aici cîteva exemple de oscilatori cuplați slab, exemple luate din fizica atomică și 
fizica particulelor elementare. În fiecare caz există „două grade de libertate identice“ care sînt 
„cuplate slab“ astfel încit sînt „două moduri normale“ cu frecvențele a și . Totuși, nu ne vom 
ocupa aici de sisteme mecanice macroscopice. Legile lui Newton nu sînt suficiente. Înțelegerea 
acestor sisteme „microscopice“ necesită folosirea mecanicii cuantice. Cu toate acestea există o 
mare asemănare matematică între comportarea a două pendule slab cuplate și comportarea 
sistemelor microscopice prezentate aici. Interpretarea fizică, însă, este foarte diferită. În cazul 
pendulelor cuplate pătratul amplitudinii unui pendul este proporțional cu energia (cinetică plus 
potențială) a acelui pendul. Energia „curge“ înainte și inapoi de la un pendul la altul, cu frec- 
vența bătăilor. În cazul unui sistem descris de mecanica cuantică, pătratul amplitudinii unui 
anumit grad de libertate (de fapt, modulul pătrat — în mecanica cuantică amplitudinile sînt 
întotdeauna mărimi complexe) ne dă probabilitatea ca acel grad de libertate să fie „excitat“ 
(adică, să aibă toată energia). Probabilitatea aceasta „curge“ înainte și înapoi, de la un grad de 
libertate la altul, cu frecvența bătăilor, v, — Y,. Energia este însă „cuantificată“ ; ea nu se poate 
subdivide pentru a „curge“. În cazul pendulelor, energia totală a ambelor pendule este constantă. 
Corespondentul în sistemele microscopice constă în faptul că probabilitatea totală ca unul sau 
celălalt grad de libertate să fie excitat este constantă. (Această probabilitate totală este egală 
cu unu atita timp cît sistemul nu pierde energie de excitare.) Următoarele două exemple sint 
celebre; vă veți mai întîlni cu ele cînd veți studia mecanica cuantică. 


Molecula de amoniac. Molecula de amoniac NH, se compune dintr-un atom de azot și 
trei atomi de hidrogen. (Vezi vol. II, pg. 333). Cei trei atomi de hidrogen formează un triunghi 
echilateral. Să notăm planul acestui triunghi cu H,. Atomul de azot are două poziții posibile 
în care poate vibra, corespunzătoare celor două pendule a și b. Una (poziția a) este de-o parte 
a planului H,; cealaltă (poziția b) se află de cealaltă parte. Atomul de azot nu poate trece ușor 
de la a la b şi invers deoarece între a și b există o barieră de energie potențială. În mecanica 
Clasică a și b sint poziții de echilibru stabil, iar atomul de azot care vibrează în a nu poate ajunge 
niciodată în b. (În cazul analogiei cu pendulele, aceasta revine la a elimina resortul de cuplaj. 
"Dacă pendulul a vibrează iar b este în repaus această situaţie va dăinui mereu, neglijind freca- 
rea.) Mecanica cuantică introduce totuși un „cuplaj“ între a și b prin aceea că permite „trecerea 
prin bariera de potenţial“. Să considerăm că molecula se află la timpul ! = 0 în starea cuantică 
în care atomul N este cu siguranță în a. Atunci probabilitățile inițiale sînt date de | a |? = 
= 1,]W |2=— 0 (adică probabilitatea ca N să vibreze în poziția a este unu ; probabilitatea ca 
el să fie în poziția b este zero). Totuși, se găsește că această situație nu se menține în timp. De 
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fapt, se află (rezolvind ecuația Schrâdinger) că pentru această condiție inițială probabilitatea 
de a-l găsi pe N în a, şi anume | ya |? şi aceea de a-l găsi în b, anume | Wp |?, sînt date de: 


i a - [1 + cos (to, — caz)?], (1, a) 


| [2 


1 
zu — Cos (6 — cz)7], (1, 2) 


unde &, Și w, sint frecvențele modurilor normale. Formulele (1) seamănă în mod remarcabil cu 
relaţiile (1.99) din paragraful 1.5. Probabilitatea totală ca N să fie într-o poziție sau în cealaltă 
este, desigur, unu, după cum se vede adunind formula (|, a) cu (1,5). 

La fel ca în cazul pendulelor cuplate, molecula de amoniac poate fi determinată astfel încît 
ea să oscileze într-unul (sau altul) din modurile normale. Se dovedeşte că dacă molecula de 
amoniac se află în modul cu o frecvență ușor mai mare (să notăm acest mod cu 2; 6 > 0), 
atunci ea este instabilă. Ea tinde să emită radiație electromagnetică și să treacă din modul 2 
numit „stare excitată“ în modul 1 numit „stare fundamentală“. Se poate detecta această ra- 
diație. Frecvența ei este egală cu frecvența bătăilor, va — Y,, avînd valoarea: 


Vbătăi = Va — VW 2 2 X 1010 Hz, 


Aceasta corespunde unei lungimi de undă (A = c|Ybătăi) în jur de 1,5 cm, aflindu-se în domeniul 
tipic de „radar“ sau „microunde“. Dacă se trimite prin amoniac gazos un fascicul de micro- 
unde cu frecvența de 2 x 1010 Hz o parte dintre fotonii de microunde vor induce tranziții 
din starea fundamentală (modul 1) în starea excitată (modul 2). Astfel, excitindu-se mole- 
culele, se schimbă energie între fasciculul de microunde și gaz. Similar, o moleculă excitată poate 
„reveni“ pe starea fundamentală adăugindu-i-se un foton fasciculului de microunde. Schimbul 
de energie între fasciculul de microunde și gazul de amoniac constituie baza „ceasului cu amoniac“. 
Absorbţia energiei de la fasciculul de microunde „întoarce ceasul“. „Fluxul de probabilitate“ 
din starea a în b şi înapoi, cu frecvența bătăilor, constituie „balansierul“ ceasului. Ceasul cu 
amoniac și descendenții săi permit cele mai precise măsurători de timp din lume. 


Mezonii K neutri. Alt sistem fascinant cu o comportare analoagă aceleia a pendulelor slab 
cuplate este sistemul mezonilor K neutri, ce se mai cheamă și „particule stranii“. Ele sint foarte 
stranii și nu sint încă înțelese pe deplin. Acest sistem are două grade de libertate, numite mezo- 
nul K* şi mezonul K*, analog celor două pendule. Ele sint „cuplate“ fiindcă oricare dintre ele 
poate interacționa (printre altele) cu doi mezoni x prin intermediul unei „interacții slabe“. Me- 
zonii z (sau, pe scurt, pionii) reprezintă un sistem analog resortului. Există atunci două moduri 
normale care se numesc mezonul A? și mezonul K9. Spre deosebire de modurile pe care le-am 
discutat mai înainte, unul dintre aceste moduri (modul K9) este puternic amortizat. Celălalt 
este slab amortizat. (Sistemele cu amortizare sînt discutate în capitolul 3.) Dacă la 7 = 0 pro- 
babilitatea ca sistemul să se găsească în modul A? este egală cu unitatea, această probabili- 
tate descrește exponențial cu timpul și este dată de e—//7.. O amortizare similară (dar mult mai 
mică) are loc pentru modul HK3. „Pierderea de probabilitate“ corespunde amortizării și este re- 
zultatul dezintegrării radioactive a modurilor în alte particule. De exemplu, K9 se dezintegrează 
cel mai adesea în doi pioni, iar 7, este constanta de dezintegrare a lui K9. 

Dacă, la t = 0 probabilitatea ca sistemul să se afle în starea K* este egală cu unitatea 
(să numim această stare cu a) și dacă n-ar exista amortizare atunci probabilitatea ca, la un timp 
ulterior sistemul să se găsească în aceeași stare (K*) ar fi dată de formula (1, a). Probabilitatea 
corespunzătoare de a găsi sistemul în starea b (X*) ar fi dată de formula (1, b). Din cauza amor- 
tizării, aceste formule devin: 


|p(&*) 2 = Zet + e—tlza + 2e—(1/2)(t/mu-ktlra) COS(0 — oz)t], (2, a) 


| p(E*) 2 = 2 Le-a + e—tlza — 2e—(U/2)(tlz-+tlsa) cos: (op — cog)t]. (2, 5) 
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„ Obsetvaţi că atunci cînd 7, = Ta = 00 (fără amortizare) formulele (2) sînt identice cu for- 
mulele (1). 
Un exercițiu interesant este acela de a inventa un mecanism cu pendule slab cuplate care 
să amortizeze numai modul 1 și un altul care să amortizeze numai modul 2. Atunci relațiile 
pentru energia pendulelor vor fi de tipul ecuațiilor (2) in locul ecuaţiilor (1). 


2. RELAȚIA DE DISPERSIE PENTRU UNDELE DE BROGLIE 


“O undă de Broglie care descrie o singură particulă cu energia bine definită este de forma: 
V(z, î) = Af(ze-iet. (1) 


Probabilitatea de a găsi particula într-un interval dz în poziția z este | W(2, 2) |?dz, care 
este independentă de /. Dacă energia potențială a particulei este constantă, avem un „mediu 
omogen“, iar f(z) este atunci o funcție sinusoidală de kz: 


V(z, t) = [A sin kz + B cos khz] E seta (2) 


Relaţia de dispersie în cazul unei particule aflată într-o regiune de energie potențială con- 
stantă V se obţine înlocuind pe E = îw şi p = îk (frecvența Bohr și numărul de undă de Bro- 
glie) în expresia clasică a energiei. De exemplu, în cazul electronilor nerelativiști de masă m, 
relația clasică dintre energia E, impulsul p și potențialul V este dată de: 


E. P + V, PB) 
2 m 


„ceea ce ne dă relația de dispersie a undelor de Broglie: 


= ESD A (4) 


Electroni într-o cutie. Ca exemplu, să considerăm electronul închis într-o „cutie“ unidi- 
mensională care se întinde de la z = Ola z = L. În interiorul cutiei luăm V = V, (o constantă.). 
Pentru 2 mai mic decit zero sau mai mare decit L, luăm V(2) — oo. Astfel electronul este închis 
în cutie. Dacă acest „electron legat“ s-ar comporta ca o particulă clasică, ar putea avea orice 
energie cinetică, dată de: 


în ap: (5) 


Dar un electron real nu este o particulă clasică. Stările legate posibile ale unui electron real aflat 
în „groapa infinită de potenţial“ explicată mai sus sint tocmai modurile normale ale undelor 
de Broglie ale electronului; adică ele reprezintă unde staționare cu frecvența și cu vectorul 
de undă legate prin formula (4). 


Forme ale undelor staționare de tipul celor de pe o coardă de vioară. Care este, în cazul 
undelor staționare, şirul numerelor de undă &? Probabilitatea de a găsi electronul în afara inter- 
valului 0 s z s L este zero. Astfel, | W(z, ) |? este zero imediat în afara gropii. Dar yW(2,t) este 
o funcție continuă de z. Astfel, trebuie să fie zero la z = 0 şi L. (Acestea sînt aceleaşi condi- 
ţii pe frontieră ca. în cazul unei coarde omogene de vioară fixată la z = 0 și z = L. Atunci 
undele de Broglie staționare au exact aceeași secvență a configuraţiilor ca și cele ale unei coarde 
ideale de vioară.) Astfel, condiția pe frontieră la z = 0 cere ca, în formula (2), B = 0, dînd 


W(z, î) = e—iolA sin hz. (6) 


Condiţia pe frontieră la z = L cere ca sin k L = 0. Astfel, undele staționare posibile sint date 
de L = o jumătate de lungime de undă, două jumătăți de lungime de undă etc.: 


hal = 7%, RL = 27%, «e hal = NT, see (7) 
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Dacă electronul se află într-un singur mod, probabilitatea-pe unitatea de lungime (în așa fel încît 
să lăsăm de-o-parte intervalul dz) de a găsi particula în poziția z la timpul £ este 


| b(zt) 2 = le=iot A sin kz |? = | A [2 sin? kz. (8) 


Această probabilitate este independentă de timp şi se spune că electronul este într-o „stare sta- 
ționară“. Probabilitatea ca electronul să fie undeva între z = 0 și L este unu. Obţinem astfel 
„condiția de normare“ pentru | A |: j 


Z L 
= lepa=abţ sine Arâr = — |4 PL, (9) 
o 


care îl determină pe |A |. Astfel, dacă: 


atunci 


Y(z, 2) = ] Zeit asia hz, „(0) 


unde a« este o constantă de fază nedeterminată. 
Frecvenţele undelor staționare sint date de relația de dispersie, formula (4): 


2 V, y 
pă mp ah ai op 24 (11) 
2m ui 
Astfel, energia electronului E este dată de 
22 Fa) 2 
NE a OEI. - omatini m = 1,2, 3 (12) 


En = V, + 
2m 2m 


Frecvenţe ale undelor staționare dif erite de cele ale unei coarde de vioa?a. Astfel, deși for- 
mele undelor staționare sint similare cu cele ale unei coarde de vioară frecvențele nu sint „armo- 
nicele“ frecvenței modului cel mai grav, așa cum se întimplă pentru o coardă de vioară. Aceasta, 
deoarece relația de dispersie a undelor de Broglie, este foarte diferită de relația de dispersie a 
undelor de pe o coardă de vioară. 

În figura TS1 am reprezentat grafic modul cel mai grav (numit și „starea fundamentală“) 
precum şi al doilea mod (numit „prima stare excitată“). 


Mediu neomogen. Dacă (funcția de) energia potențială V(2) nu este o constantă, indepen- 
dentă de z, atunci formele undelor staționare de Broglie ce corespund modurilor (stări cu frec- 
venţe bine definite ale undelor, adică, cu energii bine definite ale particulelor) nu mai sînt sinu- 
soidale în spațiu. Deci nu mai există o „relație de dispersie“ care să ni-l dea pe w în funcție de ki, - 
deoarece dependența spațială nu mai este aceea din formula (2) și nu mai există un singur nu- 
măr de undă k ce ar corespunde frecvenței «. Pentru a-l obține pe f(2) trebuie să rezolvăm în 
schimb ecuația diferențială Schrâdinger a undelor. Acest procedeu este cumva analog cazului 
discutat în paragraful 2.3, al coardei continue. Am găsit acolo că modurile au o comportare 
spațială sinusoidală numai dacă mediul este omogen. În cazul unei coarde neomogene depen- 
dența spațială a undelor staționare se obține rezolvind ecuația diferențială [ecuația (2.59) pa- 
ragraful 2.3; luăm tensiunea To(2) = 7 = constantă, densitatea masică pp(z) neconstantă]: 


d*f(2) _ __ ateola) ca 
Ep TRI a, (13) 
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Fig. T.S. Electron legat într-o groapă de potențial cu pereți infiniţi. (a) Reprezentarea grafică 

a lui V(2), la care s-au adăugat liniile orizontale E, și E, reprezentînd energiile primului și a celui 

de-al doilea mod (starea fundamentală și prima stare excitată). Energia cinetică E, — V, este 

proporțională cu n?, astfel încît E, — V, este de patru ori mai mare ca E, — V, . (b) Dependența 

'spațială a funcției de undă a stării fundamentale. (c) Dependenţa spaţială a funcției de undă a 
primei stări excitate. 
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În mod asemănător, în cazul unui potențial neomogen V(z), dependența spațială a undelor 
staționare de Broglie se obține rezolvind ecuația Schrâdinger, care este în acest caz 


2 
ze = 2 tre) = ho)fe) (14) 


3. PENETRAȚIA UNEI „PARTICULE“ ÎNTR-O REGIUNE DIN SPAŢIU 
„CLASIC INTERZISĂ“, 


Energia cinetică plus energia potențială a unei particule clasice (nerelativiste) se poate scrie 
astfel: 
2 
B+, (1) 
2m 
unde p2/2 m este energia cinetică și V este energia potențială. Să presupunem că V este V, între 
z= 0 şi z= L şi este Va(V, > V,) dela z= L la +oo și dela z=0 la —oo. Să considerăm 
că particula clasică este „legată“ în această „groapă de potențial“ descrisă în lectura suplimen- 
tară 2. Acesta ar fi cazul unei energii E cuprinsă între V, și V,; atunci dacă particula s-ar găsi 
cumva în regiunea cuprinsă între z = 0 şi z = L ea nu ar putea ieși de acolo niciodată. Ea se 
loveşte de pereți cu impulsul pz = + V2m(E — V,), paz schimbiîndu-și semnul ori de cite ori 
particula atinge un perete. Ea nu poate pătrunde în regiunea unde potențialul este V,, deoarece 
în acele regiuni energia cinetică ar fi negativă: i 


2 
D= E-V=E— Vp — Va E), pentru E'< Ve Q) 
m F 


Desigur, pentru o particulă clasică energia cinetică negativă nu are sens. 
Particulele reale nu sînt particule clasice. Ele au atit proprietăți ondulatorii cît și proprie- 
tăți de „particule“. Relaţiile de Broglie p = fk și E = w ne dau relația de dispersie: 


hi? e 
O = 0p(2) + — , pentru & > 6 (3) 
2m 
cu 
iu Fes, 
op(2) E ri 


Analogia cu pendulele cuplate. Putem compara această relație cu relația de dispersie în 
cazul pendulelor cuplate (în aproximația continuă, vezi paragraful 3.5): 


2q2 
Aa k?, pentru w2 > 3, (4) 


0? = cg(2) + 
cu 


oă(2) = „a (5) 
În cazul pendulelor cuplate, cind e este mai mic decit «g, undele nu sînt sinusoidale ; ele sint unde 
exponențiale. Se spune că mediul este reactiv. Relaţia de dispersie devine: 


Ka? 
2 = 08 — 


R2, w2 <od, (6) 


unde x este constanta de atenuare, iar 3 = t/x este lungimea de atenuare. Asemănător pentru 
undele de Broglie, cînd « este mai mic decit cp, relația de dispersie devine: 


păi fo 
a = oo(2) hai, st: (7) 
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Astfel, în exemplul nostru, energia cinetică E — V este dată de: 


F2, 
CI Pi pi (8) 
2m 
şi | 
f 
E-— V, = Mit în rest. ! (9) 
2m - 


Deci, în cazul energiei cinetice pozitive a particulei, undele de Broglie corespunzătoare sint sinu- 
soidale (pentru un mediu omogen) cu numărul de undă &,, în timp ce, pentru energia cinetică 
negativă a particulei, undele de Broglie sînt unde exponențiale cu constanta de atenuare x,. 
Funcţiile de undă ale stărilor posibile pentru electronul legat în această „groapă finită de poten- 
țial“ sînt similare în formă cu „modurile legate“ ale pendulelor cuplate, descrise în paragraful 3.5. 
Astfel, funcția de undă a stării fundamentale f(2) este sinusoidală în regiunea de „energie cine- 
tică pozitivă“ (regiunea dispersivă) avînd un asemenea număr de undă încît &L să fie puțin 
mai mic decit x. La z = 0 și la z = L această funcție sinusoidală se racordează continuu cu o 
funcție exponențială care se atenuează pînă la zero la o distanță infinită de regiunea dispersivă. 
(Cele mai joase două stări staționare sint prezentate în fig ra T.S.2.) 

Vedem, din grafic, că probabilitatea de a găsi o part culă în regiunea „interzisă clasic“ nu 
este zero. Pentru z mai mic decit zero, probabilitatea est ; proporțională cu |exp [—x2(—2)] 2; 
pentru z mai mare decit L ea este proporțională cu | xp [—xa(2 — L)] 2. 

Observați că, dacă V, tinde la +0, atunci în corcordanță cu formula (9), x devine infi- 
nit şi distanța de atenuare 3, tinde la zero. Această situație a fost discutată în lectura supli- 
mentară 2. În acest caz, am fost imediat în stare să scriem numerele de undă ale modurilor per- 
mise și să obținem din relația de dispersie energiile corespunzătoare. În exemplul privind groapa 
finită de potenţial, aflarea valorilor permise pentru k (în interiorul gropii) şi pentru x (în exte- 
riorul gropii) cere un efort mai mare. : 


4. VITEZELE DE FAZĂ ȘI DE GRUP PENTRU UNDELE DE BROGLIE 


În cazul unui electron nerelativist de energie E aflat la potențialul constant V, relația de dis- 
persie (vezi și lectura suplimentară 2) este: 


ie V 
0 tz fete a (1) 
2m h 
Viteza de fază este: 
nl NE 
p[k) = — = — —. (2) 
a în 


Viteza particulei clasice este p/m, adică hk/m. Astfel formula (2) se citește: 


vg (£) = — ulparticulă) + (3) 


rr Ei A 
(particulă) 
care este o relație mai ciudată. Din fericire, vg(k) nu este direct observabilă. Viteza unei parti- 
cule cuantice este, în schimb, aceea a „pachetului de undă“ construit cu mai multe valori ale 
lui &, nu numai cu una singură. Viteza de propagare a pachetului de undă este dată de viteza 

de grup vg. Astfel, folosind formula (1) găsim: 


(3), i 
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etc. 


(a) 


0 L 
2L—. 
fi(z) 
(b) 
9 0 L 
D= 
fa(2) 
(c) 


Fig. T.$S. 2. Electron legat într-o groapă de potenţial cu pereți finiți. (a) Reprezentarea grafică 

a lui V(2) la care s-au adăugat liniile orizontale E, și E, reprezentind energiile stării fundamen- 

tale și a primei stări excitate(b) Dependenţa spațială a stării fundamentale. (c) Dependenţa spa- 
țială a primei stări excitate. 
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unde indicele zero înseamnă că evaluăm derivata la o valoare a lui k& în centrul benzii Ak ce 

formează pachetul. Vedem astfel că vg = v (particulei) dacă vom considera impulsul particulei 
(hk)o, corespunzind centrului pachetului. 

În cazul particulei libere la energii relativiste, relația dintre energie, impuls și masa de 

repaus m este dată de: 

E? = (mo) + (cp, (5) 

care ne dă relația de dispersie (folosind E — Îw şi p = îk, relaţii care sînt corecte și în relati- 

vitate) 
h2c2 = (mc?) + (ic). (6) 
„Viteza de fază vg = w/k are valoarea va = w/k = E/p, care este c?/v (particulei) și deci mai mare 


decit c. Viteza de grup este: 
d 2p 2 
PRE 7 ASR dota pp ES (7) 
dk w E 


Relaţia dintre viteza de fază, viteza de grup şi viteza luminii este aceeași cu cea pentru undele 
radio din ionosferă și anume vgug = c?. Aceasta se întimplă pentru că relaţiile de dispersie sînt 


similare. 


5. ECUAȚIILE DE UNDĂ PENTRU UNDELE DE BROGLIE 


O undă armonică de Broglie (adică, o stare staționară) într-o regiune de potențial constant are 
forma 


V(z,t) = e—iot(Aeihz + Be—ih), (1) 
Astfel 
avy(z,t : 
La za E iotp(z,t); (2) 
at 
22%y(2,t) 2 
—— = = o(z); (3) 
at2 Peri] 
plz) — e=iot(ikAeih: — îk Be—ik:) ; (4) 
02 
2 
22,0) = — R2p(2,t). (5) 
dz? 
Pentru particule nerelativiste (vezi lectura suplimentară 2) relaţia de dispersie este dată de: 
ha? 
= + V. (6) 
2m 
Înmulțind formula (2) cu if și folosind formulele (5) şi (6) obținem: 
y 2 92 
cat E ARIE al aa 1 e, TEA (7) 
at 2m 222 


Ecuația (7) a fost obținută prin folosirea undelor armonice într-un potențial uniform care dă o 
dependență spațială sinusoidală în kz. Nu există nici un motiv apriori ca ecuația (7) să fie vala- 
bilă și pentru V = V(2), adică, atunci cînd V este o funcție de poziție, dar putem totuși spera 
că acest lucru este adevărat. Aceasta a făcut-o și Schrâdinger. El a presupus că ecuația (7) va 
fi corectă chiar și pentru un potențial V(z) care nu este constant. Ecuația (7), cu V = V(2) se 
numește ecuația Schrădinger (mai precis, ecuația Schrădinger unidimensională, dependentă de 
timp). Ea este corectă, în fizica atomică. 

Cînd nu mai putem neglija efectele relativiste,nu mai putem folosi formula (6) şi nici ecua- 
ţia (7). În cazul particulelor libere relativiste, relația de dispersie relativistă este: 


292 = cf? + (mc). (8) 
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Înmulțind formula (8) cu — î”2W(2, £) și folosind formulele (3) și (5) obținem: 


22 A: 2, Fa: 2 

PD ca Pa (m) e fe 
at? 222 n: 

Ecuația (9) se numește ecuația Klein-Gordon. Observaţi că dacă punem m = 0 obținem ecuația 

de undă clasică pentru unde nedispersive de viteză c. Aceasta corespunde faptului că fotonul 

are masă de repaus egală cu zero. 


6. RADIAȚIA ELECTROMAGNETICĂ A UNUI „ATOM“ UNIDIMENSIONAL 


Treceţi întîi în revistă lectura suplimentară 2. Consideraţi stările staționare ale unui electron 
: a Pg see e 
legat într-o groapă de potențial unidimensională cu „pereți“ infiniți plasați în z = — ze și + 3 « 
Să presupunem acum că acest electron legat se intimplă să îie descris de o suprapunere a stării 


fundamentale cu prima stare excitată: 


V(z0) = ala) + Vaz), (1) 
Va(z, £) = Azeioit cos kz, hL =; (2) 
Va(z, î) = Age foot sin haz, RL = 2r. (3) 
Probabilitatea (pe unitatea de lungime) de a găsi un electron în poziția z la timpul t este dată de: 
| plz, 2) 2 = | Agent cos hyz + Age iert sin kg = i 
= Atcos? kyz + Alsin? haz + 2A,Aa COS kyz Sin haz COS (03 — o). (4) 


Vedem că probabilitatea conține un termen care variază periodic cu frecvența bătăilor celor 
două frecvențe de Broglie « și wa. De fapt nu este greu de făcut următoarele integrale pentru 
a-l obţine pe 2, media spaţială a lui z: 

L]2 & 

| „IV Paz= 44 492 


L/2 2 
| 2 Il: dz = ae Asa Cos (og — of, 
pi 9x2 
2 
3 _fzIyl dz La 32 L AA 20 albale ra) 
ȘI 2 dz 9 A+ A 4 
adică, 
AA 
3 = (0,36 L) —— 2 — cos (cop — tf. (5) 
PE TUE il 
De ce frecvența radiaţiei este frecvența bătăilor. Dacă electronul are sarcina g = —e el 


radiază energie electromagnetică cu frecvența cu care oscilează. Din formula (5) se vede că valoa- 
rea, medie a poziției sarcinii oscilează cu frecvența bătăilor. Atunci frecvența radiației este frec- 
vența bătăilor care apar între cele două stări staționare implicate în „tranziție“: 


crea > og (6) 


7. COERENŢA TEMPORALĂ ȘI BĂTĂILE OPTICE 


Se poate obține interferența între unde de frecvențe diferite. Acest lucru este valabil atit 
pentru fenomene optice cît și pentru alte fenomene. Să presupunem că avem două unde lumi- 
noase | și 2 care produc cîmpurile electrice E, şi E, ambele polarizate (să zicem) pe direcția &. 
(Astfel putem renunța la semnul de vector.) Cîmpul total la un anumit z este suprapunerea dintre 
E, și E,. Folosind cîmpul complex Ec(t), avem: 


Ee(t) = E, eiouteid, + E, eioateipa. (1) 
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Fluxul de energie, care poate fi măsurat cu un fotomultiplicator (al cărui curent la ieșire este 
proporțional cu energia fluxului incident), este proporțional cu media lui E2(7) pe o perioadă 7 
a oscilaţiilor „rapide“ cu frecvența medie: 


< ET) > = = LE) 2 = 


1 
23 (Ep + E3 + 2E1E2 cos [(0o, — c2)t + (ei — 2)]). (2) 


Sperăm astfel să putem măsura un curent al fotomultiplicatorului care să varieze cu frecvența 
relativ mică a bătăilor, a — wa. Care sint cerințele pe care trebuie să le îndeplinească lărgimea 
de bandă? Amintiți-vă că punctul nostru de vedere simplu este de a ne imagina că amplitudinile 
și constantele de fază variază lent într-o manieră neprecizabilă, cu (de exemplu) q, alunecînd 
întîmplător cu o valoare de ordinul a 2x în intervalul de coerență care este inversul lărgimii 
de bandă a oscilației 1: . 


tateo) 2 (AV). (3) 
fatco) E (AVI. ă (4) 


Este clar că dacă vrem să observăm bătăile, componentele individuale trebuie să-și păstreze 
fazele practic constante pe toată durata unei perioade a bătăilor. Pentru a observa bătăile, 
cerem ca ambii timpi de coerență să fie lungi în comparație cu perioada bătăilor, adică, ambele 
lărgimi de bandă să fie mici în comparație cu frecvența bătăilor: 
Aw <|w —v2l | 
ntru bătăile observabile). 5 
Ap Im = (pe ) (5) 
Trebuie, în plus, să fiți în stare să detectați variații ale curentului fotomultiplicatorului în 
funcție de frecvența bătăilor. Nu strică și puțină ingeniozitate. Experiența a fost făcută și este 
admirabilă.* 


8. DE CE ESTE CERUL LUMINOS? 


Cînd în paragraful 7.5 am studiat dependența de culoare a luminii împrăștiate pe moleculele de 
aer am înțeles de ce este albastru cerul. Iată însă un argument care pare a ne spune că cerul 
trebuie să fie invizibil. Fie o anumită componentă a luminii solare. Cîmpul electric excită o 
anumită moleculă din aer. Fiecare electron oscilant al moleculei de aer emite radiaţii în toate 
direcțiile, unele dintre ele propagindu-se pină la ochii unui anumit. observator. Dar, pentru o 
moleculă dată (să-i zicem 1) există o alta (să-i zicem 2) care se află mai departe de observator 
cu o jumătate de lungime de undă. Dacă ambele molecule sînt excitate cu aceeași amplitudine 
și constantă de fază, undele lor ar trebui să se suprapună astfel încît să dea zero, în punctul 
în care se află observatorul. În cazul împrăștierii în jurul unghiului de 90” putem foarte ușor 
satisface aceste condiții de fază și de amplitudine cu condiția ca numărul de molecule de aer pe 
unitatea de volum să fie suficient de mare astfel încit să fie aproape întotdeauna o moleculă 
„nr. 2“ pentru fiecare moleculă „nr. 1“. (În cazul împrăștierii în jurul unghiului de zero grade, 
moleculele care se găsesc cu o jumătate de lungime de undă mai departe de observator sînt 
excitate cu o jumătate de perioadă mai devreme; deci ele nu dau interferență distructivă.) 
În cazul aerului la presiune și temperatură normale densitatea moleculelor este în jurul a 
3 X 1025 m-3. Astfel 'un cub cu latura de 5 x 107? m (lungimea de undă a luminii albastre) 
conține în jur de 4 x 10% molecule, adică în jurul a 100 de molecule de-a lungul fiecărei laturi 
a cubului. Se pare că este mai mult decît suficient pentru a da interferență complet distructivă, 


* A.T. Forrester, R.A. Gudmundsen, P.O. Johnson, „Photoelectric Mixing of Incoherent 
Light“, [Efect fotoelectric în lumină necoerentă.] Phys. Rev. 99, 169 (1955). 
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chiar dacă luăm în considerare faptul că densitatea aerului scade exponențial cu înălțimea de 
la suprafața pămîntului. Ajungem astfel să prezicem că partea din cer care corespunde unghiu- 
lui de împrăștiere de 90” ar trebui să fie mai degrabă „neagră“ decît albastră strălucitoare | 

Evident că această prezicere contrazice complet experiența. De fapt, intensitatea obser- 
vată este foarte apropiată de aceea care ar reieși pe baza împrăștierii pe moleculele individuale 
de aer, luînd în considerație densitatea moleculelor și adunind intensitatea cu care contribuie 
fiecare moleculă. Pentru un anumit motiv interferența distructivă prezisă nu apare. De ce? 

lată un alt fapt care are legătură cu primul: dacă în loc de aer folosim sticlă sau apă 
curată, interferența distructivă în cazul împrăștierii la 90” are într-adevăr loc. Acesta este moti- 
vul pentru care fasciculul unui proiector trece prin apa curată cu o pierdere neglijabilă de inten- 
sitate (exceptind lărgirea fasciculului datorită difracției). Dar cantitatea de aer de deasupra 
suprafeței pămintului este echivalentă în greutate și (aproximativ) în număr de molecule cu 
10 m de apă. Totuși, împrăștierea la 90* suferită de fasciculul unui proiector la tranversarea a 
10 m de apă este mult mai mică în comparație cu aceea suferită de o rază de soare la trecerea 
prin atmosferă. În cazul apei se adună amplitudinile împrăștierii la 90” și obținem interferența 
distructivă așteptată. În cazul aerului se pare că intensitățile sînt cele care se adună. De ce? 

Răspunsul îl dă uniformitatea distanțelor între moleculele de apă în comparație cu mole- 
culele din aer. (Nu are nimic de-a face cu diferența dintre o moleculă din aer și o moleculă de 
apă: vaporii de apă se comportă ca aerul gazos; aerul lichid se comportă ca apa.) Moleculele 
de apă sînt „în contact“ și au o distribuție spațială foarte uniformă. Există „garantat“ întot- 
deauna o moleculă „nr. 2“ pentru a anula contribuţia unei molecule date „nr. 1“ (în cazul supra- 
punerii cîmpurilor radiate de ele în poziția observatorului). În cazul aerului, putem spune nu- 
mai că în medie există o moleculă „nr. 2“ pentru fiecare moleculă „nr. 1“; citeodată există, 
cîteodată nu. Fluctuaţiile (uniformității densității moleculelor din aer) distrug coerenţa. În cazul 
împrăștierii la 90" interferența distructivă a amplitudinilo?, la care ne-am fi așteptat, nu mai 
apare. În locul ei (cum este cazul întotdeauna cu sursele necoerente) intensitatea totală este 
suma, întensităților contribuţiilor fiecărei surse. 

Iată o variantă mai simplă: Să considerăm o regiune minusculă din spațiu numită re- 
giunea 1. Să luăm o altă regiune (numită 2) de-aceeași mărime, situată la aceeași distanță de 
soare și situată cu o jumătate de lungime de undă mai departe de observator decit regiunea |. 
(Considerăm o componentă monocromatică a luminii solare.) Să considerăm că fiecare dintre 
aceste două regiuni este mică în comparație cu lungimea de undă. Atunci toate moleculele din 
regiunea | sînt excitate în fază. Fiecare contribuie în poziția observatorului cu un cimp E,. 
Dacă în regiunea | la un anumit moment sint n, molecule, atunci la observator cîmpul datorit 
acestor moleculă este n,E,. La fel, cimpul datorit regiunii 2 este nzE,. Cimpul total datorit celor 
două regiuni este dat de suprapunerea E = n,E, + nsE,. Din cauza faptului că cele două regiuni 
sînt excitate în fază şi sint distanțate cu o jumătate de lungime de undă pe direcția observato- 
rului, rezultă că E, este —E,. Astfel, la un moment dat avem: 


E = mE, + ngEa = (m — na)E,. 2 (4) 


Cimpul E, este cimpul radiat de una dintre moleculele de aer excitate. Pentru acest cimp putem 
scrie (lăsind la o parte notația vectoriălă deoarece nu ne interesează polarizarea :) 


E, = A cos (ot + 9). (2) 
Atunci cimpul cu care contribuie cele două regiuni, | şi 2, este dat de: 
E = A cos (ot + ş), E) 
unde 
A = (m — n). (4) 
Care este valoarea medie sau valoarea „așteptată“ a a mplituriiaii A? Citeodată mn, este mai 


mare decit n, ; citeodată este mai mic. În medie n, și n, sint egale; atunci valoarea medie a lui A 
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este zero. Dacă n, şi n, ar rămîne fixaţi la valorile lor medii, E ar fi întotdeauna zero și nu vom 
obține împrăștierea la 90”. Dar, după cum vom vedea, nu acesta este cazul. 

Să ne referim acum la intensitatea radiației împrăștiate. Intensitatea este proporțională 
cu pătratul cimpului electric radiat. Să facem media în timpul unei perioade a oscilației. (Pe- 
rioada este egală aproximativ cu 10-15 s; n, și n, nu se modifică în timpul acestui interval 
mic.) Intensitatea radiației împrăștiate este atunci proporțională cu pătratul amplitudinii A. 
Lăsînd de-o parte constantele care nu ne interesează, avem: 


Intensitatea = A? = (n — nPA?. (5) 


Să considerăm acum care este efectul fluctuațiilor în cazul în care diferența n — ng nu 

este constantă în timp. Dacă mediem pe un interval de timp suficient de lung vedem că media 

_în timp a intensității la care contribuie cele două regiuni este tocmai media (n, — n)? înmul- 

țită cu intensitatea pe care am obținut-o de la o singură moleculă din regiunea 1. Folosind pen- 
tru media în timp a intensității provenită de la cele două regiuni litera 1, avem: 


1 = (m = mail, (6) 


unde /, este intensitatea dată de o singură moleculă (care rămîne în regiunea 1) şi unde bara 
desemnează media în timp. Dar valoarea medie a lui n,, fi, este egală cu valoarea medie î;, 
a lui na. Putem scrie atunci: 


(ma — na)? = [la — Fin) — (ne — iz) = 
= (m — Ra)? + (mp — iz)? — 2 — Ale — A). 7) 
Calculind valoarea medie, găsim: 
(m — mg)? = (m — Fi + (ta — Pa)? — 2 — a)(na — a). (8) 


Tot ceea ce am scris pină acum se aplică atît aerului cit și apei. Acum ajungem la o diferență 
crucială. În cazul aerului cele două regiuni | și 2 sînt complet „independente“ în sensul că fluc- 
tuațiile din n, sînt (la un moment dat) independente de cele din n. Acest lucru se întîmplă 
fiindcă nu există o influență directă a moleculelor din regiunea | asupra moleculelor din regiu- 
nea 2. (În cazul apei nu este așa. Toate moleculele se ating. Dacă vreți să împingeți o moleculă 
înspre o latură a regiunii 1 trebuie să-i faceți loc, împingînd o altă moleculă în afară (de cealaltă 
parte a laturii) ; astfel veți împinge și moleculele din regiunea 2.) Deci, în cazul aerului valoarea 
medie a produsului (n, — îi) cu (na — î,) este tocmai produsul a două valori medii independente: 
(ma — Fia)(na — 2) => (a — Pa) * (a — Aa) = 
=> (a — a) * (a — Pa) =0. (9) 
(Pasul crucial a constat în recunoașterea faptului că în cazul aerului fluctuațiile lui n, sint inde- 
pendente de cele ale lui n3.) Să evaluăm acum media fluctuațiilor pătratice ale lui n, și n, în 
jurul valorilor lor medii. În cazul aerului este „suficient loc“ în regiunea 1 (sau regiunea 2); 
nu există o aglomerare de molecule. Faptul că se întîmplă să fie un exces de molecule în regiunea | 
la un anumit moment nu împiedică venirea unei alte molecule în regiunea |. În acest caz, se 
arată (după cum veți vedea în volumul V) că numărul de molecule din regiunea | (sau din re- 
giunea 2) ascultă de o lege de distribuție (numită „distribuția Poisson“), caz în care abaterea 
pătratică medie de la valoarea medie este egală chiar cu valoarea medie: 
(ms Aa? = Pie (ta — Aa)? = a: (10) 
Această relație este valabilă pentru moleculele de aer. Totuși, ea nu este valabilă pentru mole- 
culele de apă deoarece prezența unui mic exces inhibează puternic intrarea oricărei molecule 
adiționale. În schimb, în cazul apei, vom avea: 


(m — Pa i (na — a) 4 ha. (11) 
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Media în timp a intensității cu care contribuie cele două regiuni este dată în cazul aerului de: 
I = (m — ah = 

= (m = Bila + (ma — Bal + 0 = Hala + sl, = Pila + ale: (12) 

Această intensitate este tocmai suma întensităților cu care contribuie moleculele de aer din 
regiunea 1 și moleculele de aer din regiunea 2. În schimb, în cazul apei, avem: 

I = (na — na)? In < Fila + ala: (13) 

Dacă n, și n, ar fi întotdeauna egale am avea o „apă perfect rigidă și uniformă“ care ne-ar da 

o intensitate zero. 
Printr-o experiență foarte simplă şi ingenioasă, R.W. Wood a demonstrat că intensitatea 
luminii împrăștiate de aer la 90” este proporțională cu numărul de molecule, așa cum prezice 


relația (12). Puteţi repeta ușor experiența lui. Vedeți, de exemplu, descrierea ei în M. Minnaert, 
Light and Colour, [Lumină şi culoare] 172 și 174 (Dover Publications, Inc., New York, 1954): 


9. UNDE ELECTROMAGNETICE ÎN MEDII MATERIALE 


Discuţia de aici va fi mai generală decit aceea din textul principal. Nu vom evita discutarea 
dependenţei absorbției de permitivitatea relativă și nici nu vom evita folosirea numerelor com- 
plexe. : 


Ecuațiile lui Maxwell. Începem prin a scrie ecuaţiile lui Maxwell în forma lor cea mai ge- 


nerală: ş i 
v.p= Pot fite _ Ly.p (2) 
€o i) €o 
1 E 
AV x B = Jos + 22 se 
€ at 
1 1 P E 
— 2 met a [mr +2, (3) 
€9 €o at at 
(pompa Bi! (4) 
a 


[Pentru ecuația (1) vezi vol. II, pag. 376, ecuaţia (10.1); pentru ecuația (3), vezi vol. II, pag. 360, 
ecuația (9.79) care este valabilă cînd M este zero și pag. 406, ecuația (10.50) care este valabilă 


cînd aP/at şi 2E/at sînt zero; pentru ecuația (4), vezi vol. II, pag. 260, ecuația (10.30).] 
Un alt mod de a scrie ecuaţiile de la (1) la (4) este următorul: 


V-B=0 (5) 

V: (eo E + P) = putter (6) 

V x feoc?B —M)= - (EoE + P)+ Juver (7) 

7, agite 0 (8) 
at 


Combinația egE + P se numește D. Combinația egc2B — M se numește H: 
SE +P=D,sc?B-M=H. (9) 


Totuși, vom evita folosirea simbolurilor D și H. 
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Mediul liniar izotrop. Forța exercitată asupra unei sarcini punctiforme q plasată întrun- 
punct dat x, y și z la momentul dat 7 este: 


F=gE-+qvxB, (10) 


unde E și B sint cimpurile locale instantanee. Cind discutăm „mediile continui“, pentru a defini 
valorile mediate în spațiu ale lui E și lui B, vom folosi forța medie pe unitatea de sarcină, me- 
dierea forței făcîndu-se pe un element de volum mic. Vom considera că aceste cîmpuri acțio- 
nează asupra unei sarcini „medii“ a cărei viteză și sarcină sint mediate pe elementul de volum 
și corespund densității de curent și de sarcină în elementul de volum. 
Forțele care acționează asupra sarcinilor şi curenților din mediu se datoresc cimpurilor E 
_şi B din mediu. Aceste forțe modifică distribuțiile de sarcină și de curent și contribuie la P și 
M. Dacă polarizarea P este de-a lungul lui 4+E iar magnetizarea M este de-a lungul lui +B se 
spune că mediul este izoțrop. Acest lucru mai implică și faptul că P este zero cînd E este zero 
iar M este zero cînd B este zero. Mai implică, de asemenea, că (de exemplu) P+ depinde numai 
de E și nu de Ey sau E2. (În anumite cristale dacă împingeţi electronii atomilor cu o forță pro- 
porțională cu E, depiasarea lor, care este sursa lui P, nu este de-a lungul lui E deoarece for- 
țele de constringere ale cristalului fac ca electronii să se miște mai ușor pe anumite direcții decit 
pe altele.) Astfel, pentru un mediu izotrop avem, de exemplu, i 


Pr = coXEz + aE2 + BE3 +... (11) 


Pentru cimpuri suficient de slabe termenii pătratici şi de ordin mai mare din formula, (11) sint 
neglijabili. Acesta este cazul intensităților normale ale cimpurilor electromagnetice în materia 
obișnuită. (În cazul cîmpurilor suficient de puternice, cum ar fi acelea produse de un laser pulsat 
cu rubin, contribuțiile neliniare la mărimea lui P pot fi detectate și studiate.) Se spune că un 
mediu este liniar dacă în formula (11) putem neglija termenii aE2, GE etc. Mai vedem că „linia- 
ritatea“ nu este numai o proprietate a mediului ci și a intensității cîmpurilor prezente. 


Definiţiile lui x, Xm» e și u. pentru cîmpuri statice. Pentru un mediu liniar izotrop și cimpuri 
statice susceptibilitatea electrică x și susceptibilitatea magnetică Xp, se definesc în felul următor: 


Pa(x, y, 2) = cox(x, y, 2)Ez(z, y, 2) (12) 


Mala, y, 2) = X Bala, 9, 2). (13) 
u 


Permitivitatea dielectrică € și permeabilitatea magnetică u se definesc în felul următor: 


EoEz + Pz = sEz, (14) 
E9c2Ba — Mz = d Bz. (15) 
u 


Combinind aceste definiții obținem* 


L+yx=er (16) 


pe dag o (17) 
Hr Ur 


[Pentru ecuația (14), vezi vol. II pag. 341, ecuaţia (9.31). Ca să obţineţi ecuaţia (15), vezi vol. II, 
pag. 408, ecuaţia (10.55) pentru M = XmH şi pag. 406, ecuația (10.52) pentru definiția H = 
= e9c?B — M. Definiția următoare H = B/u ne dă ecuația (15).] 


* Reamintim relațiile e = er€o; 4 = Urioi; €ooc? = Î. Mărimea e, este permitivitatea, 


electrică relativă cunoscută și sub numele de constantă dielectrică iar u, este permeabilitatea 
magnetică relativă. (N.T.) 
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Susceptibilităţile în cazul cîmpurilor dependente de timp. Vrem să extindem aceste relații 
liniare, astfel încit ele să fie corecte și în cazul cîmpurilor dependente de timp într-un mediu 
liniar izotrop. Am putea spera că odată ce am măsurat (de exemplu) x pentru cîmpuri electrice 
statice vom generaliza pur și simplu relația (12) punind Pz(2, y, 2,1) = coxEz(x, y, z,t), unde x 
este valoarea obținută în cazul măsurătorilor pentru cîmpurile statice. După cum vom vedea, 
această speranță este deșartă. Este necesar, în general, să facem o descompunere Fourier a cîm- 
purilor în diferite componente dependente de frecvență. Susceptibilitățile electrică şi magnetică 
depind de frecvență. Astfel nu există un x „general“ care să poată fi dat factor comun în suma 
contribuţiilor la P a diferitelor frecvențe. 

Odată ce am găsit că susceptibilitățile depind de frecvență ne-am aștepta să putem gene- 
raliza formula (12) scriind: 


P(x, y, z, ot) = cox(2, y, z, o)Ez(z, y, z, at), (18) 


cu o expresie similară pentru Mz. Vom găsi, totuși, că şi formula (18) reprezintă o ultrasimpli- 
ficare, deoarece ea implică faptul că P, este proporțional cu E, la orice moment de timp. Mai 
general, trebuie să includem posibilitatea existenței unei componente a lui P4 care să fie în 
cuadratură cu Ex (adică, este defazată cu +90” față de E). Vom găsi că partea lui Pg care este 
în fază cu E2 nu duce la o absorbție a energiei electromagnetice de către mediu. Din acest motiv, 
vom denumi această parte a lui P. în fază cu E, partea „elastică“ sau „dispersivă“. Partea lui 
PA care este în cuadratură cu E ne dă absorbția energiei și va fi numită partea „absorbantă“ 
a lui Pg. Putem să-l scriem pe Pz(%, y, 2, wt) ca suma unei părți elastice și a unei părți absor- 
bante. În Cazul unui mediu liniar izotrop partea elastică este proporțională cu Ez(x, y, z, ot) 
cu constanta de proporționalitate xer(x, y, z, ). Partea absorbantă poate fi luată proporțională 


cu E (orar — E =) cu o constantă de proporționalitate xap (+, y, z, o): 
2, 


1 
— Pz(xy,z0t) = Xa(ă, y, z, o)Ez(z, y, 2, ot) + 
"eo 


1 
+ Xavlz, y, 2, o)Ez (+ y, ot — ra ”) . (19) 


Să considerăm o poziție dată şi să renunțăm în notație la x, y, z. Să presupurem că în 
această poziție avem: 


Ex(oot) = Ee cos (ot — 9). (20) 
Atunci formula (19) devine: 
2 Pz(ot) = xeEz(ot) + XabEz (i — 77) , (21) 
adică, 
A Patos) = Fo cos (ot —9) + Xaofasinot —q). (22) 


€o 


Un model simplu al mediului liniar izotrop. Să considerăm că, într-o vecinătate mică a 
unei poziții fixe date, mediul constă din N „atomi“ neutri pe unitatea de volum. Fiecare atom 
este constituit dintr-o particulă (un „electron“) avînd masa M, sarcina gq (q avînd semnul 
nespecificat) fiind legată cu un resort de constantă elastică Mw3 de un „nucleu“ mult mai greu 


avînd sarcina egală în mărime și opusă ca semn cu g. (Includem de asemenea cazul cînd «g este 
zero. Atunci avem o „plasmă“ neutră.) Neglijăm mișcarea comparabil mai mică a nucleului și 


neglijăm astfel contribuția sa la P. Atomul nu are moment magnetic și cimpurile magnetice nici 
nu induc moment magnetic. Astfel magnetizarea este zero. Neglijăm fluctuațiile şi neregulari- 


tățile mișcării particulelor individuale și presupunem că fiecare particulă acționează ca o parti- 
culă „medie“ fictivă. Se presupune că asupra particulei M acţionează resortul, cîmpul electric 
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Ez(ot) în poziția particulei și o „forță de amortizare“ care ia în considerație pierderea de ener- 
gie a particulei prin ciocniri cu vecinii ei (sau prin radiație). În comparație cu forța gE neglijăm 
forța gv x B care ar acționa asupra particulei M. Aceasta pentru că presupunem că nu sînt 
prezente cimpuri magnetice statice iar v este foarte mic în comparație cu viteza luminii. (Acest 
lucru este valabil chiar și în cazul cimpurilor electrice intense produse de un laser pulsat cu ru- 
bin.) Astfel, pentru componenta + a mișcării lui g avem: 


Ma = — Mota — MTa + gEz, (23) 
cu 
Es(oot) = Ep cos (ci — ș). (24) 


Forţa de amortizare —MT'x reprezintă transferul de energie de la sarcina oscilantă către 

mediu. Această energie nu se mai află nici în componentele de frecvență w ale cimpului electro- 
magnetic nici în energia de oscilație a lui M cu frecvenţa w ci, în schimb, se regăsește sub formă 
de energie de translație și de rotație a atomilor, și de asemenea sub forma unor vibrații „la în- 
timplare“ cu alte frecvențe. Această formă de energie se numește căldură. 
În formula (24) presupunem că amplitudinea E, şi constanta de fază q depind numai de 
poziția de echilibru a sarcinii g și nu depind și de deplasările instantanee «() ale lui-g față de 
poziția de echilibru. Presupunem astfel că amplitudinea de vibraţie a lui g este foarte mică în 
comparație cu lungimea de undă a undelor electromagnetice care dă dependența spațială și 
temporală a lui Ez. Altminteri ar fi-trebuit să introducem în Eg şi în q o dependenţă de x. 

Vom presupune că „cimpul local“, E, care apare în formula (23) în cazul mișcării sarcinii 
„medii“ g este același cu cimpul mediat în spațiu, Ez, care apare în formula (21). Acesta este 
aproximativ cazul gazelor sau al anumitor cristale. (În multe cristale cimpul electric simțit de 
o sarcină dată este dominat de o vecinătate mică. În general cîmpul local mediu nu este ace- 
lași cu media spațială a cimpului.) 4 

În acord cu cele obținute în paragraful 3.2 soluția staționară a ecuaţiei (23) are forma: 


x(î) = Aa cos (ut — 9) + Aa sin (ot — 9), 
unde Aa cos (wt — q) este componenta elastică a deplasării x, adică — partea în fază cu forța 


excitatoare, iar Aay sin (wt — q) este partea absorbantă a deplasării, adică partea în cuadra- 
tură cu forța excitatoare. Amplitudinile elastice și absorbante sint date de: 


ea 2 ÎPRNAN e— Bmal e AERE (25) 
M (og —o2) + To? 
operă În: a AutiDdet i. Pf ae eră (26) 


M (03 — 02) + T2o2 


Polarizarea PA este densitatea N înmulțită cu momentul de dipol gz corespunzind depla- 
sării x a lui q față de poziția de echilibru. Avem, astfel: 


Pa(t) = Ng=(t) (27) 
adică, 
Pa(t) = Ng4a cos (ut — q) + Ng4a sin(ot — q), (28) 
„adică, 
e Ș| 1 
Pata) = Ira ras) apă să E, (e -2 ”); (29) 
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Comparnind relația (29) cu relația (21) găsim: 
7 Na? i a-a3 

NaAa „ Ng (og — 0?) (30) 
E coM (0-0 + To? 


NqA av si Ng To 
€oEo oM (03 — 02)? + T2o? 


(31) 


Folosirea mărimilor complexe în ecuaţiile lui Maxwell. Ecuațiile lui Maxwell nu conțin 
rădăcina pătrată din — 1. Nici alte mărimi observabile cum ar fi E sau B sau P sau M. Totuși, 
folosind numerele complexe putem simplifica foarte mult calculele algebrice necesare pentru 
descrierea undelor electromagnetice în medii în care există și absorbție. 


Cind se poate neglija absorbția, formula (21) se reduce la forma mai simpă E Pr(wt) = 
LL) 

= la) Ez(wt), unde p(w) este Xe. Aceasta este de forma relației (18) care la rindul ei este 
similară cu relația liniară valabilă în cazul cîmpurilor statice dată de formula (12). În acest caz, 
„un vniţiile constantei dielectrice și ale permeabilității magnetice relative date prin formulele (12) 
piau a (17) pot fi folosite pentru cîmpuri dependente de timp. 

Cînd nu se poate neglija absorbția, formula (18) trebuie înlocuită prin expresia mai com- 
plicată (21). Aceasta pentru că atunci cînd nu putem neglija absorbția trebuie să includem com- 
ponentele lui P „în cuadratură“ şi „în fază“ (și similar pentru M). În acest caz trebuie să ne 


1 1 
ocupăm separat de E (ut), E (e - z, -) B(wt), B (e — Zi ) precum și de polarizările şi mag- 


netizările corespunzătoare care sint în fază sau în cuadratură cu E(wt) și B(t). 

O cale foarte comodă în care putem realiza acest lucru este de a folosi mărimile complexe 
pe care le vom numi E, B, P și M înțelegind că cîmpurile fizice adevărate sînt părțile reale ale 
acestor „tîmpuri complexe“. Dependenţa de timp a fiecăruia dintre cîmpurile complexe o luăm 
de forma exp(—iwt) unde semnul minus concordă cu convenția folosită în optică. [În electro- , 
tehnică convenția uzuală este exp(-+iut). În mecanica cuantică convenția este întotdeauna 
exp(—iot).] Vom introduce astfel mărimea complexă Ex (într-o anumită poziție) dată prin: 


Ez(c0t) = Egeipe-iat = Egcos (ot — ) — iEg sin (ot — q). (32) 


Cimpul fizic ce corespunde cimpului complex E. este partea reală a lui E, și este egal cu E 


cos (wt — q) în acord cu formula (32). 
Simplificarea ce apare prin folosirea dependenței de timp complexe exp (—iwt) este rezul- 
tatul faptului că un defazaj de 90” este pur și simplu echivalent unei înmulţiri cu ș: 


e—ilot—(1/2)r] = ei(1/2jre—iot = j e—iot, 
Astfel: 


Ea (+ E 3*) = iEz(ot). (33) 


Susceptibilitatea complexă. Fie că folosim cîmpurile complexe, fie că nu, polarizarea fizică 
este legată de cimpul electric fizic prin relația liniară (în cazul unui mediu liniar izotop) 


Ra A a apă (e a 37) i (34) 
29 


unde toate mărimile sînt reale și deci, fizice. Acum vom folosi cîmpul complex E„(ot) dat de 
formula (32) și reinterpretăm formula (34) cu Pg şi Ex complexe (Xa Și Xab încă sînt reali): 


a Pz(ot)= ya Ez(ot) + XavEz ( PE 1 Si ja 
-% Fi 


= XeEz(ot) + îXabEz(ot) 
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adică 

1 , 

— Palat) = x(o)Ez(ot), (85) 

€o 
unde 

X(o) = Xa + îXab: (36) 

Polarizarea fizică pe direcția x este partea reală a mărimii complexe Pz dată de (35). Ea folo- 
sește atit partea reală Xp cît și partea imaginară xay a susceptibilității complexe Xe + îXab 
(Desigur, Xe Şi Xav sint amîndouă mărimi reale.) De exemplu [luind e = 0 în formula (32)] 
avem: 


Ez = Ege—iot = Eg cos ot — iEg sin ot (37) 


1 : st 
— Pg = XEz = (a + ixab)(Eo cos ot — iEo sin ut) = 
fo 


= aaEg cos ct + xapEo sin ot + i: (partea imaginară). (38) 


Partea reală a lui PA este dată de formula (38), partea reală a lui Ex este dată de formula (37) 
iar mărimile reale Xe Și av satisfac relația (34) care este valabilă în cazul cimpurilor fizice (deci 
reale). 


Constanta dielectrică complexă. Fiindcă am introdus cimpurile complexe E. și Pz am obţi- 


nut expresia, foarte simplă SI, Pg = xEa dată de formula (35), în locul expresiei mai compli- 
o 

cate (34). Preţul pe care trebuie să-l plătim constă în faptul că avem acum o susceptibilitate 
complexă x(w), dată prin relația (36). Deoarece formula (35) este simetrică în ceea, ce privește 
forma cu formula (12) (care este valabilă pentru cîmpurile statice) putem extinde definițiile de 
la (12) pînă la (17) astfel încît să fie adevărate pentru cimpuri dependente de timp. Acest lucru 
înseamnă că, atunci cînd nu putem neglija absorbția, trebuie să folosim constanta dielectrică 
complexă și permeabilitatea magnetică relativă complexă dacă vrem ca formulele de la (12) 
pînă la (17) să fie corecte. Atunci, în concordanță cu expresiile (16) şi (36) avem: 


€ = ever = Eo(1 + x) = co(Î + Xer + ixab): (39) 
Atunci 
e = Re ce+1i Ime, 
unde 
„Re e = e9(l + Xa) (40) 
E a € = EoXab- | (41) 


În cazul w = 0 toate mărimile se reduc la valorile lor statice. 


Permitivitatea relativă complexă în cazul modelului simplu al mediului izotrop liniar. În 
cazul modelului nostru simplu avem M = 0. Atunci, m = 0 și ur =, în acordcu relaţiile (13), 
(15) şi (17). Susceptibilitatea electrică are partea reală (adică, elastică) și partea imaginară (adică, 
absorbantă) date de formulele (30) și (31). Astfel, formula (39) ne dă: 

Nq? (03 — 02) ri e To 
M (0ă — 02)2 + T2o?2 M (og —c02)2+ To? 


e = 1+ (42) 


Putem remarca faptul că odată ce ne-am decis să folosim numerele complexe soluția ecua- 
ţiei de mişcare în g, ecuația (23), devine foarte simplă: 


p Ei Tă + wâx = SA Ez = sd, Ege—iat, (43) 
M M 
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cu Eg complex. Fie acum 4 — xp exp (—iwt). Atunci i 300 Mă şi 3 = — o2x. Substituind în 
ecuația (43) obținem: 


FE DRE ee e 44 
(00 Soga 2 (44) 


Atunci susceptibilitatea complexă este dată de: 


Vi Nq x Nq 1 
sgilai) a SI ee (45) 
E Ez M (0â— 02) —iol 
Constanta dielectrică complexă e, este dată de: 
Nq2 1 
ip PD Ci a A ne 2 . (46) 


Puteţi verifica, uşor că formulele (46) şi (42) sînt echivalente, multiplicînd numărătorul şi numi- 
torul lui e, — 1 [în formula (46)] prin (6g— e?) + io, în aşa fel încit să fim în stare să-l scriem 
pe e, ca osumă Res, -+ îlme,. Citeodată este mai convenabil să-l lăsăm pese, în forma (46). 


Ecuațiile lui Maxwell pentru un mediu liniar izotrop. Vom pleca de la ecuaţiile generale 
ale lui Maxwell date prin relaţiile de la (5) la (8). Considerăm pe urmă și relațiile liniare dintre 
Pg și Ey și dintre Mg și Bz date prin formulele de la (12) pînă la (17). Aceste formule sînt co- 
recte, în cazul mărimilor complexe, numai dacă luăm « = 0. După cum am văzut ele sînt vala- 
bile şi pentru orice frecvență w dacă toate mărimile sint considerate complexe. Vom obține astfel 
ecuațiile lui Maxwell! care leagă cîmpurile complexe B și E (ale căror părți reale sint cîmpurile 
fizice): 


V:B=0 4 (47) 

V : (E) = priver (48) 

Vx(B/p) = E (E) + Joe (49) 

Pa (50) 
az 


În cazul general al mărimilor e și u dependente de frecvență, aceste ecuaţii se referă toate la o 
frecvență dată «. Deoarece mărimile fizice paiber Şi Jiiver pot avea fiecare părți proporționale 
atît cu cos wt cit şi cu sin ot ele, în general, vor fi părțile reale ale mărimilor complexe care apar 
în ecuațiile de mai sus. 

Desigur, în cazul special al mediului în care e şi u nu depind de frecvență, toate mărimile 
Sînt reale. 


Ecuațiile lui Maxwell pentru un mediu liniar, neutru, omogen și izotrop. În ecuaţiile (48) 
și (49) permitivitatea electrică și permeabilitatea magnetică sînt funcții complexe de frecvența e 
şi de coordonatele x, y, z deoarece n-am presupus că toate punctele mediului au aceleași pro- 
prietăți. De exemplu, în mediul nostru simplu considerăm densitatea de electroni ca fiind o 
funcție de poziție, N = N(x, y, 2). Să considerăm acum cazul extrem de simplu și de important 
în care mediul este omogen, ceea ce înseamnă că yu şi e nu depind de x, y şi z. Cu aceste presu- 
puneri, în ecuaţiile (48) și (49) e și u sînt constante. Presupunem, de asemenea, că mediul este 
neutru, prin aceasta înțelegind că priver Şi river sint amindouă zero. (Modelul simplu poate fi 
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un gaz neutru, sau un solid amorf, sau plasmă.) Atunci ecuațiile lui Maxwell (47) pînă la (50) 


devin: 

V.-.B=0 (51) 

V:E=0 (52) 
E 

VxB = ap (53) 
at 

VxE = 1408 (54) 
at 


Observăm că dacă punem uy = | și e, = l obținem ecuaţiile lui Maxwell pentru vid. În cazul 
care ne interesează, uy și e, sint în general complexe astfel încît și E și B sint complexe. De 
exemplu, în mediul nostru simplu uy = | iar e, este complex. Atunci atit E cit şi B sînt 
complexe iar cimpurile de interes fizic reprezintă părțile reale. 

Ecuația undei. Ecuațiile de la (51) la (54) sînt ecuații diferențiale liniare de ordinul întîi. 
Ecuațiile (53) şi (54) sint ecuaţii cuplate legind între ele pe B cu E. Putem obține, în felul urmă- 
tor, ecuații necuplate de ordinul doi. Să luăm rotorul ecuației (53) și să folosim apoi ecuația (54): 


Vx(VxB)=ue 20 xp ue. (55) 
„dt 
În mod similar să luăm rotorul ecuației (54) și să folosim apoi ecuația (53): “ 
2 
xx 20% Be ea (56) 
[4 


Să aplicăm acum identitatea vectorială [(Anexa, formula (39)]; 
Vx(Vx0)=V(V-0) —V:c (57) 


membrului sting al ecuaţiei (55) şi la fel pentru ecuația (56) şi să folosim faptul că atit V-E 
cît și V-+B sînt amindouă zero. Se obține: 


a d (58) 


Ecuațiile (58) constau de fapt din şase ecuații separate, fiecare de forma: 


V=y(, y, 2,6) — insă Play, 20) — 0, (59) 
[ză 


at2 


unde W(x, y, 2,4) desemnează oricare din mărimile Ea, Ey, Ez, Bz By şi Bz. 

În cazul special în care e, și u sînt reale, pozitive şi independente de frecvență, ecuația (59) 
este ecuația, clasică a undei pentru undele nedispersive. Acesta este cazul vidului unde up = e = 
= 1. Ne interesează însă cazul unui mediu omogen, neutru, izotrop și liniar în care e; şi uy sînt 
complexe și depind de frecvență. În acest caz îi vom lua pe E și B drept mărimi complexe 
cu dependența de timp exp (—iwt). Avem astfel pentru toate cele șase mărimi reprezentate prin 


(x, y, z,t): 


Vl, y, 2,1) = ela, y, ze=iet (60) 
22 
re etaj (61) 


Substituind formula (61) în ecuaţia (59) și simplificind exp (—iot) obținem ecuația diferențială 
pe care trebuie să o satisfacă dependența spațială p(x,y,2): 


Vig(x, y,2) + Rola, y,2) =0, 462) 
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unde am definit constanta complexă R prin 


2 
Masi jeg Stiu , (63) 
c2 


Indicele de refracție complex. Vom defini mai departe constanta complexă n?, numită 
pătratul indicelui de refracție complex, prin 


n? = urer. (64) 


Astiel 


au 
2 — 2 —— — 
k n ac eri (65) 
Observaţi că intrucit e; şi u; sint complexe, la fel sint k? şi n?. Putem extrage rădăcina pătrată 
din F? și din n2. Rădăcina pătrată a unui număr complex este un număr complex. Avem astfel 
un k complex şi un indice de refracție complex. 


Soluţii scrise sub forma unor suprapuneri de unde plane. Soluția generală a ecuației (62) 
se poate scrie ca o suprapunere de termeni de forma: 


p(x, y, 2) = eikr = exp îi (khz + Ryy + hz2), (66) 
unde 
2 2 
RE RD A+ RI = R2 = 2 — = rep — e (67) 
ci că 


Atunci soluția generală a ecuaţiei (59) se poate scrie ca o suprapunere de unde plane progresive 
de forma: 


(x, y, 2, 8) = e—ilat— ke), (68) 
cu &? complex. 


Unde plane care se propagă de-a lungul lui z. Ca un caz special, vom considera situația 
în care numai kz diferă de zero. Atunci soluția generală conține o undă plană care se propagă în 
sensul +z și o alta care se propagă în sensul —z: 


V(z, ?) = [Ateriti + A-e=ihe]e—iot, (69) 


unde -+k și —Fk sînt rădăcinile pătrate din k? iar A+ şi A” sînt constante complexe. Deoarece 
vrem ca, exp î(kz— ct) să reprezinte o undă plană care se propagă în sensul -+z, vom nota cu 
k acea rădăcină pătrată a lui &? care are o parte reală pozitivă, dacă și k are o parte reală. Dacă, 
însă, k este pur imaginar, vom nota cu k acea rădăcină pătrată a lui k? care este egală cu +i|k |. 


Relaţia dintre E și B în cazul undei plane. Relaţia (69) trebuie să fie valabilă pentru oricare 
dintre cele șase mărimi E, Ey, Ez, Bz, By, Bz deoarece toate aceste mărimi satisfac ecuația 
undei (59). Cînd am obținut ecuaţia de ordinul doi a undei am pierdut o parte din informațiile 
conținute în ecuaţiile lui Maxwell de ordinul întîi. Ne vom întoarce acum la ecuațiile lui Maxwell 
și vom reintroduce toată informaţia. Din V:B = 0 şi V:E = 0 tragem concluzia că Bz și E2 
sînt constante (pentru k de-a lungul axei 2). Deoarece nu considerăm cazul special al frecvenței 
zero, acea constantă este zero. Va trebui astfel să-i luăm în considerare numai pe E, Ey, Bz 
și By. Pentru simplitate, vom considera numai polarizare liniară cu E diferit de zero şi Ey egal 
cu zero. Avem, atunci, în acord cu formula (69): 


Ex(2, t) = (Erei + BE-e—ihi)e—iat, (70) 
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unde E+* şi E” sînt constante complexe. Din ecuaţiile lui Maxwel! (53) și (54) găsim atunci că Ba 
este zero iar By şi E sînt legate prin relațiile: 


—. 3 udă i i , (71) 
2Bu _ _2Ez, 
at az 
Folosind faptul că By are forma dată de relația (69) și ținînd cont de ecuaţiile (71) găsim: 
cBy(z, î) = n(Eteik: — E-e—îhie—iot (72) 


Astfel, dacă E este dat [vezi formula (70)], atunci By este complet determinat [prin formula (72)]. 
Rezultate similare se obțin dacă vom considera că Ey este diferit de zero. Rezultatele generale 
ne spun că pentru componentele care se propagă în sensurile+ 2, B şi E sint legate prin relațiile: 


Bt=-+ 2 xX(nEt), B = -—î x (nE), (73) 
unde semnele din partea de sus a literelor se referă la propagarea în sensul + 2 sau —2. În toate 
aceste relații n și k sînt, în general, mărimi complexe. 

Exemplu numeric de indice de refracție complex. Să considerăm că avem un mediu cu 


up = LO și ep = 1+ ip, la o frecvență dată vw. 
Atunci: 


n2= 1+ îN3 = 2 exp [ 3). (74) 


n = N2expi z=a(7 W+ 2 ) = 1,225 + 0,7074, 


mr Son a 1 09 Sia 0, 70074, 
c 


[ză c 


Să considerăm că unda este polarizată liniar. de-a lungul lui x şi se propagă în sensul -+-z. Atunci 
E = 0. Vom lua Et = Ep, unde E, este real. Atunci: 


Eg = Egeilhz—at) — Eeg—0;707(0/cheicl(1,2234/c)-t ] 
cBy = nEz = V2 E exp [ 5) e 


În acest exemplu unda se propagă în sensul +z. Lungimea sa de undă (distanța pentru care 
faza, crește cu 2x la un t fixat) este (1,225)-1 înmulțit cu lungimea de undă în vid. Amplitudinea 
undei descrește exponențial cu distanța. Inducția magnetică înmulțită cu c este de N2 ori mai 
mare decit cîmpul electric și este în urma lui cu o fază de 60”. 


Reflexia și transmisia undelor plane. Să considerăm că mediile 1 şi 2 sînt diferite, omogene, 
avînd planul z = 0 ca interfață. Mediul 1 ocupă tot spațiul cu z negativ, mediul 2 ocupă tot spa- 
țiul cu z pozitiv. O undă plană este generată de o sursă la z = — 00. Aceasta dă o undă inci-: 
dentă care se propagă în mediul 1 în sensul +z. Discontinuitatea generează o undă reflectată 
şi o undă transmisă. Pentru simplificare vom considera numai incidența normală. Fie unda 
incidentă polarizată liniar de-a lungul lui + cu amplitudinea complexă a lui EA egală cu uni- 
tatea. Fie RR, și Tu amplitudinile complexe ale mărimilor E, reflectate şi transmise. Avem 
astfel 


Ex(l) = Le eithut—0i) + Reita), (75) 
Ez(2) = Tya eilha—0t) (76) 
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unde E(1) este cimpul total E, (adică, incident plus reflectat) în-mediul 1, Ez(2) este cîmpul 
total E, (adică, transmis) în mediul 2 iar Rz și Tu, sint constante complexe necunoscute care 
trebuie determinate. , 

Putem folosi formula (72), pentru a-l afla pe By în ambele medii îndată ce E2 este cunoscut: 


cBy(1) = meithui—at) — na Rupe —ilhi— at), | (77) 
cBy(2) = na Tae eilka—ot). (78) 


Condiţii pe frontieră la z — 0. Deoarece la z = 0 avem o discontinuitate nu trebuie să fo- 
losim ecuațiile lui Maxwell pentru un mediu omogen atunci cind considerăm regiunea din ime- 
diata vecinătate a planului z = 0. Vom folosi, în schimb, ecuaţiile lui Maxwell de la (47) 
la (50) pentru un mediu liniar izotrop. Considerăm că ambele medii sint neutre și că nu există 
sarcini de suprafață sau curenţi în planul de discontinuitate. Cele două ecuații Maxwell care ne 
interesează sint cele cu rotorul: 


V x (B/u) = a = —0E, (79) 
Prinz 00-  spua. (80) 
at 


unde, în problema noastră, E = RE și B = By. Conform teoremei lui Stokes, orice vector C 
satisface relația: 


fo xo-a=gc-a, (81) 


unde dA este un element de suprafață iar dl este un element liniar de-a lungul conturului ce 
mărginește suprafața. Vom aplica formula (81) lui C = (By$ /u) folosind un contur care se des- 
fășoară pe direcția +y de o parte a planului z = 0 şi se întoarce pe —y de cealaltă parte a pla- 
nului z = 0 cu cite o distanță foarte mică Az între cele două laturi ale conturului. Cind Az tinde 
la zero și suprafața mărginită de contur tinde la zero. Atunci integrala de suprafață din membrul 
sting al formulei (81) tinde la zero, cu condiția ca V x C să nu fie infinit. (Şi nu este.) Atunci şi 
integrala pe contur din membrul drept a formulei (81) este zero. În acest caz, componentele lui 
C tangente la frontieră sint egale pe ambele părți ale frontierei. Găsim astfel că componenta 
tangențială a lui B/u este aceeași pe ambele părți ale frontierei; ea este „continuă“ în z = 0. 
În mod similar, componenta tangențială a lui E este continuă în z = 0. 

Continuitatea lui Eg în z = 0 ne dă [folosind formulele (75) şi (76)]: 


1+ Ra = Za (82) 
Continuitatea lui Hy = By/u în z = 0 ne dă folosind (77) și (78) 


2 (Î — Ru) = tie 6 


Definind impedanța caracteristică (pînă la o constantă de proporționalitate) ca: 

LR» AR | ud (84) 
n Vurer e 

Rioa = Tia = + Ra: (85) 
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În cazul special în care permeabilitatea magnetică relativă ur este unu avem Z = nl. Atunci 
formulele (85) devin: 


Pa — Pa 


Rae = Tao = + Rao: (86) 


H+ Na 


În cazul special în care mediul 1 este vidul cu n, = | iar mediul 2 este un mediu cu indicele 
complex n = na + înp, formula (86) ne dă 

l—n | — n) — în ș 

Ra = —— aud 2:07 384, = | R lexp iq. (87) 

l+n (UL n) + în 
Amplitudinea undei reflectate este de | R | ori cea a undei incidente. Dependența de timp 
exp(—iot) a undei incidente devine exp(—iwt + 1q) în cazul undei reflectate, astfel încît q este 
întârzierea în fază introdusă de reflexie. Intensitatea reflectată este | R,, |?, unde în acord cu 
formula (87): 


(1 — na)? + n? (88) 


| Ru ; mc 
(Lt na + ni 


Exemplu. Un model simplu pentru relația de dispersie a unui conductor. Să presupunem 
că putem aplica modelul nostru simplu. Vom lua constanta Mwâ zero. Acest fapt înseamnă că 
„sarcina medie“ satisface următoarea ecuație de mișcare: 


sa 3 Ba (89) 
MO ş 


„Să considerăm mai întîi un cîmp electric constant aplicat brusc la / = 0. Viteza + crește expo- 


nențial cu timpul pînă ce atinge „viteza limită“ obținută din ecuația (89) punînd x = 0. În 
cazul unui cimp constant E, aplicat la / = 0, soluția ecuației (89) este 


x = 


E, 
si cina > Al lee (90) 
TM TM 
Astfel IT, ce are dimensiunile unei frecvențe, ne dă „viteza cu care se atinge viteza limită“. Altfel 
spus, I-1 este timpul mediu de relaxare a curenților „tranzitorii“ care apar atunci cînd cimpul 
electric capătă brusc o nouă valoare constantă. 
Domeniul frecvenţelor pur rezistive. Pentru e „mic“ (însemnind « mic în comparație cu 
T), sarcinile vor avea practic întotdeauna viteza limită corespunzătoare cîmpului instantaneu 


Ea. În acest caz, relația de fază dintre Pi şi E este practic aceeași cu aceea pentru frecvență 
zero (adică, pentru curent continuu). Mediul este atunci pur rezistiv. Expresia (90) ne dă: 


o&T. (91) 


i) = € 0, 


Densitatea de curent Jz este atunci proporțională cu E4. (Aceasta este legea lui Ohm.) Legătura 
între conductivitatea „pur rezistivă“ os. și I' este următoarea: 


= OccEz, (92) 


. E 
Ja = Na = Ng Er 


adică, 


2 
poi ti, măr, (93) 
TM 
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În cazul general al unei frecvențe arbitrare, viteza x va avea nu numai o componentă îu 
iază cu E2 ca în cazul curentului continuu (c.c.) ci şi o componentă în cuadratura cu E. Vom 
folosi atunci mărimile complexe, toate avind dependența de timp de forma exp(—îw!). Soluția 
ecuației (89) corespunzătoare stării staționare se obține ușor. [Puneţi în ecuația (44) w = 0]. 
Atunci conductivitatea complexă este dată de: 


Ja = nq 3 = Ng(=ioa) = — io Pr = — iotoxEz = o(0)Ez (94) 
iar 
6(w) = — îveoă = — îneo(jet + îXab) = Ocokab — Î0CoXel: (95) 


Vedem că dacă o(w) este real, x este în fază cu E, şi o este proporțională cu partea absor- 
bantă a susceptibilității electrice. 

În loc să separăm pe X(w) şi o(0) în părțile lor reale și imaginare ne complicăm mai puțin 
scriindu-le cu numitorul complex ca în formula (45). Avem astfel [punind og = 0 în formula (45)]: 


Nq 1 


q 
Pe ce 96 
ali e ap = (96) 
Ng?2 ] 
ales) = — icseggg(a) = d te (97) 


M Pra CA 


În limita o <& T putem neglija «2? în comparație cu e astfel încît în limita pur rezistivă. sau în 
curent continuu avem: . 


Ne? 1 


cok(o) = 1 —vvu<l. (98) 
o 
şi 
fm dA 
== 00) = i 9% 99 
o(w) ZI 6(0) = oc, o & - (99) 


Vedem că pentru domeniul de frecvență pur rezistiv 0ssw < I[ conductivitatea o(w) este reală 
şi egală cu valoarea 6(0) în curent continuu (frecvență zero). Viteza x este atunci în fază cu Ez. 

În cazul w <& T susceptibilitatea electrică complexă x(c) este pur imaginară, în acord 
cu formula (98). Pătratul complex al indicelui de refracție, n2, este dat, în cazul o <& I, de 


2 2 
ap Pepe Re gl aa pri pi (100) 
coM oL (a) 
unde 
2 
De m d (101) 
coM 


Există două cazuri limită ale unui „mediu pur rezistiv“ avînd caracteristici fizice calita- 
tiv diferite, J 
Cazul 1. „Mediul vezistiv diluat“ 
În acest caz o, I şi op satisfac relaţiile: 


2 
sa at P. Post. (102) 
Atunci în acord cu expresia (100) avem: 
2 012 2 
d LE - A ao di plete, (103) 
o 2 of 
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neglijind termenii de ordin superior. În acest caz: & 


me (104) 


unde în ultima egalitate am folosit formulele (101) și (93). Partea reală a lui & este egală cu 
w/c, la fel ca în vid. Partea imaginară este mult mai mică decit partea reală. Partea imaginară 
a lui k dă atenuarea exponențială a unei unde plane progresive. Lungimea medie de atenuare 
este mare în comparație cu lungimea de undă. Intensitatea undei plane este proporțională cu 
modulul pătrat al amplitudinii complexe. Ea este atenuată exponențial cu distanța printr-un 
factor exp (—2 k72), unde ky este partea imaginară a lui k. Distanța d — (2k7)1 în care intensi- 
tatea este atenuată printr-un factor e! este dată de expresia (104): 


1 F 
—'s 2 pa S€ , adică, PE. (105) 
d Eoc d E9c 
„Rezistența per pătrat“ a unei plăci pătrate constituită dintr-un mediu rezistiv diluat avînd 
grosimea plăcii d şi lungimile laturilor L este rezistivitatea în curent continuu împărțită prin d. 
a | 
Ea este egală cu — = 377 ohmi per pătrat, conform cu relația (105). Poate vă reamintiți 
E9c Pi 
că 377 ohmi per pătrat este impedanța caracteristică a unei terminaţii ideale (nereflectante). 
(Vezi capitolul 5.) Desigur că unda nu este absorbită numai pe o distanță d de descreștere expo- 
nențială a intensității. Totuşi, practic nici o parte din undă nu se reflectă și în cele din urmă 
ea este total absorbită. 

"Mai precis, deoarece partea reală a lui n este ssaetie unu iar partea imaginară este mică 
în comparație cu unu, fracțiunea reflectată din intensitatea unei unde plane la incidență normală 
venind din vid este dată de: 

E 0 2 2 
na — rm a RE a ut 1 (106) 


IR k = 
(nn + 12 + n$ 22 + mă 4 


Folosind expresiile (103) şi (105), | R |? devine: 


2 >2 
ze peca 2 SE. [se e, (107) 
16 lof 4d 
unde 4 = c/w este lungimea de undă „redusă“ în vid. 


Cazul 2. „Mediul vezistiv dens“ 
În acest caz avem relaţiile: 


o&I, olop ol. (108) 
Atunci, în acord cu formula (100), n2 este, practic, pur imaginar. Cind luăm rădăcina pătrată 


1/2 
din n? folosim faptul că rădăcina pătrată din i estejezp [ =)] = cxeți 7). care este 


2712 (1 + 3). Se obţine: 


„i (2 uram (109) 


a E [e 2 asa je (e Sia (110) 


Părțile reală și imaginară ale lui k sint atunci egale. Fiecare din ele este mare în comparație cu 
valoarea lui k în vid (adică cu «w/c). Distanța medie de pătrundere a amplitudinii, kz!, este mică 


Atunci: 
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în comparaţie cu lungimea de undă în vid. Rezultă că o undă plană incidentă din vid pe un 
mediu rezistiv dens este practic reflectată fără nici o absorbție. Acest lucru se întimplă fiindcă 
distanța de pătrundere este atit de mică incit relativ puține sarcini simt cîmpul electric. Acelea 
care îl simt se găsesc la viteza limită, în fază cu E4, și deci absorb energie. Totuși ele sînt așa de 
puține încît unda „scapă“ doar cu o mică pierdere în intensitate. Mai precis, fracțiunea din inten- 
sitatea reflectată este dată de: 


[pi = taste, WE ete sli ce 2 ape lit reală A), a, 
(nR + 12 + m |n [2 + 2np In |2+ A2ln| 
1/2 
2242 22 (111) 
|n | oz 


Astfel | R |? = | deoarece ol & 03, 


Lungimea de atenuare (de e ori) a intensității, d = (2k7)"1, este dată de: 


9 


Deşi acest d este mic în comparație cu lungimea de undă, ea este mai mare cu factorul (1/2 d) 
decit grosimea care ar da 377 ohmi per pătrat în cazul curentului continuu. Impedanța este, 
astfel, mică în comparație cu aceea care dă o adaptare perfectă. Din acest motiv, semnul lui Ez 
se schimbă la reflexie. 

Vedem că există o mare diferență între un mediu diluat și unul dens. Un mediu rezistiv 
diluat este practic „negru“. El este aproape complet absorbant. Prin contrast, un mediu rezis- 
țiv dens acționează ca o impedanță „concentrată“ care este foarte mică. El ne dă reflexie aproape 
completă. 

În final, trebuie să ne reamintim că expresiile prin care am denumit cele două cazuri nu 
sint decit nume pentru condițiile exprimate de inegalitățile (102) și (108). Aceste denumiri omit 
faptul important că un conductor dat are proprietăţi diferite ce depind de frecvență. De exem- 
plu, în acord cu expresia (108), orice conductor acționează ca un mediu rezistiv dens, dacă w 
este suficient de mică. Pe de altă parte, un conductor nu poate fi un mediu rezistiv „diluat“ la 
orice frecvență în afara cazului I' > wp. Dacă este satisfăcută această condiție, el este un mediu 
rezisti'r diluat numai în domeniul de frecvență dat prin relațiile (102). 

Domeniul frecvențelor pur elastice. Ecuația de mișcare pentru o singură sarcină medie 
este dată de relația (89).. În cazul dependenței de timp complexe exp(—iw!) această ecuație se 
poate scrie: 


— da e Dă i (112) 
M 


Domeniul frecvențelor pur rezistive pe care tocmai le-am examinat se caracteriza prin faptul 
că putem neglija « în comparație cu T. Domeniul pur elastic este acela în care « este foarte - 
mare în comparație cu TI. Astfel în cazul frecvențelor pur elastice avem: 


E uta Ț, (113) 


oM 


Atunci viteza este în cuadratură cu forța aplicată și nu se efectuează nici un lucru mecanic net 
pe parcursul unui ciclu. Nu există absorbție. Conduitivitatea complexă este un număr pur ima- 
ginar dat prin [folosind ecuația (113)]: 


a No2 
Je = Ng a = i A Ep = o(u)Ez. 
oM 


545 


adică, 


2 
a „er. (114) 


w 


6(w) = 


[Vezi, de asemenea, ecuaţia (97) cu neglijarea lui o in comparație cu w?.) 
Pătratul indicelui de refracție complex, n2, este dat de: 


2 2 
pe Step pt 28 a 1 Mibei aug p. (115) 
toMu? w2 


Există două domenii de frecvență pur elastică, calitativ diferite. 
Cazul 1. Domeniul frecvențelor dispersive 
În acest caz avem 


T<&op&u. (116) 
Atunci, în acord cu relația (115), avem: 
0Osm-<l, (117) 
adică 
0Osusl. (118) 


Astfel, pentru un conductor în domeniul frecvențelor dispersive indicele de refracție este 
real şi cu valorile cuprinse între zero şi 1. Mediul este transparent. Nu există absorbție. Viteza 
de fază este mai mare decit c. Fracțiunea intensității reflectate este (n — 1)2/(n + 1). 

Cazul 2. Domeniul frecvențelor reactive 

În acest caz: 


T<&osop. (119) 
Atunci relația (115) ne dă: 
2 
— 2 &ms0. (120) 
Ța 
Astfel n? este negativ şi n este pur imaginar: 
2 1/2 
n=iInl=i ti : 
dă 
şi 
ALE e ja ţe RL 
c c 


O undă plană într-un mediu reactiv are forma: 
Ex = [Ate—lhla + A-e+lhlzje=iat. 

Dacă mediul se întinde pînă la z = + 00 atunci 4” este zero. Astfel o undă plană incidentă 
din vid pe un astfel de mediu va fi reflectată total, fără absorbţie. Mai precis, fracțiunea inten- 
sității reflectate este dată de: 

(na — 12 + nă | Li ni _ î 

(na + 12 + n3 1+ n3 

În textul principal, am evitat discutarea cazului în care indicele de refracție este complex 

și numărul de undă k este complex, nediscutînd mediile absorbante. În cazul frecvenţelor reac- 
tive, am folosit simbolul x în locul a ceea ce acum am denumit cu | & | pentru mărimea numărului 
de undă complex k. În cazul domeniului dispersiv am folosit &, ceea ce corespunde cu numărul 
nostru complex k atunci cînd el este real. 


LRk= 
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Rezumat al proprietăților conductoarelor. Putem rezuma acum proprietățile oricărui con- 
ductor (in măsura în care funcționează modelul nostru simplu): 

(î) La frecvențe suficient de joase orice conductor este un mediu rezistiv dens. El reflectă, 
practic complet, cu absorbție foarte mică. 3 

(ii) La frecvențe suficient de înalte, orice conductor este un mediu dispersiv. Atunci el' 
este transparent. 

Conductoarele pot fi împărțite, în mare, în trei clase, în raport cu mărimea relativă a ratei 
de atingere a vitezei terminale, T, față de frecvența de oscilație a plasmei, op. 

(î) Un conductor cu I' > wp prezintă un domeniu de frecvenţe în care se comportă ca un 
mediu rezistiv diluat. În acest domeniu el poate absorbi o undă fără reflexie. Un asemenea 
conductor nu admite un domeniu de frecvențe pur reactive și astfel nu poate prezenta reflexie 
totală la nici o frecvență. 

(îi) Un conductor cu I' < wp admite un domeniu de frecvență în care se comportă ca un 
mediu pur reactiv. În acest domeniu el prezintă reflexie totală fără absorbție. Nu admite un 
domeniu de frecvență în care să se comporte ca un mediu rezistiv diluat. De aceea, nu absoarbe 
niciodată o undă plană fără reflexie. 

(iii) Un conductor cu IT 4 wp nu admite un domeniu de frecvențe în care să se comporte 
ca un mediu rezistiv diluat dar nici un domeniu în care să fie un mediu pur reactiv. Desigur 
tot va mai prezenta proprietatea generală care spune că pentru e suficient de mic se comportă 
ca un mediu rezistiv dens iar pentru « suficient de mare este transparent. 


Aplicaţie. Argintul solid 


Să presupunem că modelul nostru simplu poate aproxima argintul solid. Sarcinile în miș- 
care sînt „electronii de conducție“, care sînt supliniți de „electronii de valență“ ai atomilor de 
argint. Valenţa este unu. Masa atomică este 107,9 kg/kmol. Densitatea, este 10,5 x 10 kg/m?. 
Numărul lui Avogadro este 6 x 1026 kmoll. Atunci N este (6 x 102%)(10,5 x 10%)/107,9 = 
= 5,8 x 1028 m-3. Considerînd că M și q sînt masa și sarcina unui electron liber, găsim: 


2 
ve | £ = 1,36 x 10lts-1, 


eoM 


Rezistivitatea pec este 1,59 x 10% ohmi: m. Atunci T este dat de: 


e2 


T = 


= eotiăpoo = 2,7 X 1013 sl, 
Sec 

Vedem că în argintul solid, T & op. În cazul o & 2,7 X 1018 s-, în acord cu modelul nostru” 
argintul. este un mediu rezisti dens. (De exemplu, în cazul microundelor.) În cazul o > 2,7 X 
X 1013 s-1 mediul este pur elastic. În domeniul pur elastic cu w < 1,36 x 1016 s-1 el este pur 
reactiv. (Acest domeniu include și radiația vizibilă.) În domeniul pur elastic cu e > 1,36 x 1016s-1 
el este transparent. (Acest lucru se întîmplă în ultravioletul îndepărtat și în domeniul razelor 
X.) Desigur, argintul real nu urmează acest model în mod exact. (Printre altele, am neglijat 
contribuțiile electronilor „legați'“.) 


Aplicaţie. Grafitul 


Considerăm că valența este 4, densitatea este (2 x 102) kg/m?, masa atomică este 
12 kg/kmol. Atunci modelul simplu dă: 
&p.2=0,36 X 1012 si, 
Rezistivitatea pe este 1,41 x 10-5 ohmi-m. Se obține 
T = 1,6 x 1017 st. 
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În cazul w &£1,6 x 1017 s-1, în modelul nostru, grafitul este pur rezistiv. Cînd o &8 x 1015 s-1, 
el este un mediu rezistiv dens. Cind 8 x 1015 &w <& 1,6 x 1017, el este un mediu rezisti di- 
luat. Deoarece acest domeniu acoperă doar un factor de 20 în frecvență, ambele inegalităţi nu 
pot fi bine satisfăcute, astfel încit grafitul nu este un mediu foarte diluat la nici o frecvență, 
şi deci nu este „complet“ negru la nici o frecvență. Grafitul nu are un domeniu de frecvență 
reactivă. În modelul nostru, pentru w > 1,6 x 1017 sl, el este transparent. 

Să calculăm reflectivitatea | R |? în cazul radiației vizibile pe grafitul ideal. Pentru lumina 
verde cu lungimea de undă în vid de 5 500 Â avem w = 2(3,14)(3 x 105)/(5,5 x 107) ='3,42 x 
x 1015 s-1. Această valoare nu este în domeniul de frecvență al „mediului rezistiv dens“, dat 
de w & 8 x 1015. Nu vom aștepta, deci, reflectivitate de 100%. Nu ne vom aștepta nici la o 

_reflectivitate foarte mică. Avem: 


n2 = Ep =ER + ien, 


ER = 1 pl ceapa oreat) + = 3) = 1— anti 8 = 
(03 — c02)2 + T2o? 2 + T2 
Li] 
juriul ab aid Olea ae-stintia54y 
(3,42)2 + (160): 
ie oo a w3(T/ow) de 
(03 — 022 + To? 24 T2 
160 (36)2 


3,42 (3,42)2 + (160)2 
n2 = 0,951 + 2,36 1 = 2,55 exp iq, 


unde 
2,36 
= arc tg — a 68. 

5 „951 

Atunci: ] 
n = N2,55 exp (=) = 1,60 (cos 34 +- i sin 34) = 1,33 + î- 0,90 
2 

Atunci: 


Ina = ma = tm 10.33) 1090 045 
(mat Drm (2,3517 10,90) 


Astfel, după acest model, o lamă de grafit lustruit re'lectă în jur de 15%, din intensitatea lu- 
minii verzi, la incidență normală. 
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A.1. SERIA TAYLOR 


Considerăm că f(+) se poate scrie ca o serie infinită de forma: 
fl) = co + al — o) + cal — 0)? + cal — 20) + -.-, (1) 


unde c sînt constante. Atunci se spune că f(x) se poate „dezvolta în punctul x“. Pentru a-l afla 
pe co vom pune + = xy; în acest caz toți termenii din membrul drept se anulează, cu excepția 
primului, deci co = f(x). Ca să-l găsim pe c, vom deriva relaţia (1) în raport cu x și vom pune 
X = 49. Toţi termenii se anulează cu excepția termenului c,, găsim deci c, = (df/dx), unde indi- 
cele zero ne spune că df/dx este calculată în punctul + = 9. În mod asemănător: 


(d //da)e = m! cm, (2) 


şi formula (1) devine: 


0 fl) + be — 29 (3 Tia E 
dz Jo 


d22J0 
SE (2 — 20) [47 + 8 
31 da), 
A.2. SERII UZUALE 
sin x și cos x. Folosim d(sin +)/dx=cos x, d(cos +)/dx = — sin 4, cos (0) = 1, sin(0) =0 
și, în formula (3), x, = 0 obținem: 

ituupie pa 2 Asetă În (4) 

E a 

a. a 
cos = l——+-—-—.., 5 
2! ta o) 


Exponenţiala e47. În formula (3) vom înlocui d(e%7)/dx = ae4z, e = 1 şi 49 = 0 obţinînd 
astfel: 
a2x? dă? gi 


2! 3! 4! 


et = l+ax+ 


(6) 


sh x și ch x. Aceste funcții se pot defini prin d(sh +)/dx = ch z, d(ch 2)/dz = sh x, sh(0) = 0, 
ch(0) = 1; din formula (3), cu o = 0 rezultă 


sha= atat (7) 
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2 ad 
chz=1+—pP—r... 3 
2! 4! (8 


Relaţii în care intervin exponențialele. Dacă în formula (6) punem 4 = + şi o comparăm 


cu formulele (7) și (8) şi dacă procedăm în același fel pentru a = — 1, obținem 
ef = ch x + sh! %, (9) 
Y 
cz = ch + —sh z, (10) 


care pot. fi 'rezolvate pentru a obține 


A 
dai if Be (11) 
2 
st — 
Sh e 12 
3 (12) 


Dacă puneri în formula (6) a=+i=+ = rezultă 


pa = pipi ini (13) 


La fel, dacă în formula (6) punem a = — obținem 

SI să XA 4 44 
mie = isa == ha go e te 14 
2! i 31 Ta 5! 6! ai 


Adunînd sau scăzind relaţiile (13) şi (14) şi comparind rezultatele cu formulele (4) şi (5) obținem 


iz ta 
a dul 00 Per (15) 
2 
eiz — iz 
——————— = sin ză, (16) 
2i 
care pot fi rezolvate pentru a da 
eiz = cos x + isin 4, (17) 
ez = cos —i sin x. i.) 
tg x. Vom folosi tg x = sin &/cos x, d(sin x)/dx — cos + şi d(cos 2)/dx = — sin + pentru 


a obţine d(tg +)/dx = (cos 4)2, d2(tg x)/dx? — 2 sin x (cos x)2, dî(tg x)/da? = 2(cos x) 2— 
—6sin?2x(cos x)"4 etc. Pe urmă, în formula (3) punem x, = 0 şi obținem 


tg = (19) - 
Seria binomială (1-+ x)". Vom folosi d(1-+ x)"/dz = n(1 + x)", d2(1 + 2)1/da? = 


= n(n — DU + 2)%2, d3(1 + 2)*/dz2 = n(n — 1) (n — 2)(1 + 2)", etc, precum şi formula (3) 
cu 4g = 0 pentru a obține 


(Un) = Luz + a ai e lite (20) 


Relația (20) este valabilă pentru orice n, pozitiv sau negativ şi pentru orice x, pozitiv sau nega- 
tiv, atîta timp cît « satisface relația +? < 1. 
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A.3. SUPRAPUNEREA FUNCŢIILOR ARMONICE 


În fenomenele ondulatorii s-au întîlnit următoarele suprapuneri de N funcții armonice: 


u(t) = cos at + cos(0 + a)t + cos(o + 20)? + ... + 


+ cos[a + (N — lat; (21) 
u(2) = cos kz + cos(kz + 3) + cos(kz + 28) + ... + 
asi 1 -AMieoa [kz + (N — DB]. (22) 


Acestea sînt amindouă de forma: 
u = cos 6, + cos (6, + y) + cos(0, +2y) +...+ 
+ cos[6, + (N — 1)y]- (23) 
Dorim să găsim o expresie mai convenabilă pentru relația (23). Observăm că + poate fi scris 
ca partea reală a lui v, unde 
p edi pe giloatY) 1 pile r2%7) 1 n e ela H(N—1D] — ei. s, (24) 


unde S este o serie geometrică de N termeni dată de 
S=l+ata2+a8+... +aNA, cu a=eiy. (25) 


Să-l înmulțim pe S cu a. Să-l scădem, apoi, pe S din aS termen cu termen; vom obține 


aS —S=aN —1, | (26) 
adică, 
iN e (elul2)ir _—tl2)ivy) 
d-—1 7 2 lasi 4 ; (e(1/2):x a, e—(1/2)iv) 
e 
sin L Ny (27) 


2 
= edil 2, 


dp 
zY 


unde în ultima etapă am folosit formula, (16) din Anexe. Introducind relația (27) în expresia (24) 
se obține 


sin - Ny 
= gildt(1/2)(N—1)y] ie 
e Fag, (28) 
PI Y 
Luînd partea reală obținem rezultatul dorit, 
) sin E Ny 
2 
u = cos [e. si = (N — ww] : (29) 
sin — Y 


Relaţia (29) se poate pune și sub altă formă. În relația (23), 6, este argumentul primului 
termen, iar argumentul ultimului termen, pe care îl vom nota cu 6,, este dat de 


20 +N-i (30) 
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Media între primul şi ultimul argument, 0, şi 0, este atunci 
SL e 0) 1 ef pn i) (31) 
za = FE > zi pe m DE rai . 
a, 3 Bi Apa) 43 


Astfel, primul factor din expresia (29) este tocmai cos 0. Folosind acest lucru și faptul că y 
este (0, — 0,)/(N — 1), în acord cu notația (30) vom scrie relaţia (29) sub forma 


uU = COS 0 A a E 7: 1 NE Sa i (32) 
sin E (0, — 8/4 — d) 


Relaţia (29) scoate în relief creșterea y dintre argumentele termenilor succesivi ai sumei (23). 
Relaţia (32) este echivalentă cu relația (29) dar scoate în relief prima și ultima contribuție, 0, 
şi 0, precum și media lor. Funcţia cos 07, descrie o oscilație armonică de aceeași formă, cu fie- 
care dintre termenii superpoziției (23), dar în loc să aibă amplitudinea unu ea are amplitudi- 
nea A(6,, 0,, N) dată de expresia: 


sin [a N(0, — 0)/(N -] 


A(0, 6, N) = i (33) 
sn [> (0, = 004 = 5] 
Atunci, rezultatul obținut de noi se scrie sub forma cea mai compactă astfel: 
u = A(0,, 02, N) cos 0. (34) 


Cînd avem oscilații în timp [relația (21)] cazul N = 2 corespunde fenomenului de „bătăi“ iar 
pentru oscilații în spațiu [relația (22)] figurii de interferență cu două fante. În cazul oscilaţiilor 
în timp, N mare determină „modulații“ care, atunci cînd N — 00, produc în w(2) o comportare 
de „puls“. În cazul oscilaţiilor în spațiu, N mare determină o figură de interferență corespun- 
zătoare la fante multiple, iar în limita N — co se obține figura de difracție pe o singură fantă 
a cărei lărgime depășește multe lungimi de undă. 


A.4. IDENTITĂȚI VECTORIALE 


Vom nota prin A, B și C funcţiile scalare de z, y şi z, adică, A(x, y, 2), B(x, y, 2) şi C(x, y,2). 
Notăm, în mod similar, A, B şi C luncţiile vectoriale de x, y, z. Astiel, A înseamnă xAală, y, 2) 
+ YAula, Y, 2) + zAz(x, y, 2) unde x, y, 2 sint versori. Să învăţăm cum să lucrăm cu y (pro- 
nunțat „nabla) care este atît un vector cit și un operator de derivare. Toată „şmecheria“ constă 
în a scrie formulele în care intervine nabla în asemenea mod încit să fie satisfăcut atit aspectul 
de vector cit și cel de operator de derivare. De exemplu, în: 


V(48) = (VA)B + AB) = BVA + AVB, (35) 


prima egalitate provine din regula derivării produsului: întîi se menține constant B, apoi A. 
A doua egalitate scapă de paranteze deoarece, prin convenție, nabla derivează numai ceea ce 
este la dreapta sa. Putem simboliza temporar acest lucru scriindu-l pe nabla ca Va cînd operează 
asupra lui A (sau 4) şi ca V, cînd operează asupra lui B(sau B). În acest fel, adăugînd indici, 
ținem cont de regula derivării produsului. Pe urmă vom schimba între ei operatorii și vectorii 
astfel încît mărimile care nu se derivează să se afle „în siguranță“ la stînga lui nabla, asigurîndu- 
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ne că atunci cînd facem acest lucru nu încălcăm regulile algebrei vectoriale. În cele din urmă 
vom renunța la indicii a şi b. Astfel 


V(4B) = Va(48B) + Vu(4B) = BVaA4 + AVu,B = BVA + AVB. (36) 
În mod similar 
V x (AB) = Va x (AB) + Vp x (AB) = BVaxA—Ax WB= BVXA-—AXx VB. (37) 


Cu puțină practică nu va mai fi nevoie de pașii intermediari. 
Să găsim acum o identitate pentru Vx(V x C). Presupunem că știm identitatea 


A x (BxC)=B(A:C) —C(A:B) (regula „bac minus cab“) (38, a) 
= B(A - C) —(A-B)c. (38, 5) 


Putem folosi această relație înlocuind pe A și pe B cu nabla. Trebuie să fim atenți să ți- 
nem ambii nabla la stînga lui C, deoarece se înțelege că ambii nabla îl derivează pe C. Astfel nu 
putem folosi (38, a); trebuie să folosim (38, b). Atunci obținem: 


Vx(VxO0)=V(V-:0)—(V-V)c. (39) 
În termenii componentelor , y şi z formula (39) se scrie: 
N x x Ol = Vica (40) 
x 


cu expresii similare pentru y şi z, unde: 


Edo dei (41) 


via Î 
22 :0y2 222 


Il 


A.5. IDENTITĂŢI UTILE 


cos 4 + cos y = [2 cos (x — y)/2] cos (x + y)/2 
cos « —cosy =[—2 sin (x — y)/2] sin (x + y)/2 
sin x + sin y = [2 cos (x — y)/2] sin (x + y)/2 
sin x — sin y = [2 sin (x — y)/2] cos (x + y)/2 
cos (x + y) = cos x cosy sin zsiny 
sin(x + y) = sin 4 cos y + sin y cos 4 
cos 2x = cos? x — sin? x 
sin 2x = 2 sin x cos 4 
cos? x = (1 + cos 24)/2 
sin? x = (1 — cos 2%)/2 
sin = —x3|6 +... 
cos x = 1 — 2/24... 
(L+ an = Linz (12) mn — D324. sa <l 
cos 6, + cos (0, + y) + cos(0, +27) +... + 
No jaaompi 


+ cos [6, + (N — 1)y] = cos[6, + -, (N — 10] sin | sint 


A.6. CONSTANTE UTILE 


Viteza luminii în vid 63 x 109 ra/s 

Sarcina fundamentală e= 16 x10»c 

Constanta lui Planck h = 6,626 x 104 J.s 
Constanta lui Planck „redusă“ h = hp2m = 1,054 x 104 J-s 
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Masa de repaus a electronului 

Masa de repaus a protonului 

Constanta gravitațională 

Accelerația gravitațională la nivelul mării 
Raza Bohr 

Numărul lui Avogadro 

Constanta lui Boltzmann 

Temperatura standard 

Presiunea standard 

Volumul molar în condiții standard 
Energia termică kT în condiții standard 
Densitatea aerului în condiții standard 
Viteza sunetului în aer în condiții standard 
Impedanța sonoră a aerului în condiții 
standard 

Intensitatea sonoră standard 

Factor de zece în intensitate 

1 Fermi (1 F) 

1 Angstrâm A 

1 Micrometru (lum) 

1 Hertz (Hz) 

Lungimea de undă a unui foton cu energia 
de un electron-volt 

Impedanța vidului pentru undele 
electromagnetice . 


A.7. SPECTRUL ELECTROMAGNETIC 


Denumirea comună a radiației electro- 
magnetice 


Radiația X de frinare (energia maximă) 
produsă de: 
— acceleratorul liniar Stanford 
— sincrotron obişnuit 
Raze gamma: 
— dezintegrarea mezonului pi 
neutru 70 — 2y 


— dezintegrarea nucleului excitat 


Raze X (de la atomi excitați sau elec- 
troni de frinare) 


Lumina ultravioletă (de la atomi excitaţi) 


Lumina vizibilă: limita violetă 


me = 9,109 X 10-31 kg 

mp = 1,672 X 10-27 kg 

G=6,7x d) N * m?/kg?2 

8 = 9,8 m/s 

as = 0,3 X i 19 m 

N = 6,02 X 1027 kmol-1 e 

P = ai în 10-23 J/K 

1273.15 K 

Po = ră atm = 1,01 x 105 N/m2? 

Ve = 22,2 X 10-53 m3/kmol 

Re = 3.85 x 102 Ja 1/40'eV 
= 1,3 kg/m? 

see 332 m/s 

Za 020. jeni 

Ig = 102 

= | bel = e "db 

ze" 00745 at 

= 102 m 

= 106 m 

= 1s1 

== 1,24 X 10%m 

377 9 


Unități practice* Ordin de mărime 


A hyy, ve (em) v(Hz) hv(eV 
0,06 F 18 GeV 10-24 1024. 1010 
4F 300MeV 10-13 10% 102 
19 F 67 MeV 10-12 1022 108 
| 100 F 10 Mev 10-11 1021. 107 
0,1 Â 100 keV 107? 102 10% 
| 100 A 100 ev 2079 1015 102 
| 3900 A 2,5eV 105 1015 101 


* Unităţile „practice“ sînt acelea care sînt cel mai mult folosite de experimentatori. Cînd 
diferite domenii se acoperă sau atunci cînd tehnologia se modifică rapid, pentru aceeași regiune 
de frecvență se pot folosi denumiri diferite și unități diferite. De exemplu: cînd detectăm ra- 
diațiile X cu contori de scintilație este normal să folosim unitățile de energie (eV, keV, MeV); 
cînd detecția lor se face prin difracție pe cristale este normal să folosim unitățile de lungime (4). 
Alt exemplu: dezvoltarea laserilor s-a datorat în mare măsură inginerilor electroniști care au pre- 
ferat utilizarea unităților de frecvență (MHz, GHz etc.) în locul unităților de lungime pe care 


le-ar fi folosit spectroscopiștii (A, um etc.). 
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Albastrul lămpii cu vapori de mercur 4358 A 22 940 cm! 


Verdele lămpii cu 'rapori de mercur 5461 A 18310 cm! 
Galbenul lămpii cu vapori de mercur 5770 A 17 330cm 
Radiația roşie a laserului cu heliu-neon 6 328 A 15 800cm! 
e at vizibilă: limita roşie ! 7 600 A 1,6 eV 104 1014 10 
nfraroșu: 
— radiația termică (hv = 3k7) de la: . 
suprafața Soarelui (T = 6 000 K) — 1 um bagă Agia LO ag aa d 
temperatura camerei (T = 300 K) — 20 um 15000 GHz 1073 1013 101 
radiația universului (3K) — 2 mm 150 GHz 1071 1011 102 
Microunde şi unde radio: 
Ceasul cu amoniac 1,5 cm 20 GHz 100 1010 102 
Radarul (banda $) 10 cm 3GHz 101 102 104 
Linia hidrogenului interstelar 21 cm 1,5 GHz 101 102 104 
. 37 cm 800MHz 101 10% 104 
Frecvenţe ultrainalte (pentru TV) 
75 cm 400MHz 102, 108 105 
Televiziunea obișnuită 1,5—5,5m  210-55 MHz 102 - 108 105 
Radio MF 2,8—3,4 m  108-88MHz 102 j 408 pl 078 
10 m 30MHz 102/ 107. 1406 
Benzile amatorilor . 
100 m 3MHz 10%. 4055 540: 
200 m (500. Hz, 100 a 09 0? 
Radio MA y 
600 m 500 XHz: 105 105 4058 
10 km 30kHz 10% 104 : 10? 
Frecvenţe audio 
10 km* 30Hz 19 104 up 10712 


Prefixe recomandate ale unităților de măsură 


Factorul de multiblicare Prefixul Simbclul 
1018 exa E 
1025 peta P 
1012 : tera i 
10 giga G 
105 mega M 
108 kilo k 
102 hecto h 
10: deca da 
10-1 deci d 
102 centi e 
103 mili m 
10-6 micro u 
(i zu nano n 
10.13 pico p 
10-15 femto f 
10718 atto a 


* Lungimile de undă ale undelor radio în domeniul audio, nu ale undelor sonore din aer 
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fascinante și dramatice privind producerea și folosirea luminii polarizate în multe ramuri 
ale fizicii. 
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INDEX 


Aberație, cromatică, 484 

- de sfericitate, 482 

Activitate optică, 409 

Acustica încâperilor, 266 

Amortizare, critică, 117, 161 

m constantă de, 117, 130 

m forța asupra unui emițător, 202, 230— 
231 

m a modurilor, 55 (probl. 1.6) 

m a oscilaţiilor, 23, 117 

= slabă, 117 

= subamortizare, 118 

 supraamortizare, 118 

Amortizor, 230, 236, 265 

Amplitudine, absorbtivă, 119, 130, 133, 191 

m a oscilației armonice, 22 

- a undelor progresive, 166 

a undelor staționare, 70 

= a unei unde sonore cu intensitate dure- 
roasă, 207 

m a unei unde sonore la limita de audi- 
bilitate, 207 

m elastică (dispersivă), 119, 123, 130, 133, 
191 

- modulaţia în, (MA), 46, 269, 318 

Analiza Fourier, 75 

a funcției delta, 300 

= a oscilatorului amortizat, 300 

— a pachetelor de unde, 305—307 

= a pulsurilor, 293—305 


a unei funcții în formă de dinţi de fe- 
răstrău, 112 (probl. 2.32) 


a unei funcții periodice F(1), 81 

= a unei funcții periodice F(2), 77 

a unei unde dreptunghiulare f(2), 79 

ma unei unde dreptunghiulare aproape 
periodice, 314 

m a unui puls dreptunghiular periodic, 110 
(prob. 2.30) 


a unei surse coerente, 466—468 


= în ureche, 82 

= la pian 105 

m şi coarda cu distribuție continuă de masă, 
75 

şi condiţiile la limită, 110 (prob. 2.29) 

Apa, ideală, proprietăți, 340, 342 

Aproximaţția coeficienţilor de reflexie mici, 
249 

Aproximaţia micilor oscilații, 27, 44, 68, 
87 

Aproximaţia resortului slab, 27, 43, 68 

Aproximația unghiurilor mici, 482 

Armonică, oscilație, 21, 24 

Armonice, 74, 93 

” ale unei coarde de pian, 105 

— ale unui diapazon, 261 

Axa, lentă, 404 

= ordinară și extraordinară, 408 

optică, 404, 408 

- rapidă, 404 

= transmisiei ușoare, 395 


Barn (10-22 -m2), 370 

Bătăi, 46, 280 Ă 

= în regim tranzitoriu, 127, 157, 160 
(probl. 3.22), 161 

= neamortizate, 126 

= optice, 527 

produse cu două diapazoane, 47, 57 

- produse cu două surse de lumină, 49 

produse de doi oscilatori neidentici, cu- 
plați, 60 

produse de două moduri normale, 50 

Benzi laterale, 274, 319 


Candela 216 


Capacitateu pe unitatea de lungime, a li- 
niei de transmisie cu plăci paralele, 183 
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Ceasul cu amoniac, 518 

Celofanul, 404 

= lamă groasă de intirziere, 422 

= lamă semiundă, 421 

Cerul albastru, strălucirea lui, 559 

m legea lui Rayleigh a, 368 

= polarizarea luminii sale, 397 

Circuite, LC, 29, 96 

= relația de dispersie, 97 

= soluția generală, 97 

= semnificația lui ka, 98 

= donă circuite cuplate, 44 

Coardă cu distribuţie continuă de masă şi 
analiza Fourier, 75 

= modurile transversale, 66 

= unde progresive transversale, 200 

Coardă cu distribuție discontinuă de masă, 
moduri transversale, 65, 87 

m relaţia de dispersie, 90 

= unde progresive longitudinale, 174 

- unde progresive transversale, 173 

Coardă neomogenă, ecuația de undă pentru, 
85 

moduri nesinusoidale, 85 

- moduri proprii, 85 

- şi ecuația Schrâdinger, 521 

Coardă de cauciuc, 227 

Coeficient de reflexie, 238 

= la un capăt fix, 241 

— la un capăt liber, 241 

Coeficient de transmisie, 240 

Coeficienții Fourier ai unei funcţii periodice 
79, 81 

Coerența și cerul albastru, 529 

Comportare oscilatorie, 22 

Condiţia de coerență, 451 

Condiţii inițiale, 24 

— pentru coarda cu distribuție continuă de 
masă, 75 

— pentru pendulele cuplate, 51 

m superpoziția (suprapunerea), 32, 60 

Condiţii la limită, şi lungimi de undă per- 
mise, 7] 

= într-o discontinuitate, 239, 258, 263, 541 

m la capătul liber al unei coarde, 83, 108 
(probl. 2.12), 113 

- la capătul fix al unei coarde, 71 


= la sinfinit“, 147, 162 (probl. 3.30) 


- pentru coarda cu distribuţie discontinuă 
de masă, 90 


Constanta de atenuare (x), 147 
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Constanta de timp, a oscilaţiilor armonice 
amortizate, 23, 117 

= a unui tub, 122 

Constanta dielectrică (e), complexă, (vezi 
permitivitatea electrică relativă, com- 
plexă), 184, 190, 532—537 

Constanta de fază, 22 

— a unui mod, 34, 86 

- insensibilitatea, urechii față de, 82, 105 
260 

„— unui detector pătratic, față de 48, 49, 
83 

m relativă, şi indicele de refracție, 197— 
199 

— a punctelor mobile în oscilațiile forțate, 
143 

— în undele staționare, 70, 260 

— în undele progresive, 167 

Constanta elastică (1), 25 

m a resorturilor în serie, 95 

Constanta solară, 214, 225 

Construcția lui Huygens, 455, 459 

= antene, 459 

Continuitatea, 239 

= a forței de revenire, 239 

= a vitezei, 239 

Contor de fotoni, 215 

Convenţia burghiului în optică, 386 

Coordonate normale, 37 

= pentru oscilaţiile longitudinale, 41 

Coordonate polare, sferice, 363, 364 

Criteriul lui Rayleigh, 465 

Cuplarea dintre E și B, 348, 382 

Curbe de rezonanță, 124-— 125 


Decibel (db), 206 

Degenerare, 35, 44 

Densitatea de electroni (N), în ionosfera 
Pămintului, 101—103 

— în argintul solid, 163 


Dependența sinusoidală de spațiu a undeloi 
şi omogenitatea, 84, 85 

pentru 62 > ww3, 146, 149 

Depolarizarea, 399 

Detector pătratic, 48 

— cu efect fotoelectric, 49, 

pentru lumină, 215 

m urechea ca, 48, 83 

Detectori de radiație, 215 


Determinantul coeficienţilor unei ecuații li- 
niare şi omogene, 38 

Deviaţia, printr-o prismă, 497 

= pe o suprafață sferică, 492 

= dată de o prismă subțire, 482 

Diagrama fazorilor, 278 

Diferenţa de drum, 439 

Difracția, folosind construcția lui Huygens, 
4158 

= Fraunhofer, 465 

= Fresnel, 465 

= în comparaţie cu interferența, 455 

— pe un obstacol opac, 474 

Difuzor cu diafragmă exponențială, 25| 

Dioptru, 489 

Dispersie, 74, 87, 172, 184— 199 

- anomală, 192 

= în sticlă, 188— 189 

= într-o prismă, 186, 183 

= normală, 192 

Distribuţia Poisson, 530 

Domeniul dispersiv de frecvențe al unui 
sistem de pendule cuplate, 154 

Dublă refracție, 404—410 

— pe celofan, 404 


Ecran opac, 455 

Ecuația clasică a undelor, 70, 109 (probl. 2.18) 
306 

— în trei dimensiuni, 329, 347 

Ecuația de continuitate, 340 

Ecuația de undă a lui Schrâdinger, 523, 
526 

Ecuația de undă Klein-Gordon, 145, 330, 
527 

= soluţii exponențiale, 146 

soluții sinusoidale, 146 

Ecuaţii diferențiale liniare şi neomogene 
32, 

Ecuaţii diferenţiale liniare şi omogene, 31, 
32 

= principiul superpoziției, 32 

Ecuații diferențiale neomogene, 32 

— a oscilatorului armonic forțat, 119 

- principiul superpoziției pentru, 32 

Ecuaţii omogene, 31 

— algebrice, 38 

diferenţiale, 31 

— a oscilatorului liber amortizat, 117 


Ecuaţii cuplate, 37, 38, 41, 348, 377 


Eficacitate Iuminoasă absolută, 217 

Elastică, amplitudine, 119, 123, 130, 133, 
191 

Energia, densitatea de, 350 

= disipată prin frecare, 120 

— înmagazinată într-un oscilator forțat, 
120 

— radiată de o sarcină punctiformă, 362 — 
264 ă 

— radiată de un emițător, 202 

radiată de două sarcini coerente, 443— 

444 . 

- transfer între pendule identice cuplate, 

53, 55 (probl. 1.5) 

transportată de o undă progresivă, în 

undele electromagnetice plane, 211—213, 

350 — 352 

- într-un resort, 204 

- în undele sonore, 203—207 

— pe o coardă, 203 


d 


d 


pe o linie de transmisie, 208—210 

a unui oscilator slab amortizat 118 
Ecuațiile lui Maxwe 1, generale, 356, 531 
= în vid, 346 
m pentru un mediu liniar izotrop, 537 
Experiența Brown și Twiss, 446 


„Fascicul“ de unde progresive, 451—455 

Fascicul limitat de difracție, 451—455, 463 

Fereastra Brewster, 401 

Figura de difracție, cu două fante, 468— 

469 

= cu multe fante, 470 

— cu o singură fantă, 159—463 

Figura de interferență, 434 

— a doua surse coerente, 437—442 

= a două surse independente, 4155—445 

— a mai multor fante inguste, 471—474 

= a unui, „fascicul“, 452 

= cu fantă multiplă, 471—474 

Filtru Lyot, 422 

Filtre, 135— 142 

= electrice, 140— 142 
pentru o sursă de cuc., 
trece-bandă, 140— 141 
trece-jos, 141 


141— 142 


= mecanice, 135— 140, 159 
trece-bandă, 138— 159 
trece-jos, 139, 139— 140 
trece-sus, 138 
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Flux de fotoni, 215—216, 410, 441 

Focalizare, condiția de, 485 

Folie de împachetat, 404, 420, 421, 428 

Forma liniei, 125 

m de tip Lorentz, 125, 303 

Formula constructorului de lentile, 485 

Forța de revenire, pe unitatea de masă și 
pe unitatea de deplasare (w2), 23, 40, 
65, 135, 143, 326, 344 

şi inerție, 22, 199 

Forță terminală, 237 

Fotomultiplicator, 216 

Franje Fabry-Perot, 254, 257, 499 

Frecvenţă (v), 22 : 

m a rezonanțelor sau modurilor, 130 

” armonice, 73, 93 

a televizorului ca  „stroboscop“, 54 
(probl. 1.3) 

m a unui mod, 34—35, 72—73, 86 

m bandă de, 47 

m de multiplexare, 320—321 

” domeniul de audibilitate, 82 

dominantă (sau medie), 82, 122 

= fundamentală, 73, 93 

m lărgimea benzii, 47, 111 

m lărgimea rezonanței, 122 

= a unui tub, 161 

m unghiulară (4), 22 

Frecvența purtătoarei, 274 

Frecvență unghiulară (w), 22 

m a unei coarde de pian, 93 

= a unui mod, 39—40 

- definiție, 22 

> semnificația fizică pentru sisteme cu 

un grad de libertate, 23 

m valori de tăiere, 136— 138 

Frecvență de tăiere, inferioară,- 137, 147, 
149 

m a ionosferei, 101, 150, 194 

a unui ghid de unde, 331—333 

m a unui mediu -dispersiv, 195 


pentru lumină într-un mediu dispersiv, - 


195 

„ pentru sistemul de pendule cuplate, 147— 
148 

' superioră, 136 

m viteza de grup la, 31l 

Funcția de fază [qo(z,)], 169—170, 328 

Funcţia delta, de frecvență, 316 

= de timp, 300 

Funcție de undă ortnormată, 389 
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Funcție exponențială, 147 

Funcție neperiodică, (vezi puls) 

Funcție periodică de distanță (2), 76—77 

construcția, 76 

Funcţii proprii, 86 

ale coardei neomogene, 86 

= ale undelor de Broglie, 86 

Funcţiile de undă complexe, și ecuaţiile 
lui Maxwell, 535—540 

şi fluxul de energie, 389 

= şi polarizarea, 387—391 


Gaura de ac, ca lupă, 490 

Ghid de undă, 330—335 

- dreptunghiular, 330 — 335 

= viteze de fază și de grup, 333—335 
Grade de libertate, două, 33, 130 

= unul, 21 


Hertz (Hz), 22 


Identități vectoriale, 553—554 

Iluminare, 219 

Imagine reală, 486 

Imagine virtuală, 478 

Impedanța (Z), 199—218 

a amortizorului, 231 

adaptarea, 232, 247, 256 

m” a liniei de transmisie cu plăci paralele» 
210 

= a liniei 'de transmisie trece-jos, 210 

= a unor antene învecinate, 445 

= pentru undele longitudinale într-un re- 
sort, 204 

- pentru undele sonore, 206 


= pentru undele transversale pe cordă, 20 ina 
202 


= şi viteza de fază, 200 

Împrăștierea, pe lapte, 374 

= secțiunea eficace, 369—370 

Impulsul unei unde plane, 352 

Indicele de refracție (n), 184— 199 

= al unor substanțe obișnuite, 186 

= analiză calitativă, 197 

= complex, 539 

= deducere aproximativă, 375 

= dependența de frecvență, 189—191 

Inductanţa pe unitatea de lungime, a liniei 
de transmisie bifilare, 181 


— a liniei de transmisie cu plăci paralele, 
184 

Integrala Fourier, 287, 296 

Intensitatea luminoasă, standard, 216— 
218 

Interferenţă, constructivă și distructivă, 
433 

= în comparație cu difracția, 456 

= între unde cu frecvenţe diferite, 527 

= pe straturi subțiri, 252, 255 

Interferometre stelare, 509 

Ionosfera, 101 

- dispersia în, 193 

= excitată sub frecvența de tăiere, 150 

m frecvența de oscilație a plasmei (op), 
„101 

m frecvența de tăiere, 150 

= lungimea de atenuare a amplitudinii, 159 
(probl. 3.17) 

= viteza de fază, 179 

m viteza de grup, 275 


Kappa, (x), 146, 193 


Lamă semiundă, 417 

Lamă sfert de undă, 405, 417, 420 

Lame de întirziere, 404—409 

= proprietățile lor, 406, 417; 421 

Lampă de proiecție, 432, 

Lărgimea de bandă, 47 

= a televiunii, 283 

= a undelor radio MA, 274 

m a unui puls dreptunghiular repetat, Ill 

- şi coerenţa, 412—413, 433 

Lărgirea Doppler, 412 

Lărgimea liniei, 366 

Lărgimea naturală, 366 

Lărgimea unghiulară, a figurii de interfe- 
rență cu o singură fantă, 463 

— al maximului principal, 473 

ma unui fascicul, 451—455, 463 

Legea Boyle-Mariotte, 176 

Legea lui Gauss, 357 

Legea lui Malus, 396 

Legea lui Snell, 187—188, 337, 478—481 


Legea transformării adiabatice a gazelor, 
177 


Lentile, convergente, 436, 487 
- divergente, 488 
- groase, 492 
- ocular, 491 
” obiectiv, 490 
puterea, 489 
Lentile subțiri, 484 
= formula, 486 
Limita continuă, 92, 95 
- a lungimilor de undă mari, 92 
- pentru oscilațiile longitudinale, 95—96 
pentru sistemul de pendule cuplate, 145 
Linia de transmisie, bifilară, 181 
cu plăci paralele, 182— 184 
fluxul de energie, 211 
impedanța, 134 
viteza de fază, 182 — 184 
- trece-jos, 180 
Linii Fraunhofer, 500 
Linii spectrale, 499 
Lumina albă, 186— 187, 252 
— şi maximul principal, 471 
Lumina infraroșie, 214 
Lumina, intensitatea standard, 216—219 
Lumina nepolarizată, 413, 418 
Lumina solară, 214, 225 
Lumina ultravioletă, 191 
Luminanța, 216 
m tabel, 219 
Luna, strălucirea, 217, 219, 225 
Lungime de atenuare (8), 149 
Lungimea de undă, 71 
= definiție, 71  - 
= inversul, 73 
permisă de condițiile la limită, 72 
Lupa, simplă, 489 
Luxul (1x), 219 


Magnetică, permeabilitate relativă (ur), 184, 
532 — 536 

 susceptibilitate (3m), 532—536 

Materiale uniaxe, 408 i 

m tabel, cu 408 

Maximul principal, 438, 471 

Mărirea, unghiuară, a microscopului lui 
Leeuwenhoek, 493 

= a unei lupe simple, 489 

— a unui microscop, 491 

a unui telescop, 491 


— laterală, 486 
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= longitudinală, 505 

Măsurători de zero, 104 

Mediu dispersiv, 87, 330 

= în comparație cu un mediu reactiv, 150 

Mediu liniar izotrop, 532 

Mediu reactiv, 150—153, 172, 192 

= domenii de frecvență pentru pendulele 
cuplate, 155— 156 

Melcul auditiv, 82 

Membrana  bazilară,  neliniarități, 59 
(probl. 1.13) 

"= insensibilitatea față de fază, 82—83, 105 

Mezonii K, 519 

Microscopul, 491 

= lui Leeuwenhoek, 493 

Microscopul cu contrast de fază, 512 

Mirajul, 378 i 

Modulaţia în fază, 318, 511 

Modulaţie, 46—47, 269 

- amplitudine de (Amoa), 46, 269, 318 

m frecvență de (comoa), 46, 271 

= număr de undă, 271 

m viteză, 271 

Modul fundamental, al apei dintr-un vas, 
62 (probl. 1.24), 163 (probl. 3.33) 

= al ionosferei, 193 

m în lacul Geneva, 62 (probl. 1.25) 

Moduri, 34 

= ale unei coarde cu distribuție disconti- 
nuă a masei, 65, 89 

= ale unei coarde neomogene, 85 

— ale cîmpului electric transversal, 331 

— ale unui sistem continuu, 65 

= ale unui sistem de două pendule, cu- 
plate, 99, 132 

= ale unui sistem discontinuu, 87 

m configurația caracteristică, 34—35 

= coordonate normale, 37 

m” determinarea sistematică, 38—39 

m frecvența caracteristică, 34—35, 38 

m legate, ale pendulelor cuplate, 153 

m pentru N grade de libertate, 60 (protl. 
1.17), 64, 87 

proprietăți, 34—35 

m soluția generală, 39, 60 (probl. 1.17) 

Moduri TE, 331 


Molecula de amoniac, 518 
Momentul cinetic, 351, 353, 424, 426 
convenția, 386 


Momentul electric dipolar, pe unitatea de 
volum (P), 190, 193 
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Multiplexarea, 320, 321 


Necoerență, 445 

Neliniarități, 31 

— în ureche, 37 (probl. 1.13) 

= şi demodulația 318 

= şi modulaţia, 318 

Newton, greşeala lui, 177 

Nod, 65 

= al modurilor coardei neomogene, 85 

Număr de undă (1-1 = o), 73 

m unghiular (k), 73, 327 
lărgimea de bandă, 290 

Numitor de rezonanță, 125 


Ochiul, contracțiile pupilei, 490 

= funigei în ochi, 490, 503 

” imaginea pe retină, 490 

” rezoluția unghiulară, 465 

Ocular, 491 

Oglindă, elipsoidală, 481 

plană, 477 

- parabalică, 482 

m sferică, 482 = 

Oglinzile lui Lloyd, 492 

Omogenitatea unei coarde, și funcţiile si- 
nusoidale, 84 

Operatorul de proiecție, 429 

Optica geometrică, 470—494 

m legile, 470 

Optica fibrelor, 371 

Oscilator amortizat, 116 

amortizarea oscilaţiilor libere, 117 

Oscilatori slabcuplați, 50, 518 

Oscilaţii, armonice, 21, 24 

aproape armonice, 47, 126, 270, 284 

şi bătăi neamortizate, 126 
= bidimensionale, 35 


m şi mișcarea circulară uniformă, 54 
(probl. 1.2) 


Oscilaţii forțate. ale oscilatorului amorti- 
zat, 116 


= în regim staționar, 118— 125 
m în regim tranzitoriu, 125— 128 
— ale unui sistem format din multe pen- 
dule cuplate, 134, 144 
soluția exactă pentru, 153— 154 
m ale unui sistem de două pendule cuplate, 
131 


= ale oscilatorului neamortizat, 126 


Oscilaţii libere, 21 
= ale electronilor din ionosferă, 193 
= ale sistemelor, cu multe grade de li- 
bertate, 64 
cu un grad de libertate, 21 
cu două grade de libertate, 33 
= amortizate, 117 - 
= longitudinale, ale unui corp fixat de 
două resorturi, 24 
= transversale, ale unui corp fixat de două 
resorturi, 26 
Oscilaţii longitudinale, ale coardei cu di- 
stribuție continuă de masă, 67 
ale unui corp fixat de două resorturi, 24 
ale unui sistem de corpuri și resorturi, 
94 
= ale unui sistem de două corpuri cuplate, 
sg. 

— în undele progresive într-un resort cu 
distribuție discontinuă a masei, 204 
m în undele sonore progresive, 205—208 

Oscilaţiile plasmei, 101 

m frecvența de oscilație, 101— 103, 194 

- relaţia de dispersie, 101, 193— 194 

Oscilaţii staționare sub acțiunea unei forțe 
armonice, 118 

Oscilaţii tranversale, ale unei coarde cu 
distribuție discontinuă a masei, 87 

ale unei coarde cu distribuție continuă 
de masă, 66—67 

m ale unui corp fixat de două resorturi, 
26 

ale unui sistem de două corpuri cuplate, 
42 


d 


d 


Pachetul de undă, 290—293 
Parametri, distribuiți, 95 

m concentrați, 95 

ai unui resort slab, 96 


Pătrunderea undelor într-o regiune reactivă, 
151, 160, 195—196, 523 


Pendule cuplate, 50 
m ca filtru mecanic, 135, 138, 162 


m din cutii de conserve, 158 


> ecuația de undă pentru, 109 (probl. 2.26) 


145 
m legea de dispersie completă, 156, 170 


m modurile unui sistem de două pendule 
cuplate, 99, 132 


în oscilații forțate al. unui sistem de două 
pendule cuplate, 131 

” oscilații forțate ale unui sistem de multe 
pendule, cuplate 134, 144, 153 

” relația de dispersie, 100, 149 

sistem de, 99, 109 (probl. 2.26) 

soluția exactă pentru oscilațiile for- 

țate, 153— 154, 

Pendulul, simplu, 23, 54 (probl. 1.2) 

= sferic, 33, 35 

Penetrația luminii prin barieră, 338 

Perioada, 22 

a funcţiilor periodice de distanță (41), 
77 

” a oscilatorului armonic (7), 22 

Permeabilitate magnetică relativă (up), 184, 
532— 537 

Permitivitatea electrică relativă complexă, 
536 

Permitivitatea relativă (ep), 184, 190, 532— 
537, 

Pian, relația de dispersie, 74, 93 

m armonice, 105 

ca instrument de analiză Fourier, 105, 
298 

” măsurarea frecvenței, 55 (probl., 1.4) 

m scara egal temperată, 105 


d 


d 


= sunetul unui acord, 81 

Planul focal, 485 

Polarizarea, a curcubeului, 403 

= a undelor transversale, 381 
producerea, 392 —400 
proprietățile, 387—392 

a unui resort slab, 418, 421 

m liniară, 67, 349, 383 


= luminii Lunei, 425 
- măsurarea ei, 413—416 


- parțială, 418 

prin reflexie regulată, 399 

- printr-o singură împrăștiere 397, 424 

Polarizarea circulară, 384 

” convențiile de semn, 387 

” reprezentarea, 391 

Polarizarea eliptică, 349, 385 

Polarizarea luminii Păm: )tului, 425 

Polarizaţia electrică, pe unitatea de volum 
(P), 190, 193 

Polarizorul circular, 416—417, 422 

Polaroidul, 395— 396 

= „încrucișați“, 396, 404 
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Presiunea acustică (sonoră), 47, 82, 227 
= în undele sonore, 206, 243 
— pentru sunete cu intensitate dureroasă, 
207 
Presiunea radiaţiei, 352 —372 
Principiul lui Fermat, 478—481 
Principiul superpoziției, pentru ecuații di- 
ferențiale neomogene, 32, 119 
pentru ecuaţii diferențiale omogene, 31 
= şi liniaritatea, 31 
_ Prisma, deviația prin, 482 
= retrovizoare, 337 
m subțire, 482 
şi dispersia, 186, 483 
Prisma cu apă, 222 
Produsul dintre lărgimea de bandă și in- 
tervalul de timp, 283 
Profunzimea cîmpului 505 
Puls , 278—303 
construcția, lui 280 
= durata lui, 281 
Pupila de ieșire, 501 
Puncte corespunzătoare unei puteri egale 
cu jumătate din valoarea maximă, 121, 
122 
Punctul focal, 484 
Putere, absorbită instantanee, in oscilațiile 
forțate, 120 
- absorbită mediată în timp în oscilațiile 
forțate, 120 
disipată prin frecare, 120 
 radiată de-a lungul unei coarde, 203 
transportată de o undă progresivă, 
într-un resort, 204 
pe o linie de transmisie trece-jos, 
208 —210 
pe o linie de transmisie cu plăci pa- 
ralele, 210—211 
pe o coardă, 203 


Radiaţie, a unei sarcini punctiforme, 356— 
370 


m a unei sarcini superficiale, 374 
a unui „atom“ unidimensional, 527 


m de sincrotron, lărgimea de bandă, Il 
(probl. 2.30) 


m electrică, dipolară, 366 
Radiația cuadrupolară, 506 
Radioul, MA, 272 
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Raportul căldurilor specifice, 177, 205 

Raza Lorentz a electronului, 369 ; 

Rază 478 

» paraxială, 484 

Reflexia, 230 —266 

= într-o linie de transmisie, 245—247 

luminii pe sticlă, 247, 254, 378 

m pe straturi subțiri, 252 

undelor sonore, 243—245 

Reflexia metalică, 410, 426 

Reflexia multiplă, 262 

Reflexia regulată, a unui fascicul de unde 
476 

- relaţii de fază, 401, 426 

Reflexia totală, a luminii, în sticlă, 335— 
338 

m pe o oglindă argintată, 162 

— a undelor radio în ionosferă, 150 

Refracţia, 187— 188, 478 

m dublă, 404—410 

” în celofan, 405 

Relaţia de dispersie, w(k), 73—74, 86 

= a ionosferei, 150, 193 

a undelor pe apă, 112, 344—346 

a undelor progresive, 170 

a unei coarde de pian, 74, 93 

a unui circuit LC, 97 

a 

a 


d 


unui conductor, 542 
unui sistem de pendule cuplate, 100, 
149, 156, 170 
= în trei dimensiuni, 328 i 
- pentru oscilațiile longitudinale, ale unei 
coarde cu distribuție discontinuă a ma- 
sei, 95 
ale unui resort slab, 96 
pentru oscilațiile transversale, ale unei 
coarde cu distribuție discontinuă a 
masei, 90 


pa ra 


= ale unei coarde cu distribuție continuă 
de masă, 74 


— pentru undele de Broglie, 520 

Resort slab, 27, 96 

= ca sistem continuu, 104 

— dependența frecvenţei de lungime, 103 
- pendule cuplate, prin 138 

m rezonanțele unui, 158 

= „timbrul sunetului“ unui, 105 

= viteza de fază, 221, 227 


Retroîmprăștierea luminii, cu o prismă, 335 
337 


= cu un colț de cub, 497 (probl. 9. 14) 

m cu Scotchlite, 493 

Reţeaua de difracție, 473 

Reţeaua de difracție prin reflexie, 477 

Reţeaua de difracție prin transmisie, 473, 

Reţea de fire, 393 

Rezistența pe pătrat, 232—234, 259 
(probl. 5.14) 

Rezistivitate, 232 

Rezoluția unghiulară, a ochiului, 465 

— criteriul lui Rayleigh, 465 

Rezonanța în transmisie, 263—264 

Rezonanţe, ale oscilatorului forțat, 121 

— ale unui sistem cu două grade de li- 
bertate, 130 

= ale unui sistem de pendule cuplate, 153, 
162 

= ale unui tub de carton, 259 

- contribuții la mișcarea în regim stațio- 
nar, 133 

= în baloanele pentru copii, 265 

= în transmisie, 263—264 

= lărgimea (Aw), 122 

relația cu constanta de timp (7), 
122 
Rezonator dintr-o sticlă, 223 


Sarcină distribuită, 232 

Sarcină punctiformă efectivă, 382 
Scara muzicală, egal temperată, 105-— 107 
= intervale, 106 

ştiinţifică („exactă“), 105— 107 
Scotchlite, 493 

Secțiunea eficace, 369 

= Thomson, 370 

Seișe, în lacul Geneva, 62 (probl. 1.25) 
— într-un vas cu apă, 62 (probl. 1.24) 
Serii uzuale, 550—551 

Sistem complet de funcţii, 84 

— modurile unei coarde neomogene, 85 
m modurile unei coarde omogene, 84 
m pentru stări de polarizare, 389 —390 
Sistem continuu, 64 


— şi undele, 65 
Sisteme deschise, 166 
Spatul de Islanda, 428 


Spectroscopie Fourier Interferometrică Mul- 
tiplexată (MIFS), 321 — 324 

Spectru, Fourier, 288 

Steradian (ster), 365 


Sticlă, dispersia, 188 — 189 

- indicele de refracție, 186, 189 

- molecula, model simplu, 196 

- reflexia totală, în 335—337 

Strat cu impedanța vidului, 234 

Strat nereflectător, 248—250, 261 

Străluciri, eliminarea lor, 429 

Stroboscop, 54, 257—258, 279 

Subarmonice, 105 (probl. 2.6) 

şi cuplajul asimetric, 164 

Sunet, cu intensitate dureroasă, 207 

dispersia, 227 

= impedanța, 205—206, 

intensitate standard (19), 206 

= la limita de audibilitate, 207 

- reflexia, 243 

m viteza, 174—178, 221 (probl. 4.6), 224 

Superpoziția (suprapunerea), a condițiilor 
inițiale, 32, 60 (probl. 1.14) 

= a două mișcări independente, 33, 34 

m a două moduri, 35 

= a undelor progresive, 243, 255 (probl. 5.3) 

a undelor staționare, 241, 243 

m a- modurilor forțate, 132 

Sursă coerentă, 433 

Sursă extinsă, 449 

Sursă liniară, 432 

Sursă luminoasă Smith-Purcell, 376 

Sursă punctiformă, 449 

Sursă reală, 478 

Surse independente, 445 

Susceptibilitatea electrică (7), 532—3537 

Suspectibilitatea magnetică (ym), 532—537 


Şir armonic de frecvenţe, 72—73, 74 

- explicație calitativă, 107 

- folosit pentru a defini scara științifică, 
105 


Telescopul, 490 

Televizorul ca stroboscop, 54 
Terminaţie ideală nereflectantă, 230 

= a unei coarde, 230, 241 

= a unei linii de transmisie, 232—234 
— pentru o undă plană, 235 

— pentru un fascicul de lumină, 236 
Trece-bandă, filtru, 140— 141 

Trece-jos, filtru, 138, 141 

Trece-sus, filtru, 138 

Timbrul sunetului, unui resort slab, 105 


- unei coarde de pian, 84 
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Timpul de coerență, 412—413 

— al surselor independente, 445 

- şi bătălie optice, 527 

Timpul de măsură, 414 

Timpul retardat (7), 361 

Tonuri de combinație, din neliniarități 
cptice, 60 (probl. 1.13) 

= din neliniaritatea urechii, 57 

Trusa de optică, 396, 415, 417, 420, 427 
rețeaua de difracție din, 473 

Tsunami, 310 

Tub, constanta de timp, 122 


Umbra, 475 

= lungimea, 476 

Undă aproape sferică, 440 

Undă dreptunghiulară, analiza Fourier, 79, 
296 

m repetată periodic, 110 (probl. 2.30) 

Undă exponențială, 146 — 149, 150, 192, 195 

m pătrunderea într-o regiune reactivă, 151, 
160, 196, 337 

m în zigzag, 155, 172 

Undă nedispersivă, 74 

electromagnetică, 275 

generală, 305— 307 

- în apă puţin adincă, 112, 345 

Unde, de maree, 310, 317 

- de tensiune superficială, 345, 377 

m de torsiune, 223 (probl. 4.14) 

- dispesive,74 

= drepte, 339 

m drepte şi paralele, 234 

— exponențiale, 146— 149, 150, 192, 195 

m mixte, 329 

= nedispersive, 74 

- plane, 212—213, 326—328, 347—356 

- progresive (vezi Unde progresive) 

= sinusoidale, 146, 241 

= staționare, 65 

- şi sisteme continue, 64 

Unde de Broglie, 520—527 

Unde dispersive, 74 

= și unde nedispersive, 74 

Unde electromagnetice, plane, 346— 356 

” radiate de o sarcină punctiformă, 356 — 
370 

Unde gravitaționale pe apă, relația de disper- 
sie, 344—345 
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Unde în apă adincă, forma, 343 
„— legea de dispersie, 112 
Unde în apă puțin adincă, forma, 343 
= în formă de dinți de ferăstrău, 111 
Unde pe apă, 276—278, 339—346 
” staționare, 34% 343 
progresive, 346 
” viteze (tabel), 277 
Unde progresive, 165 
"> aproape armonice, 271, 274 
armonice, 166 
"> exponențiale, 146—148, 150, 192—193, 
195 
m în zigzag, 172 
"> pătrunderea într-o regiune reactivă, 151, 
160, 195— 196, 337 
- longitudinale, pe o linie de transmisie 
cu plăci paralele, 210 
pe o linie de transmisie trece-jos, 208 
pe un resort cu distribuție discon- 
tinuă a masei, 174, 204 
” relația de dispersie pentru, 170 
m sinusoidale, 171 
m transversale, pe o coardă cu distribuție 
continuă de masă, 200 
pe o coardă cu distribuție discon- 
tinuă de masă, 173 
Unde staționare, 65 
în trei dimensiuni, 328 
— pe o coardă cu distribuție continuă de 
masă, 70 
— pe suprafața apei, 164, 341 
= sinusoidale, şi omogenitatea, 84 
Unde staţionare în formă de dinți de feră- 
strău în apă puțin adincă, Ill 
Unghi, de fază (vezi Constanta de fază), 22 
- de incidență, 187 
m de refracție, 187 
Unghiul limită 337, 371 
Inghiul lui Brewster, 399, 425. 
Unghi solid, 218, 365 
Ureche, insensibilitatea față de fază, 82— 
83, 105 
= membrană bazilară, 59, 82 


Vectorul de propagare (k), 327 
Vectorul Poynting, 351 


Vikingi, cum navigau, 428 


Viteza de fază, a sunetului, 174— 178 

- a undei plane, 328 

= a undelor armonice progresive, 167 — 
170 & 

= a undelor de Broglie, 524 

= a undelor electromagnetice în ionosferă 
179 

ma undelor pe o coardă cu distribuție 
continuă de masă, 56 

- mai mare decît c, 179— 180, 192 

— pe o linie de transmisie cu plăci para- 
lele, 184 

” pe o linie de transmisie rectilinie și pa- 
ralelă, 184 

pe o linie de transmisie trece-jos, 180— 
182 

= pe un ghid de unde, 333—335 

Viteza de grup, 268—278 


m a undelor de Broglie, 524 


- a unui ghid de unde, 333—335 
Viteza undelor pe o coardă cu distribuție 
„continuă de masă 7l 


Wood, R. W., 531 


Zahărul, activitatea optică, 409—410 
Zigzag, modul unei coarde cu distribuţie 
discontinuă a masei, 65, 66, 87, 90 

- unde progresive expondenţiale, 172 

unde staționare exponențiale, 155 

Zona apropiată, 434 —436 

Zona „apropiată“ a unei sarcini oscilante, 
364 

Zona de variație continuă a impedanței 
250—251 

Zona îndepărtată, 434—436 
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